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voiiWoiiT iiWHAimuia^Kiies 


ibni KinMliingf{iliui« il»r (iMHuiitatisgialMt vun IjKiinhauh Ki'SiKIW W«*rk»‘ti 
wiprtlwti il4» ii«hli»ntlii«ri*Miwhtti ikbhwiiUunfuti milwr fli*in lltf! nrithmcUmi' 

vii»r filllwn, nittiUoh ill» liiniln f» «l«r Hiirii*. Uhh 

war ikh ftiM Aitfaiiff im lUirdWr kiw, »l#fl iiuiprhalk lUw^r Bind** kidun iiudi'rt* Anordnuiig 
ftia ilia iiiMsIi «l«ii I>rtmkJ>liwi» gww&hit wunlwfi kdimt', tnitsjsrwiiiniil d»«r Aldinhmjf 

run I}. iWtfkhmi* tiiv Sehrifkn Lkoxiiaho J»i»' wintigntMi 

r«l4i»di»>ii «ind ih«nn Inhslt# nai’U durart ah^i<K-r*'Hzt , diiK ihru Kin- 

fidhtmif ill ii#oh Mainrinii Bf«irdni*ti'ii Plnii wdf itnswuidnuUip? Weise dui'chfUhrliiir 

wii'«. ill illaiirr Clti*n(*>ngiiMg’ lit d** ll«»«lttkUon*koiniii '0 innd« vim idui'm diT lw»l«n Kwttief 
il»r Eiililwiihi*iiri» liwilSrkl wordnii, vun liKUKHlxn, Et iit deni Koniltio 

•In IWOrftili, ilwin hwliwrehrien HtcraiiBjicidii'r vmi Vorlmmptt Uber Zafikm- 

Ilmri0 dwi •lll•tW•*U|pll•n Bmik ftr dji* lidkritfllgi* Intern***, dft* er id* 

•luff «l«r Kr»l« der Kiileriiw*gmb» «ii^r^«g»*l»roi'lit h*t. 

Dif wrtii^[*ild« wwl# Iknid iler ttrtlkniiiktt^t dnr mil Abhaiullnng 26 

iIm KiWiTKdIliMfMKK V«ni^lMil*ii»« iH^Innt nnd wit Abhaiidlwitg 216 «chli*Bt, unifnSt mit 
$& dit Wmiyiltw IlSti-.-lHW. fmMM w*r 1121 niMsh P«tw*b»irg p- 

tot 1141 iiii*}i »««b al»*qEwil»itoll iiml 1166 ttimli Itotortbnrg tttrflrkpkebrt, K» 
hwidrit «lfb «1«« in Hiutda nni itoii •wton l*«tor«biiipr nnd fiwit d«n giuisten Her- 

liner Attfeiitbiilt. Von d«i 2« AbhwiUmipii iind nber nil* bto wif drei, Miim!i.‘b di« Ab 
liwidlinipii l«A IA2 ««il IIA, 1» Am Itonkwbriftnii der Itotowburpr Akintwiito erwldewen, 
,md i!w« 7 in den Ittoton «-l4 d«r Commiiitnril (113H 1151) imd 16 In den ItSndeii 
l- l. d..r Nnvi fnmmeiitftrll (1760-1164). •) Atigwiiiben ir«« der Pimm Abliwidlung IfiH 
Ptmigtirm vmm dto mmhimikmkmi *ind »lto AbhaMdUmgei* de» wrltopnden 

1) kto tot nWit nbiMi BnduntttBf, 4*maf »ii Mhton, d«# d« \m%U Hand dw alien t'ornwen- 
inrii eiii .Isbr ii»«lt d»iii «m*«i lto«d« Amt n»tt«a IwrattHgegalwn wnrdw. In diniwiii erdwi Bande 
4*tf mmn iWi* l«Bad«t *lch dto Abhnodlaiif 184, to jwiwin b*i*toii der nlUa dto AlilmniUung 164. 

Inwiii die AnBwrkmif p. XX. 
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' V '• ‘ *f!^' 't^''''^l/ '1 *‘k 


Ji *%,4fO-i< 




Baiides auci in to btotei, ir«di«rtf«U« «•«««-". - «’ • ' 

Umkeln Bulbes, dan Brftdim P. E «ad E fww. IwmMW*-'** — ■■»'* »'• ■. 

Abhandlung 158 gebSrt aber ihram HMptiiAilto meh m d«». •*. I-. f « * * .> ‘ ,. ,. 
mmeromm beifit, imd stebt im engib® ZmmamAmi^ aUl Am .U.5 m s; ' - ■, 

Be parMone mmeromm und 894 De formrn mmmnrn m p.trk.4 um .«*. .r. 
specie daias. ■ Da diese bddea in tUe Swffilnaf Am Rrtilw m f, 

so ist nicbt recbt zu yerstehai, waram dl« Al^nAnm JW <l«Mli .^.y ), 

• Bekanntlicb sollten die TOO P, E and M. fWI -mn 

cmifmeHcae nur den Anfeng biWea m tto« 6fwatwtnp ife#*| 4^* AbW»4l«mi»(« lU 
land so erscbienen sie dean aneh iiatw d«B wl^mm fW w«. 4 ,r« 

coUecta. Ebenso ist bekannt, dafi dw VitfnaahMNi aWbi darrbfwWilitS 
und scbliefiliob 1862 mit der Heramf«b« dfer Op&m pmttmn i4» 4«<-)t».jS4 

MiBerfolg aber niuB dankbar snerkutnl wwd«ti| dal ^ •!»* }lft«l«)f I'l «« «iit» 

vicbtige wissenscbaftliobe Mission wfllUt !m 4 St M JUbmAnbs btn4tit«l> t4m<tn 
Zugang zu den unrei^gllehen «ritto«U«Awi i(i%IWni«n n^aiAfi «tii*| i-.«i m 

ermogliobt, dafi die Sebatee, die la «Im idlM| iMl to J*lw 

niedergelegt sind, (Jemfflagut der MittmMMkMr ir«dm iMoetait. Ki mi 4«lt«t gmimiM, 
diese wicbtige Veraffentliebung atwh elim gtamm m und in iWi#|n*^ 

zu der neuen Ausgabe zu setzen. 

Aucb in den Gommmi. wiilm.’) M it OtAmt^ nlMf nicbi 

Mot den DmekjntaM, obwoU dieie doeh lb <lh •n.MW, «»nk,> M.n im 

SihilnlioMdnten. Die Hednktliinikouiili* im Inl—imh hil nbw akkl •« ikn ■•■4. 

nnng naok a« Dmlaelra ft, grtnto «( TO lM«Wk ^ 

d« piraen inegabe, .ondea « hnt inak w tn nSn , W >d« AUNwIhox 4). Ihi n- 
ko.^ Nnnnna de. E»BTn6»«„,:x V««d*ni» d> MIm4. 11^1.,. »*. 4„ 

aek ^ wa« ,on, Wgrfog, ,„a,. ^ ammtmmm Wk «».k„ mi 

wnlBb, Wv nrWa nu W u»l «» idl« V to i S ii I ii ^ , m. im « *. 1 . 1 . 

•*— «, TOdnn a P. H „ * r.„, , i. 

2) Oenaneres MartUxa: fladet roan »i Jpm ITtotoJ a... > , 

Eom, LmiTMmr Etrim C^wa mnk “ ** 

Mt« d» Cmmarnm, ll,^.^|i^ SttH ’uiil " T '* ' 

bob in dem Buohe von P STAnifSf ,,„j w n ' ^ MXXt tJitll, 

P. P. ro. A’di.s Zeht Z2slt T ^ 

Biblioth. Mathem. 8„ 1907/8, ^33. ^) 1^*# 

3) So mfige in Zukunlt die Sammluntf Amp . 


VOUWORT I>B8 HKHAlWtiKIlKHH 


IX 


h.*t r. ritulirh .l»mi abgi«f.hMi, inmth^h «sh«« llamift. ,li.- KM.:KTUuMKf„K Num.^riwtn.K 

iiw’li .iuri’h rini. wi« inimer »w »ui>h gwlm-hl w..nt.ni kiUmh, m iturH.kr.-tm-n. 

In 4.-n (ammmt, arUkm. siacl ,lb rI« Sumnmtm <iU<trMkmiim {...-/..n.-biHcn InhultH- 
.i!hir«r},t.-it Hirlit mitabgwlnickt. Nun kiuin man jn frwtirh jih,.,- dm W»*rt dmm Htmnmmm 
Manning wain; ta dea rodutim KSlIna ahar gi.h..ii ma ,lnch ra«i>lu. und liin- 
„nrh..n4.‘ Aimkiiiift (iW den InhiUt der b»trefrwidi.n Ahluindluugan und H'mnmn Hich <la- 
.lnT.di im *dlg..midm.n idi eehr afltaUoh. Der fMiklmutfilmi fiir (Ik Eitkmmgtilw^) Imt 
dmn mwk Hire Aiifnalnae auedrOektieh gefonlert. Cbrigens hhden diiwe Himimariwi ge 
b'Meiitlkh gnu* aierkwflrdiire Oberramdimigea, wie st. tt. das s-.ii der Aldiandlung 270, das 
nli'hl widd ill eiaer ISuteraiMgabe fehlen dflrfle. 

In eJaein Hrlefe wi C. tl. .1. JAttiiiK nm 8,/20. Nuv. Idtl iniudit P. H. 1 'V«k') 
vemehiwiene Mltteiliiiigen flber die Eiiiriehtung der uuter der Presse liefindlieheii dmmpHt 
nrtikm, wad »»0 dabeJj „Im Text hiibeii wlr nits mit Uinweismigen auf fnihm- Atdiandhmgeu 
Wgnflgeii i«a»iwi, die atieh •ibim geimg koetefeii, well KlU.Kit siidi sell.st imriier niir 

H»eh d«a tledttiditaie, iii» gennii rdtiert" !lii-rKu iet fidgeitdes zn mgim. Deit Aldiaudliuigeu, 
die den wirllegeiideii Ikiid mUeji, eind in den Cmnmrnt. nrUhm. atle« in allem I IS KulSnoten 
Iwigenigt, die nleht eiiniml eftmtliidi ids eigenlH.die ilinweiHiingeii aiif frilliere Arbnlten 
Kfl.aas geiten kiinnen IbiB sit s|.Hrlielie Nnlivseii alter gair/. wild ppr iiieht iiusreiehen, urn 
den '/iisiMintiffiihttiig swisebeii den einiteinen Abluintlltingew erkemien ■/,» tassen, sieigt 8eh(,tj 



wJbwkeit »krf.*) 

iliaweiswngen nwf ArWtea aadarer Aiiliireii eatlialtea db» Aiimerkuiigeii der Cammmi. 
tmtkm mr keine, Aber aiieb mdcbe siad In dem fiir dk Ktdmmffdhvmgmphm 

1 1 J»br«tb*r. d. I>«nti«hea M»th*m.>V«rAln. I*, IMIft, 7,weij» Aid., |t, {H, 

2) Hi#b« I*, ftriifaw. mi W. Aiiasaa, JOtr Mefmelmd etr., j». 4«. 

3) Dtftel fieign*!* Riylaxoii^ iudM lab fitadfeai diessr wad (iJmliebeii Aafgabeii »«»!» uiieli 
iw Vitr*«*rt RiM'litttiiig m Irafea getaebt. 

KeiMi U|i«m eiaaift la t,’«No»ai*Bl»tiftniNi sriHimetleiui It 





^ VOBWOKT m 

" ^ .■ lMwnmw«igf»if*»». «*«> 

iiad mit Recht. So gibfc es, um nor || f^RMJkr = 4 

Abhandlungen Bijlebs, in dcnen n i 

kam olme weiteres s^, ;^«tb«or*ttt« •«»»•>» v . ■ • „ 

den Arbeiten dieser bei en gr MM W *i>i» «*•*» *■*’**•*'' ■ • * .f ■ ' - « 

a.swi», .rfdi. .» „ 

wert sie auct erBoMnan. ***,.. ,^ kofc Bil •'*- 

™r o^jiTiz besonderen Anfeabe .. . 


'fmm 


a. Buim BjMdl m»U»IIW»i. JUt »i-.. !- » . 

tob». Di. ixWl 8-““ tt, .. l.«a,k.B.ku,„. ....„,, .k, 

eaben, die Etjleb zur Tenttgang UWi ..in 

mit ienen niobt ttberall Qboretaslimro®. Ol rt«r •• ^wi « *»• 

' , •,, 1 T..M. ittilk fykidkl •!» *#■•»#>**» W.-UlBrSv t 

diese doppelte Belmdlung im Um Mi mmm% mm* 

" . , , U Mifftl Zlll^ A*> *kh *«f Ib* ilife*' **« 

Redaktionsplane entsprechaid fttbren wtt Ji «»ea 

bezieben, zngleich in die neue An^pAi flb». 
im Yordergrunde eteben mi toer dm brnmAm 

so werden dock in den Abbminnptt *• .««.i4-i.» e '<»•. .*^.1 tmh 

andere Mbtbematiker, teile wit Hs««, Wb mdl ■» *, It m 

mi 431) emlhni^ wie BaoiCT, immm, SPlWtt^ ftlfcllKW*, Ullllii. H »i i.f, llrN.i.i-», 

Sauvbue, ScHoom, Stot% Yiwm, Woi# «.•, d«i*« 

XJntersucbimgen zusammenblngwi mi mMl§ |wm^l m4 
mnBten — denn luLEE hat nidit m iW idH Mim iiiifl b*Md* A ««*>««• mi 

naob dew GecBlobtnis, nie «mm ilM*. Wi Id fmMT md |ii«»m**'f *« nN^rl 

bier .keine gescbeut iiwl kdm AwmlWf «!*«■ fwsj^art •«, 

die ' Stellting and die Bdeuiang »kr ^UMBlHi tiii(l|^taig*« m 4## 4«f 

Zablentbeorie berrortretea za 

Zio. 'diesen bistorisefien Htttizen fiidlllA dd mdwi mieii v*i R«4.f»(l 

Briefvrecbsel, der in der driltoi %il MMt «nlL tm 

bandelte es dob dabd nw Kriefe, li Itf CmtmfmnAme* mmlAi $« pm 

P. E. Foss, St-rebTKlwwrg IfS-iil, w&SuMM dd| •!«>«» 
in dew nocb imverrilK-ntlidikii wixtwltal WA«vi<*., l«w 

licbe Akademie der VVimwkaRen tft bt. ft t w^lutug ' 4tMi 

und dankenswertor Wcise zar Vwfllgui^ lA IIi i 1^. 

noeb dadnroh von licsonderer Wleitti|^. dd tr fci dd«t As* 4m 

betreffenden Arboitcn pnauw »» Miiwmi whiH md iMnli*# A-.^sf.- aM 

gibt aber Erscheinungwi, di# ftwit iciiW WdidKdi # ft 

p. 620 und .530j. 
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VtlKWORT Ilia Iir.nAlIHfSKHKHS 

vt»» jwinn Briefl'ii konatett nuoh m.rit wt*itt*n! MHimskriuftt a»*r lVk‘r«hurg«»r 
A{.«4»«ii*' rilr 4f« viirlbfBwdlen liwid verwendet ww.icn. ManuMkriitti', uiit(*r dt‘iira 

s*ji'h n'tt’k awi'i Inshfr titiv«ir3ffMiUicht« Biimmarimt (zu i!i>n Ablmmthiiigt*n 2(1 unti 21t) bt*- 
lindi'H, Imivn imi BMleti VarbwierangBii «iid Krgiluzimgnin d«'r gwlrucktwi T«xip er- 

Hb'igHidit. Ibi iiWr ttU»* Anct«nuij|«n diwer Art dun-h biwmmbw AimH'rktuigcii gckt'unmfhju't 
Kind, 8I» kmm iuh danwif rwrsdohten, ttie ht«r **»««*!» imnihaft zii 

7m di’ij IVlPMlmrgw Ikiidiwhriftw gwliflrpn »ncb di« Id Nuti/.b«thi*r K('i,Kii«‘), <\m 
nit’b iik'r div Jaljri* bi* Ilirf, also fast (lb«r nwiit^ ganzti Irfda^nazint, <T8trf*<'k<‘n und 
vwii bi»l«Br luir dl» drul bbstoii (an» d«n .lidirBti 17C.I bin IiH.1) utiii-r ditm Niwiifn 

J»Aw«riii bnkwint wwii. Anszllgw {Fmffmmin) diiraiis nind in ilon (iptm 

inmtMum ¥BrAff»iiUiplit. & vartbaht iieh von «#lb»t, dalS iiicht mir fliBstf* Athwmrm, «t.n- 
ditrn tibt>rliitu|it at!# NoUsbfloiwr damiifliiti untBr*ncbt wjsrdBii juils«Bii, w»h davoti (lt*r Anf> 
Httbm# !« dl» KulBmiiiptbii w«rt oriichnint. Hja-zltdl «riltim«'tiHidiB Notizfii wttnlBn im 
ttando I A iinl4*rgt‘br»obt werdun. 

Clin* *nAn^»«wi»la« und nur an ganz iMwiiiidorii wicbtigoii HIbUbii i«t in dvn Anmur 
knngpn d»a v«jrlii*gi*«dttn B«nd«'» atn’li nuf apUtBrn Aubtrini Jlvzng gfiitmininn w«rdt«n. Ab> 
von Vi'rfanapm biatnrim'bi'r Arbidli'ii IniiuU'li vn aitdi didn't im wi'Acnilk'bpti tint 
lai)«Al«i»K, duMnn t’nU'r*i«i’liting»'« midirrm-li da , w«t I'JunaK «idb»t wkliirt, uiit 

d«« llnweiiiin iiirbt ztiaiandi) gukiniimi'ii zti mdii, ttnd itm dA(‘«»iii. K» iiit abi'r widtl atmi- 
ti«tnni*n, da# aurh din niitfiutgrididin AitMiorkung ji, iid, dif diT Httdln gdi, wo bid EuIiKR 
Klim wfiton Main olim W linihn auftrUl, d''in la'Si'r iilcbl tinwiUkoiiHnnii ««!« werdw. Obrigflu* 
ift im Art, Hi di»« ii«tlaktioiiKidanB« auMilriit'kliidi daratif IdiigrwioAi'ii, did! KtullAii vtm itdohiim 
Itwig** niiilit iiiit BtllinBitwtdgBR diwrgangBii wordon »idlnii. 

Wirhtlgw ala UBluhhiilligkBit an blitorii»sh»ii MoUzeii l»t Korrokthoit eln«r Atii- 
gab#, ilamil kobr# leli widbr an don (hmmmi, nrUkm. xiirflck, ab»r teldor anch an olner 
«w>ffr«iil!rh»ii ibiBhB. In d»m nohnn (srwibntwn Brli'fo vim Fiwa an .Iacow Imiflt mt ^Midn 
llrndw itnbt mir twiilieh bai, und di» Aiiagalm win! ainhl atir aaubor nnd witrdig, swidwi 
aw#h korrokl.** IH# tCi>rr#ktlt#it miiS tiigoAtaadwi wnrdtm, itliw iiur in dom Binno, d»lt iia 
wimwntUvlwn dim HkliUii prltMs»|ii wortpiroM, iim nirtit »« mgm abgi'iirtmkt 

wiirdff, Wr>r ind»iiwn Innlonk^ win viol, win onorat vM KkI/KM jtrotlnwVrfc bat imd wi« rmwb 
tr dalinr j>rf*dtt«i«*rt hatmn inn#, wird m niir aliaii bapaiiliith fladwt, da# aivtt bid dor lift- 
daktiuii dbw luiJilloMn ArWtiiii {‘lilcihUgkBiiafBhliir dor voraiddodi'iiaton Art fast mlt Not* 
arndigkpil baWii flniiHWnlflhwj mn«a«». l)«r iWitte KHI.KIW tut das kninon Kintmif, tibor 
mt fIof«i»«g»bw ift d«i»r(^B« nteht d#r Verpftiohlnng wttholnm, dio I'Vldor zii vwbfssurn, 

i| Jj. Rawttadia, BvrM m (to tttr Hrhm'kmm'hm tMtuf’fntmlimlm 

HfttUptmfl (tkff »#» iCetMmtMM Mamnub'ipit JMerAttr^er Akuikmk, dabrcsboi*. d. Dent- 
itthpa V»r»i«. ti, 1913, iwait# Abi, «. IWI. 

b* 




VOBWOBT m 

XII 

, wrfB d** M«* r**’’^*^ 

imd dies um BO wefliger, a s w * „ , 4 ,,, 

vou Eur^B 

legimg eutstaadea smd.‘) ii«5f Mri#l»w V^iAU^ " 

dieser Porderung Genttge gees DradifrWw l*» h*mh tn* tut -.1= i. Iv*. 

A • •v.oic tv,pnrfttiaoPe Pelilw, Rech«aleM«, llra«»»M»r w* » 

Ongmals, the ,, 1 di« PWB W dim ..t,,.- 

d„ gr..« , aie Tk jn. .V. .... 

,„se^d.n B»d» .it. Mk. ™. BAf« •“' T'-'”' ;;; .'”■.■'••• *■ 

die vielea SteUea miMhlen woUte, »» ««M* «« • 

Erwahauag der Ommmi. arithm. korriftart W>** 

Ich hoffe, daS aicht aur ite 9mA 

als konekt ia’eiaem h 5 h«n Blaae hikaim wwd*. IWttf ,|i« 

tang uaseree Aibeitspkaea etnip GumiUe kW-i. Ikm BkM ««f 4i. 

geher hergestellte Drackrorkg® w md MAkim IwaliolW*^ ** ••*•***» ?•»!-*• 

Bogea Hiiadeflteus drd, oft aber ?t« «ia iweh «*r Urnnkirntm m.i i-l* Mmm 

Korrekturea wild aioht a«r w» town«bMi tmkm iwri. *m 4-f .lt*i 

imd aufierdem aooh Toa eteeni FllUlli«im Hf 4to Htmm II.. 

maaistea fte die fcaazSstiotea Teste iNi»ni 0» BeWi^ W dm 

die au:^ewaadte Mflht wird skh h^wWek teliMBt 


Weadea vir aas aim m einrr luiwsi SlNii^i Mw Aw kAwll 4*i fH Afckw»4l*i*iii»te 
des Torliegeaden Baades. 

G-ld^ die emte ihlmdluRf M, Ite AbUS 17St, aliw 4»$ I'wtetvlwfiwr 

Akadeiaie rorgel^ hai^ Mt dea HiiiiMr i^fmM md ctfiHwl kmt U»f«s« ••Hi wto-lMiite 

PerspriWiTen.' Das Wiiditipto tto iM di WMerifpWf 4m utt* 

Zahlea tterlona 2’”+ 1 «eiea Prlia«M«. Hi dnwfe itewi, 4*r flM w - «J. i ifeWm 
ist, hatte sick Emm anf Aaregtinf fwi mhm «bW Ii1 », **m> tm$* 

T«rgeblidi, ksehSfligt. Erit al* w wM AA «• Mteli I- 1 ^ 1 # #M mkiM 


1 ) Siehe Merttkr dea Aiwxug aw EtiMW Illid m 4m iHW%w <i*i*%m* 4** 

Akademie 6. P. MiitifcBR vom S7. .lali I7ii, iit 6« SiWifSAw li kI-s*! 1, 

Leipzig 1913, p. 2U) mitt«lt, 

2) Siehe die Briefe 2-.8 h (V ri^Wiiiiiw wmk # Ai. mm f II I'*-**, 

hoarg 1843, 1. 1, p. 8—34. 
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'TOBWOBT D18 HKHAUSOKHRIW 


iirirn iH,r iHirborett vnn iht Form kutuu-ii. wan ullmlingt. .-rst 

in .ill \l»ii»n«ihing 134 b(«wi«ai>n wird, kdiintp i-r sii-h sin (li»> Priit'imjf ilcr Ztilil 
^ l liemiwiignn uml imn fimd n mit vt‘rha!l«UMJa»l% gwinifiT Mdlit', 

nil durrli t*4{ trilbar iat.’) Der Ht^at der Alilitutdluii}; bcsi'liiif'Hg'l Kji-li nut Bt'iHjtich'ii 
IViibarkail tiiH VMn der Form S'*- I imd a.Hlmm, frw!it4j t.lina n,'WMH, init a«i«i 
F>;UM Urti*ii»:>,* Hat«« ton der Tuilbmkdt der Zahlen «»"*-. 1, den Kiu.bh mu-li in dex Form 
ea ael aieta d«rch p teillmr.*) Die HliDe, .lie »x. wiederiim olnm 

llrweia, aeigen, daS er aeboo fianmla im von wi'sentliidiitn V*er»illgt*tat‘iui‘- 

roiiKiXi dieaw F».ttMAiwniSH Batiuia war, VeraUgemeiimninKen, die ihren Altaehhdi indlic-h 
txat tie! in dem berOlimten Hatite famleii, den wir jet/.t in dix Form 0‘^^Kj I (miwI.A) 

aeljreibea nad «ler in der Abhaiullimg bewieaen iat 

III der folgwadeu AWiandlnug 2U tom .laltris 1738 wendet »if.h Kui.kk m <ltx DJamig 
Dlol*lia»rriii*iigR Froblnme, inibeaotidere %n der AiifliJaiuig «Ux (ilidehtiug 

o** +• ftj! + C — f* 


In gnniti«ii Zalilen. Kr wdgt, »!afl, wenn man eiim D’laung keunfc, Ideraua mil IDUfe der 
Dlelnlmiig fl/i* + ! — (/* imimdUeh viele Idianngtm gefundmi wtxden ktinmm uud dalS dteae 
diirrli ein« Bltifarhe iliikuralouafitniud miteimuijdtir vorlmnden aind. In einer Talmlln fdgt, er 
Wr alle ididitiinatiratiarhim Zidtleit o *«■ 3, . , . ttH ilie klwaakm lAimgen dieaer FksmatsCJHMN 
lileWinag it§^ + 1— 1 |* Idiusii, von der wir heute wiiaen, daB ale von Eulkk nur iirtfim- 
Uoher Wela* mil dem Namen PkI 4. In Verbindnng gebracht worden iat. Am Bebluaae der 
Abiiaiiditiiig wird geamigl, wle mim mlt Hlllfe dleaer Unteranebungen alle Trigoaalmhlea 
wild anderw l*td|foiial*idde« linden kaaii, die angWoh Quadrate alud. 

Mit dir Abhandluiig ii lat auft wtigato die Abhiiadlttii^ 270 ana dem Jalire 1768 
verbttiid««, die den doitlntt don itaudea bildet. Awoh hiar handelt ea alch nm die (ilelohung 
+ ab«r luwei* g«hi jetot weaeatlieh liber die frUbereu Unterauebimgen biaans, 
Itident er «ii d«tt itekurtionaformeln, die Wr die iakttiigen gelten, auf Qrimd der 'rbeorie der 
reknrrenten {{eiben niid der Pwtiatbrmdmerlegung, win er aitt in d«x MmMm (1718) enl- 
airkell balte, aimb die Daralellitng in independenter Form idoienfllgt. AuafiUirliitlter aerden 


I) l»aS tatabblieh anf diMum Wage dan Fkk«at«mhk!ii Hat/. wid«<r!egt Imt, aagt er 

selWt III § Il'i .|«r Abbandlung 134. Ir war alao 1733 im Uiwitw tiiiM Htitees v»»i den 

Dttiimreii der Zalibii 3*" 4-1. lib er aneh dataaia scbmi einwii ISnweis dtiHJr inittn, gelit tlammi 
nUit liertwr Kr land den lleweia aber spftteateua 1743, wie aieli an» tdtwm Hriefe an (ionic 
aii’Si ergsbl (aiebe die Ammwkttng B p. XVil). 

3f Vun den 11 Zalilen, di« Kia.aw bei diaaein Aide# ala t'ollkmimmi be/«ieb(»ef, aind mwb 
Cl, KiKwiaoM (AVutyrl, d, mt, m&th^ t, I, vol. 3, faae. I, p. Mt) die ’/wid lekleu («•■«* 41 und » -> 47) 

4 a 


I 


VOBWORT DBS 


X IT 

, f . wdl iieb wf 

Bodaam die Formek «aj Blr y ^ *'« 

fiiken lassen. Bei der Untersuchuag. Taklm d»b«» mr r *««« « , 

tmirea lassen. wci 4 .r «-bii giph u Mud « in «kt IktW 'I.-* 

auf das theoreiaa elegantiSBHBwa geffihrtj ww, " t s t 

aut aas „meoreH»u g igl. KmmAut^m «*»4 f.,5 

ZftUen befinden, auob ihr Ibfodukt f>f oantt ininw , , ... 

n Vtii irtt mWrlb’b 4#ll A-a* J.‘« •♦'■wi, 

den den SobluS der Abhandkng. E«I^ *<>«»»» s»mrmn wto , .... 

aen uen oomu U»L «»li»n *!!»« ia*«^sn I 


J A Yin fill* mit. Ruobt eilie so 



1) Siehe hierzu die Bemerkungea ?on 0. El<iMtR0M« BiWIallfc Malbaw. 
p. 331 nnd 339. 

2) EtrLER hat bekanatlieh aanh die llnmngiietiktii Atf DW#liH#g ** 

Siehe die Anmerkang p. XXXiU. 






gewesen ■war. , ,, , 

u d.r mmi\mg ae, a«. BxklMU*«W»m M .»J 

to .eta.to V«a,y»,-. (..*1. M) to Pn.aWJ,r. I.*- ' 

.i. tot to w.W vtol Whto Drium. - ».l *..»« ai- “"J'”' ■'" 

daroh g.g.be.e Zrito dWdtort gagato llto ..rlhkl-w.. K, .......kail '.»• 

eto&cke Kagd fflr .*.i «nd »igl »to». «l. to J.r k.ll ..to WtaU^ ..to 

Dmsoraa to»rf mOoktalreu Ml, rortoiagatok to dfa .kallak. ol-rlto..|.l l.tolw !• ■ ) 
Die folgonde Abhiindleng M, die eoe to Jehn. IJikl etomt. elm ...1 l!»l <« 
SgtolBobt ««td., bttogl dee enlen Bewele fttoiai Hr to kVM»Wi.»» toe «.« to 
Teilbeikeit dei Ztoe ojer, irie Kuutu ««eb legS to toto ee-a d»«l> to 

Primzahl p. Ber Beweis stClM ideh mt Am Wno»l*tlii9i i«l» mA 4k Eigwuiwlmlkii 4#f 
BmomialkoefflEientei, M also etgwftUieh nlclit iiWwiIbwwUsehiir Halur. W# WlAliiltill 
des Fbrmatschbn Safcises Mt M Tentebwi, 4*S 1 ki.ki t^Wi to 4i»ii 194 

nnd 262, nooh zwei weltere Beweiw btapWffc iMrt, Wi •■ lb» 4nttii fRtottit to ite Ab- 
handltmg 271 den scihoa erwibnten f«»IJpia#to«rtoii FwiMAliCliili Jbite pw* I 
zn begrtinden. DaB Eulbs yon dew Am FiiilAm’iiKi kidiii 

Kenntnis haben konnte, betef kanni d« Ewlhnoaf. 

Im Zdoben fKaMAiS stebt aucb dto iw Jito* I1W firtdlto 0(ii to 4«f 

zmn ersten Male bel luLBK dn spwWkr ftAl 4*1 m^naanbrn pnlMi l%«i»AWMMiii MrtNB 
anftritt, des Satzes yon der Bnmaglklikt'i^ il« ttWAtt»f P+f***®* 4ii«A |pii» 

Zablen zn befriedipn. Ks haadelt sieb bi«r ni« itaJ l^r itoWB Fill lirti* towitol 

1676 Fateom de Bessy deu Bewel* gefflhirti M to pitiwH 9kbl«ti wdtar 41* iiiw»i »«4i 
die Differenz zweier Biqnadratu ela Quadrat MflM Imo, wtWfcB* 4«#ll f«» ••Ibil tolftt ^ 
solcke Ansdraoke aneh kein Biquadrai seto kBanew. t>l* Abbandiiu^ *m FiiAlilMl«lt lit war 
eine weitere Anefthrung einer der berOhinten Aatoirknapw, FltHAf M 4«« li*»4 utto** 
yon Bachets Auspte der AritkmuUk OwwiAifi fuaebrtolxtt b*l ««4 dto 


\«ii» H. Kkum at in di>r Toulomer Ausgabe Dioi’IIANTS vom Jalir« Ui70 abgo- 

driH-kl w«r>ii*» Biiul Hi® spUdoti bei Kulbr und dalier auch iu iiuserem Biuuiu eities grofie 
!ii» vorlii*g»*inl«tH Ftttbi hujadtdt ea aioh um die Iteidbomerkimg, (U« Fkumat tui dou 
KitiitiMi’iiHir volt Ba«‘«kt stur lefcstea Aufgabe dea aechateii HucIiub a»gt'sc;bI«HBtin bat tmtl 
wmiavb diif Fbklw eiiu-a m'btwinklifett Drdeoka, desaeii Seifcen rationala Zablea aiiid, keiiia 
i|tttu!rat!snbi atdtt kdano; htttmua ergobeu aiob daan lelciit jene Hike fiber die Bumme und 
die titffereuif! zweiw Bbiuwlrate. Der toq 1‘jRiNiOLi geftlbrto Beweia folgt geiiau don An- 
dMuttiiigi*«, die Fkkmat aeiner Ikadbemerkung hinzugeftlgt hat, uad er atilkt sieii iuBbesoii- 
«l*»» awf die «tdu»n im MifcWalter bekaante and beaatzte Methode‘), die Fkumat Methode 
der itnbegremskn Abadirn® *— la dmmte mfinie oa ind^fink — aennt. Dieser aelbea 
Metbodo bedleiit aiob nua aucii Buleb, am Beiaeraeits (Be UnmSglicbkeit der (Heicbung 
*» beweiaw, aber ohne yon dm* geomeiriaohen Einklaidung dea Satzes Oebraiieb 
io nmehon. I» Friazip bit dalier der Eulbesohb Beweia nicht weaentliob verscbiedan von 
dew, den f«ANICLE gegeben hat Daftlr ftlgt aber EctiBit nooh eine Iteihe verwandter 
Btttze binzu, die sioh bei FbIikioIiE aioht fiadea, iadem er zunlobat von einer groliea Zabl 
vonPormeln, die aieh ana Biquadraten zuBammenaetzen, wie z. B. ma*±,m^h\ 2ma*‘±,2m*¥‘ 
u. a., zeigt, dab aie nicht Quadrate aein kbimen. Daran achliefit aich der Beweia dea von 
PKUJiA'r I'bf.nlalla iu einer Itandbemerkung auagesprochenen Satzes, dab keine Trigonalzabl 
auber 1 ein Biquadrat aei, aowie dea Satzes, dab auber 8 keia Kubus um die Eiaheit ver- 
mehrt zu eiaozn Quadrat gemacht werdea kbane. 

Die Abhaadiuag 98 iat (Be erate, in der die Methode der imbegrenzten Abaahme bei 
Eulek auftritt Fbbmat aelbat hatte auf diese Art d«r Beweisfahxung gioBe Hoftiungeu 
geaetzt und wunderbare Fortachritte in der Arithmetik (sniroa in Arithmetiois progresaus) 
von ihr erwartet Dieae Hoifiiuagen aiad auoh nicht gekuscht wordea, dean gerade Eulee 
hat sioh der Febmatsoiien Methode bei dner Beihe von Beweisftlhnmgen mit beatem Er- 
folge bedieat^ wie auch (Be Abhandlungen 298 (§ 22), 266 (§ 42), 272 (§ 29) diesea Bandea 
zelgen. Wir kommmat darauf zurbcL 

Mit dier klMaea Abhaadiuag 100, die 1747 in dea Nova acta eruditorum ersohien, 
betritt Ewlbb ein ganz anderea Qebiet der Zahleatheorie, nlmlioh die Theorie der Diviaoren- 
annunan, zu der in dioatuu Baade auch aooh die Abhandlungen 162, 176, 246, 244 gehbren. 
SpadeM die Abhandlungen 100 und 162 gelten der Theorie der befreundeten Zahlon. Die 
orate, nur droi Heiten unifassende Abhandlung 100 besteht, abgesehen von einigea liistorischen 
Bemerkungen fiber Descaktes und Schooten, im wesenthehen aus einer Tahelle von 30 
Piwren befreundeter Zahlea, voa deaen si(di fireiHoh ^es als unriohtig erwiesen hat Vor 

1) 8Wie hierzu die Bemerkungea von Cl. En»$te6m, Biblioth, Mathem. 14,, 1913/4, 
p. 347. 
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VOBWOOT D18 HlKAOBflKHEJls^ 


Euler waxen nnr drd dieser Pam b«kaa»t gpwiwMi. Uk AbhaiidUnii,* 4«« i in 

den OpmciOa varii rerSfentiidit, abr TOriimtUeh vnr 1*41 unr.ii.^s, im ,«,t 

77 Seiten die umfen^eicligte dea jpanmi ¥orliegi«ijdi*H Bmidw. ?»»♦•!» «lrn t^rilrw «»Nn4U*f?rfj 
den Satzen fiber die DiTigormsumaaen atelll Eulbr bijw grnfii* TaWlb mti, in 4«t n-t fUi 
alle Primzablen « < 1000 die Divi8oreu8unin»*n Jm, /«* iitwi J> uMigibi, »»«4 /ww ii 
Primfaktoren ausgedrflekt; ffir die kletnerea Primmiii^ii in« »« *»r n»rlt 

bfiher. Bei der HersWinng dieser Tabelle bat Eiilkk eiiw ttjlwdiwga ijuign $» 
reichende Vorarbeit ron Walu 8») bemitei Pllr db Anflimliiwg Mdri, $m 


ex nun einen gemeinsamen Diriaor a vomui u»d entwii^kwH in faiif Pitd.lwnwi 
Metboden, befxeundete Zalilen am wad an m gewinnwi, wnliPi iirfi dim fiinfln. bid 4wii fik 
gegebme Eormen von m und n naeb elnem paggend.*!! IVllnr « gnfVggt wird, al* 1»rgM«drr< 
exgiebig erweist Zum Scblngge gibfc Bulrk eiae Tabelb r«a I}} P«ir«*ii b«fr*<»»n4rli'r 
Zahlen, von denen 41 in der Abhanditmg golbal gownnneij wordati »iwd, wibr«*wl »li»* 
anderen 20 ohne weitere Begrflndung mitgetellt wordea. Vor diMen «| !»«««, gi„d 


zwei vexbesgexunggbedflxfMg and eineg M alg verfebit au gtr*ld«. .«««,. «n« 

auob die Paaxe dex Abhmdlung 100, init Attsaabme von awiden, entbaltm und «o »i 
sick, dafi luLBR alles in allem genau 62 Faare befmimfeter Zjildnn olco *u 

dreien, die vox ibm bekannfc waxen, 69 aeue hlnzagefligt hat. 

Da Bespreebung der bereiti genaimten Abhandlungen i?6, 243, 244 bM»«r g|dltor 
ex 0 , ge aagen wix zn der AbbMidlnng 184 aug dem Jahre 1747, di« ttw go h«»iwk«i* 
wertex xelv ale Euler znm exgten Male die Theode der Ee.H ii»abe.0Rdm der .jn- 

zw^ift ° ^ ^ w ^ Girolet geleiitet hat Die AbhaBdlunf adl eiaem 

zw^ten Beweiee dee Perma« Satzea. Wie der firtihere (AbhandlRRg 64) 6«l»t a«Mi 

! ^ I 8atze; n«r bat «■ to Qegwwato. an rtnw atefar 

Obei^opt W Dm.or» <Um» F™, b»ita k».». IM „|b,t 

Aaob >»“S« '■•k*”'* »»a Irt UM>t 

Mb W a +b „oht einml Telia di»a Art eellUlli 


•"•mbrlieha beri^UA Hie.,. Klblietb 
Md “klieth. 


n f ^ ofAWm. London (in der 

Oxford) 1G85, Additional Treatise IV, p. 140—144. ^ 


Matham.lf„ 1913/8, p. 172, 

pJ04 gtaht irrtttiHlhdi 



VOEWORT DIS HIRAUSGEBBEB 


ftlr diesea wiohfcigea Bate war doc*.h bi«h«r iiinht fadcannt 
an liotiKiiVAr* (siehe die Anaaerk 


iw iii. aiMT tnn Hewiw 
wMm ain li Fkkmat in winen. hwilhinten Briefo 
l«d»»n|»Uit liatte, tdiina ii»U-hea gwfundea ssa habea. 

Niiphd«.m Rnlw f^erngt. hatte, daB alle nageraden Teller von . 
»in*l, »igt,* „r, (IhB dl.‘ tingwaden Teller von a* + b*in 8m + ], 
wild aUgi'wein alle nngeradsa Teller von + in der Foni 
ntflasen,*) At* wkditlge Anweadung ergab sioh ihm dann die I 
Tfiler der Form 1}4« + 1 bositeea kann, and so gelang eg ihi 
die FKiiSlATHfim Itehaiiptung, alle Zahlen 2**" 4-1 sden Primza 

Von biwnderor WiohEgkwt Bind ana die folgenden Theo: 
die Thoorlft der qttadratischen and der hSberen Reste bereite eine g 
Bitzea. Unter Benwteuag der von Eulkr selbst in seiner Abhandl 
ndnologlejelBfc «. B. .las Theorem 11: Ist a (quadratischer) Rest 
BO M « r— 1 durch’^ teilbar,* oder modenier ausgedrackt, t 
Bm Theorem 12 ^bt den entsprechenden Sate filr die kubischen 
das Theorem 18: 1st a^f» (mod. p — »tn+ 1), so ist a^s+1 


1) Es Boheint sogar, daB sobon Dioraairr diesen 
p. 70). WeaigBteas war das die Aasioht Fbemats, der 
Iml Diowaot (V, 12) in diesem Sinne restaurfert hat. 

loh m&ehte nooh daraiif aufmerksam maohen, 
von Baokst entspriobt, die auob W®«'i ' ■ - 

so ist b#i ihm (I, p. 832 ) die Aufg. 12 des fttnften Baches airiafg" 
stftndnisw *u vimaeiden, babe tob in T 
mitgeteilt (siehe die Anmerkmag p. 404), 

2) Die Abbandlung 134 Mtammt aus dem Jahre 1747 und wurde 1748 der 
Akademk vorgelegt; EtioBu batto aber seinen Beweis schon am 8. MSrz 1742 Golds 
wi%«Mlt, Oom^mOanee math, et phifs. I, p. 114. 

d) Diesen Bate batte Eolkb am 15. Oktober 1743 Goldbaoh mitgeteilt, Corrcspt 
^ 7 %«. r, p. 268 . Danaeh ist eine Bemerkuug von G. BnesteSm, Biblioth. Mathem 
p. 308, y.u vewllsttodigen (sirfie auoh die Anmerknuff d. XIED. 


daB die Bezeichnung "V, 12 der Numerierung 
;'ni®iK beibehalten hat. TAuuBay hat anders numeriert und 

j. 9 bezeiohnet. Bm MiBver- 
^n folgenden Anmerkungen allemal beide Numeriemugen 



wt8|trisgtntlit IMIw 


II 


1) Sate M.Mte h ♦»«•» AMi lAMHii M UiiWMWi* n mm 
0orre^?on4mee math. U |»%i, I, |i. 111. 

2) In der Anwwkn»g p. 118 ilii| MbilMi 111?, 

8) Der k d«r AniwetlniBf 'p.ll| mm »lH ^ 

an Biom gaiqhM hat and Sii tlw ter«iti. #mi ArtaryuliMm mmtSmi «*■•-!!.■ 
knUen der Petewburg^r Alwfuwl* «• Antarort writ tAm IbW lnwii* *«« 
leider yerloren gegMgen Us. 
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YOBWOtT 1>W IIEWt*i**tttKi5A 






b„.„ i.i»v«.b. r- ^ : 

g,.l,cn, »« <!.«» ■WltarWl «. TrfltaMI « .- k* -. - 

VVW.r». 4i« a> «.«« *• ' 

tore 1141 Wir bJ-n — 11“ 1^*- ••• ”“<- 

„iAt l„ Jl. Ornmni mm. «» ■ .«« «*i* ■ 

d.r <11. AbhrfuNl to tmUMtmlk «*l *• •>“*“ ■*•“ •*- •"< ■ ■ 

Abtajta*. »ri-. to ton «» to <'«<*“ '■'••';•■ "•• ••'« 

M IbmKr.l.bm to Abbndhll IM tod totW- «• b—W.-..,.*... . » » r 

g.b.«mUratoo,aAdtoHltoIllU«IMto>*<to!>««-v ►-W J.* I'.. 

.lukb. ... j. to M J. **. to. wl toto tofawb. j. W.. . 4 *. 4 

grfatort, «.»««.».« <to mto— »W to. toi.. ... l,...-te.>."— .. 

denm mun Mnhttttgin iii%iw«fhl 9m4m. 
eintar Vari&baln i to Faro to# wmOMm Mm mA 
Eatwiekalnng Jitt» K««1 »IwU»»#m tk IhUIi^Ito AW* 4i*m I 

Sind ma VorbawItoifTO m LAmu^ Am nkAmihmmrnmym A*>mm Am *tAiN* 

Teil der Abhiuidlsnf tmdAmA W. hdm iitoli*A iaiJsii «# «, k A m*, #|«M4i 4li 
Poteiwa n, %*, •*, i* Uttll, «WBl «f Hr i«ii» mk 

Potenwu vm «, in Amm dia Enrtibfartii, «l« mm iltMtini Uakwabmtimimlm brnmuM, 
lageben, mt wtefW wroUriwi AiUi tti «i«iiiillf%Mi ibi|»iiwsl«i » mm mmm^aiikm 
Aimhi von M« i»l# wmAm W«M«, ndbil oto* IW «iN* fll«i«Wwll 4if Ml 
ani^sobloisin, das aadm Mai dtar iigdlMMii «W. Waro MA* I'rolliwii* wmm iWH 
im Jab» 1140 Tc« Am Alodial ftoff HaphA CI«*«-IWU <*• ^ 
gam, wge!^ iro^fc tem Mlit rai iMiiii« M Mm AU|pl#ii ••p# ^ 

mtibntou Bsjdabtingwt siMm Jmmb IMAMImma hi napin ^ 
sodAd dio liiinng dtr mnMm liWM Mb im mMm wvliiiaiiiit mrim Iwn. 

D« BchlnS dw AUiwiaiif 11^ IMBI MNb iAm hmmdm Am 

Attflacoton elner fl-dyit* M Item. IN# aaa dhr irt.#rWW(iHi*jl 4m IWilli' 

' 1 4*1^ 4^11^ ^ *1 j 


VOrtWOET D18 HEEAUSGEBEES 


(!i« iMH'.h luwh in Bjijibren Abiiandiluiigtm Eolees erne wiuhtige Roll.* 82 )ielt, iiiiiigt mit dor 
Pdiiitiu numemitm hiKofi'ni zusiunmen, als die mi ihr reisiproke Rtdfie die Frage beiuitwnrtet, 
auf vvieviel versehiedeiie Arh-n Uberhaupt eine Zaiil in Teile zerlegt werdeu konno. 

Die Abbsuidlitng IfiH ist in zweierlei Hinsicht besoiidorB beaclitenswert. Erstentt winl 
durab sie, von vereinadteii Vomrbeiten abgesehen (siehe die Anmorkungen p. 2t)7 imd 258), 
ilie Delire von der Partitw mmerorum eigenfclicb erst begrflndet. Zweitens aber euthiUt sie, 
vrenigstens bei Eulkh, das erste Beispiel fflr die Benutzung von HalAnutteln der hOberen 
Analysis v,u Kiibleutheorotisohen Untersuohimgen. Welch roiche Prttchte spilterhin der mnthe- 
niatiseben Wissensebaft uus der Verbindnng dieser beiden Disziplinen erwmdisen siiid, braneht 
bier uiebt waiter ausgefflhrt zu werden. 

Eulke hatte die Abhandlung 158 schon am 6. April 1741 der Petersburger Akademie 
vorgelegD g«druekt aber wurde sie erst 1761. Inzwischen war 1748 seine InkoducUo er- 
scbienen, deren 1(>. Kapitel ebenfalls der ParHtio numsforum gewidmet ist. Am 26, Januar 
1750>) legte nun liri.EE der Petersburger Akademie die grofie Abhandlung 191 Be parti- 
ttone nutnerorutn vor, die 176S verSffentlicht wurde. Mit dieser haben wir uns jetzt zu be- 
faasen. Ahnlich wie in der Abhandlung 168, aber direkter, I6st Eulek zunachst die beiden 
ProbUmie, die ihin von Naito^: gestellt worden waren, indem er sich wieder der frtlheren 
I’roduktentwickelungen bedient. Danu aber vollzieht er eine wichtige RedukMon, die aueh 
schon in der IntroducUo auftritt, indem er die beiden Probleme auf ein drittes zuiilckftthrt, 
namlieh auf die Aufgabe, anzugeben, auf wieviel versohiedene Arten irgend eine Zahl n aus 
den Zahlen 1, 2, 8, ... duroh Addition gebildet werden kSnne. Bezeiehnet man diese An- 
zahl mit «W, so gibt zugleich die Zahl (n ~ an, auf wieviel Arten die Z^l n 

in w versohiedene Teile zerlegt werden kann, wShrend (« — »»){”*' sagD wie oft sich n ttber- 
haupt hi m Teile, seien es glMohe oder ungMohe, teilen lafit, Fhr die Herstellung dieser 
Zahlen wW w«den einfache and sehr flbersichtliche Reehnungsvorsohriften entwickelt, die 
lediglich auf fortgesetzter Addition beruhen und gegenflber der IntrooMdo einen nicht un- 
wesentMchen Fortsehiitt bedeuten. 

Nunmehr wendet sich EiiLSiK zu einem vierten Problem, indem er m beliebig grofi werden 
lafli Mit «M bezeiehnet er derngmuEB, wie oft sich n flberhaupt ohne Binschimkung aus 
ganzeu Zahlen zusammensetzeu Mi Diese Aufgabe hatte Ei)i.be am Sohlusse der Abhand- 

l) 8ioho indessen auoh die Anmerkung p. 289, in der die Entstehung der Abhandlung 191 
in das Jahr 1745 verlegt worden isi Die Wahl dieser Zahl 1745 als Beispiel dttrffce wohl kaum 
auf einem Zufall beruhen. Auch bei Euleks Sohne Johajkn ALBaBOiiT stSBt man bei Zahlenbeispielen 
auf das Jalir der Abfassung. Sieho das Exempel in § 5 der Abhandlung Aa (dos EwssTaoMSOHEN 
Verzeichnissos): AtBRmm Emms JBecmtwortimg ^mger ArWmdischen Fragm, Abhandl. der 
Cburfarstl.-baior. Akad. der Wiss. 2, 1764, II, p.3; Leonuardi Emmi Opera omnia, series I, 
vpl. 8. 
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lung 158 gerade noch gestreift. Sie hatte iHn, wie wir gesehen haben, zur Bntwiekelung des 
Produktes (1 — ij;)(l — fl;®)(l — a:®) • • ■ veranlafii, die zu jener ©■-lieihe gefdbrt batte. Die 
Entwickelung des reziproken Produces entbalt in ibren Koeffizienten die Losung der ge- 
stellten Aufgabe. Mebr bietet aucb die Introductio nicbt zu dieser Prage. In der vorliegen- 
den Abbandlung aber entwickelt Eulee eine Reibe wicbtiger Ponneln fdr unter denen 
die Gleicbnng 

wM = (w - 1)H + (w - 2)H - (w - 5)M -(n — 7)M + (« - 12)H + (« — 1B)M _ . . . 

wegen ibrer Verwandtscbaft mit der -S’-Reibe besonders zu erwabnen ist. Aufierdem zeigt er, 
wie man mit Benutzung der scbon berecbneten Zablen z. B# mit Benutzung von zu 
einer stark abgekiirzten Berecbnung der Zablen gelangen kann. 

Wie in der Introductio scbliefit sicb daran die weitere Aufgabe, anzugeln'ii, wie oft sieb 
eine Zabl in ungleicbe Teile zerlegen lasse, und es wird gezeigt, daU dies ebcnso oft mbglich 
ist, als sicb dieselbe Zabl aus nnr ungeraden Zablen, seien es gleicbe oder ungbnelie, zusatii- 
mensetzen laBt. Diese Aufgabe leitet daber zu solcben iiber, bei denen von doii Bummaiideii 
gewisse Qualitaten verlangt warden, z. B. der geometriscben Reibe 1, 2, 4, 8, 16, 82 etc. an- 

zugeboren, wobei wiederum Gleicbbeit der Sunomanden ausgescblossen oder aucb zugehmsen 
warden kann. 

Den ScbluB der Abbandlung bildet endlicb eine groBe Tabelle fllr die Z^len wW, 
die fiir w = 1, . . . 59 und far «« = 1, . . . 20 und w =- oo zusammengestellt ist und die zu- 
gleicb aucb ibre Entstebungsweise erkennen laBt. Die entsprecbende TabeUe der Ink-odudio, 
die nur die fertigen Zablen bietet^ reicbt zwar bis «-=69, aber dafUr aucb nur Ms to — 11, 
oline die Eeihe m = cx) zu eutlialteu. 

Mit der Abbandlung 164, die aus dem Jabre 1747 stammt, aber erst 1761 verBffent- 
bcbt wurde und zwar im letzten Bande der alten Commentarii, kebren wir wieder zu 
einem fraberen Tbema zurbek, das mit der Tbeorie der quadratiscben Reste zusammen- 
bangt. Ibrem Hauptinbalte nacb bestebt diese Abbandlung aus 59 SStzen, die ohne Beweis 
mitgeteilt warden und die sicb ,auf die Divisoren der Zablen von der Porm pa^ + i/b^ be- 
zieben.i) Wie Eelee spater selbst in der Abbandlung 698 sagt, batte er diese Bfitzc griiAten- 


1) Es ist schon fraher (siebe die Anmerkung p. VII) darauf aufmorksam gemarbl wordeu, 
a die aus demselben Jabre 1747 stammonde Abbandlung 134 im orstun liaiido der uouHti 
ommentaru erscbienen ist. Dieser Umstand und die Almlicbkeit der Titel bolder Abliandlungiui 
bat gelegentliob zu MiBverstandnissen gefabrt (siebe die Bemerkungen von 0. Enbhtrom, Bibliotb. 
Matbem. 12g, 1911/2, p. 266). Zwiscben den beiden Abbandlungen 134 imd 104 bostehen aber 
nur wenige Beziebungen, denn von sSmtUcben in 164 auteetenden Formen wird in Kbl nur die 
t , nkmlicb « -(■&, bebandelt. Von den andem Formen bat Euueb sollist Oborbaupt nur noch 
die Form a +86 erledigt, aber erst in der Abbandlung 272, wabreud er mit der Form a* + 26®, 
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tells nur durch Induktion gefunden. TJm so wichtiger sind daher die hinzugefiigten Anmer- 
kungen, die freilich auch nieht iiberall als beweiskraftig gelten sollen. Dazu gebort nament- 
licb, dafi aUe Divisoren von + abgeseben von 2 und q, in der Form Aqm + a ent- 
halten seien und dafi sick diese Form fiir 2=4»-l auf 2qm + cc reduziere; femer daB 
+ keinen Divisor babe, der nicbt zugleicb Divisor von a^A-pql^ ist, etc. Gegenstand 
besonderer Untersuebung ist dann die Frage, welcbe Werte fiir a zulassig seien, damit 
4iVm + a Toiler von + sei: a muB quadratiscber Eest von AN sein; sind x und y 
Werte von a, so gilt dies aucb fiir xy und aUgemein fiir oify'’ etc., alles Satze, die Eulee 
erst viel spater (in der Abbandlung 242) systematiscb bebandelt und bewiesen bat. 

Die trotz mangelnder Beweise so inbaltsreicbe Abbandlung ist ein merkwurdiges Bei- 
spiel fiir die auBerordentlicbe Divinationsgabe Eulers.^) Ganz besonders aber zeigt sicb das 
gegen den ScbluB der Abbandlung. Denn bei den entsprecbenden Untersucbungen der Divi- 
soren von — N¥, insbesonders bei der Beantwortung der Frage, vrelcbe Werte jetzt fiir a 
geeignet seien, damit ANm±ci Divisor sei, steUt sicb - dem Autor freilicb nocb unbe- 
wuBt — das Reziprozitatsgesetz der quadratiscben Reste eiu, das Eulee mit aller Bestimmt- 
beit erst in der Abbandlung 552 ausgesprocben bat. Keoneckee war der erste, der dies 
bemerkt batte. Icb babe seine Erklarungen im Wortlaut (siebe die Anmerkung p. 217) mit- 
geteilt und glaube, nicbts weiter binzufiigen zu sollen. 

FTocb sei bingewiesen auf die vielen interessanten Folgerungen, die Eulee an seine 
Mitteilungen ankniipft und die sicb auf Ausdriicke beziehen, die niemals Quadrate sein 
konnen. Als Beispiel mag die Formel Amn — m — n gelten, mit der sicb Eulee scbon frub 
bescbaftigt bat (siebe die Anmerkung p. 360). 

Die Abbandlung 167, die 1748 zugleicb mit der Abbandlung 134 der Petersburger 
Akademie vorgelegt wurde, gebort zu denen, die zablentbeoretiscbe Untersucbungen in geo- 
metriscbem Gewande entbalten. Einkleidungen dieser Art waren scbon bei Diophakt sebr 
beliebt. Das ganze secbste Bucb seiner ArUJimdiJc ist mit zablentbeoretiscben Aufgaben ge- 
fullt, die sicb auf das recbtwinklige Dreieck bezieben, und so spielen derartige Unter- 
suebungen denn aucb in den Feematschen Eandbemerkungen eine groBe Rolle.- Em Bei- 
spiel dafiir bat uns scbon die Abbandlung von Pe^:nicle geboten und aucb die vorliegende 
Abbandlung Eulees verdankt ibre Entstebung' einer solcben Randbemerkung. Es sei gleicb 


wie er in der Abbandlung 266 offen zugibt, nicbt ganz bat fertig werden konnen. Den nocb aus- 
stebenden Beweis fiir diese Form und die folgenden bat erst Lagbangb gegeben. Siebe die An- 
merkung p. 194. { 

l) Hierfur ist der Brief Eulers an Golbbaoh vom 28. August 1742, Corresp. math, et phys. 
I, p. 144, von ganz besonderem Interesse. In diesem Briefe gibt Euler bereits den Hauptinhalt 
der Abbandlung 164 und zwar mit propbeMscben Worten. 
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lung 168 gerade noch gestreift. Sie hatte ilin^ wie wir 
Produktes (1 — a;) (1 — a;®)(l — a:*) . . . veranlaBi, die i 
Eniwickelung des reziproken Produkies enthalt 
stellten Aufgake. Mekr bietet aucb die Introductio nicbt 
den Abbandlung aber entwiekelt Euleb 
die Gleiehung 

wH = (« - 1)(~) + („ _ 2)(~) _ (w _ 5)H _ („ _ 7)H ^ 
wegen ibrer Verwandtschaft mit der ^-Reibe besonders z 
wie man mit Benutzimg der scbon berecbneten Zablen nW, z. B. mit Beiuiteung 
emer stark abgekiirzten Berecbnung der Zablen «H gelangen kann 

Wie m der Introductio seblieBt sicb daran die weitere Aufgabe, atizugelnui, 

erne Zabl in ungleiebe Teile zerlegen lasse, und es wird gezeigt, dafi dies ebenao 

ist, als sxcb dieselbe Zabl aus nur ungeraden Zablen, seien es gleiehe oder lu.glei 

mensetzen laBt. Diese Aufgabe leitet daher zu solchen iiber, bei denen von den 

gewisse QuaHtaten verlangt werden, z. B. der geometrischen Reibe 1, 2, 4, 8, 115 

zugeboren, wobei vdederum Gleicbbeit der Summanden ansgescblossen oder aud’ 
werden kann. 

Den SeUnB der Ablandlmg bUdel endliei eine gro8e Ibbelle «r dU 
gtaeb eneb to I!nW»bnn6:.w.i.e erkma. IsJt Die entapreebende TM. der 

le I B r®" ™ 

onne die Eeihe m = cx) zu enthalteu. 

bebl ™d!“ “hendlmg die en. dan Jto 17« rtanmt, .ber .„l 175 
“1^ nT" ” Oorenrenterii, behren wi. 

aiteWl^rd to. Abbaidlnng an. 69 die o 

nehar'l W- f” ™ '*** Dirieoren der Zablen von dor Konu p(. 

epiler ,elb.l In der Abbandlung 698 .egl, bait, a di™ Kill 

3ommentarii erschienen ist ThI Abhandlung 134 im emton Hande 

Hatbem. 12., 1911/2 p 2661 a ^ ® Bemerkungen von G. Enbmtuom, 

.» .enige ' 2'™“" t" “ “'■-allege. W4 and 104 b, 

rate, nSmbch a* + b* behandelt Vo I ^ T “nftrolenden Forraen wini in 1 
le Form a»+3j2 erledicrt ahA ' ° Formen hat Eupkr selJist flberhau] 

erledigt, aber erst m der AbbandW 5?75» .1 . .. ' 


geseben habtui, znr Entwiekelung de, 
zn jener a-lleihe gemhrt liatte. Bii 
in ibren Koeffizionten die I/mung der ge 
zu dieser Frago. In der v«*rliegen 
eine Reibe wicbtiger Eonneln filr tiH nnior denei 
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teils nur durch Induktion gefunden. Um so wichtiger sind daiier die hinzugefugten Anmer- 
kungen, die freilich auch nicht iiberall als beweiskraftig gelten sollen. Dazu gehort nament- 
lich, daB alle Divisoren von a^ + g_¥, abgeseben tou 2 und q, in der Form Ag_m-\rcc ent- 
halten seien und daB sich diese Form fur g’=4«— 1 auf 2qm + a reduziere; femer daB 
keinen Divisor babe, der nicbt zugleicb Divisor von a^+pqV ist, etc. Gegenstand 
besonderer Untersucbung ist dann die Frage, welche Werte fur a zulassig seien, damit 
ANm + a Teiler von + sei: a muB quadratiscber Rest von AN sein; sind « und 
Werte von a, so gilt dies aucb fiir xy und allgemein fiir afy" etc., alles Satze, die Eulee 
erst viel spater (in der Abhandlung 242) systematiscb. bebandelt und bewiesen hat. 

Die trotz mangelnder Beweise so inhaltsreiche Abhandlung ist ein merkwQrdiges Bei- 
spiel far die aufierordentliche Divinationsgabe Eulees.^) Ganz besonders aber zeigt sich das 
gegen den SchluB der Abhandlung. Denn bei den entsprechenden Untersuchungen der Divi- 
soren von o* — NV, insbesonders bei der Beantwortung der Frage, welche Werte jetzt fur a 
geeignet seien, damit ANm ± a Divisor sei, stellt sich — dem Autor freilich noch unbe- 
wuBt — das Reziprozitatsgesetz der quadratischen Reste ein, das Eulee mit aller Bestimmt- 
heit erst in der Abhandlung 552 ausgesprochen hat. Keoneckee war der erste, der dies 
bemerkt hatte. Ich habe seine Brklarungen im Wortlaut (siehe die Anmerkung p. 217) mit- 
geteilt und glaube, nichts weiter hinzufagen zu sollen. 

Noch sei hingewiesen auf die vielen interessanten Folgerungen, die Eulee an seine 
Mitteilungen anknhpft und die sich airf Ausdracke beziehen, die niemals Quadrate sein 
konnen. Als Beispiel mag die Pormel Amn — m — n gelten, mit der sich Eulee schon frah 
beschaftigt hat (siehe die Anmerkung p. 360). 

Die Abhandlung 167, die 1748 zugleich mit der Abhandlung 134 der Petersburger 
Akademie vorgelegt wurde, gehort zu denen, die zahlentheoretische Untersuchungen in geo- 
metrischem Gewande enthalten. Einkleidungen dieser Art waren schon bei Dioehant sehr 
beliebt. Das ganze sechste Buch seiner Arifhmetih ist mit zahlentheoretischen Aufgaben ge- 
fallt, die sich auf das rechtwinklige Dreieck beziehen, und so spielen derartige TJnter- 
suchungen denn auch in den Peematschek Randbemerkungen eine groBe Rolle. Ein Bei- 
spiel dafar hat uns schon die Abhandlung von PE^iNlCLE geboten und auch die vorliegende 
Abhandlung Eulees verdankt ihre Entstehung einer solchen Randbemerkung. Es sei gleich 

wie or in der Abhandlung 256 offen zugibt, nicht ganz hat fertig werden kaimen. Den noch aus- 
stehenden Beweis far diese Form und die folgenden hat erst Lagkanob gegeben. Siehe die An- 
merkung p. 194. » . 


l) Hierfar ist der Brief Eulbes an Goldbaoh vom 28. August 1742, Corresp. math, et phys. 
I, p. 144, von ganz besonderem Interesse. In diesem Briefe gibt Euleb bereits den Hauptinhalt 
der Abhandlung 164 und zwar mit prophetisohen Worten. 
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Her bemerkt, daB Euler aufier dieser Abhandlung 167 jioch seclis aiidert' vt-rfalU hat, in 
denen Diophaktische Probleme in geometrischem Gewande auftreten. Ea wind die Aldmiid 
lungen 451, 713, 732, 748, 754, 799. Von ibnen batte einst Jacohi^) an Fuss gm-hru-bciu 
„Aber icb besebwore Sie, wenn es nicbt scbon gescbeben ist, die Abb. 321—27, weUdie sieb 
ungliicklicher Weise unter Geometrie yerirrt haben, mit aufzunebinen, wtdtdio dunduiuK ?.u 
den Diophantischen Problemen geboren. Denn diese zusammen z« babeii, ist eiue wesont- 
licbe Annebmlicbkeit". 

In der Abbandlung 167 handelt es sicb darum, ein recbfcwinkligeK Droiwk in ratio- 
nalen Zablen ausgedrflckt zu linden, so dafl jede der beiden Katbeten um den Fliicluoi- 
inbalt vermindert eine Quadratzabl liefere.*) Fermat batte <lie8e Aufgabe gastetlt im Aii- 
scblufi an eine abnlicbe bei Diophant und sie als sehr scbwierig bezeiobnet. EuIjKK gibt 
zunacbst drei Sonderlosungen, die er durcb Zablenbeispiele illusiriert, um dann zur Holntio 
generaUs uberzugeben. Diese bembt wesentlicb auf den Eigenscbaften der Zablen, die in 
der Form oder entbalten sind. Zu diesen Zablen gehSren zunikdist alb 

QuadratzaUen, ferner nacb Abbandlung 164 die Primzablen 2 und 8w± I und sehlieSlieh 
die Produkte, die sicb aus aUen genannten bilden lassen. Denn so wie die Diviaoren der 
Zablen wieder von derselben Form sind, so ist auch das Frodukt zweier Zalibn 

dieser Art wieder von derselben Art. Auf Grund dieser Satze stellt Euler fib die In seiner 
Solutio generalis auftretenden Zablen eine TabeUe auf, die sicb beliebig weit forbeteen 
lafit und die ibm bebebig viele Dreiecke liefert, wie sie das Problem verlangi 

Wb kommen jetzt zu den Abbandlungen 175, 243 und 244, von denen scbon bilher 
die Rede war, indem sie wie die Abbandlungen 100 und 162 der Theorie der Divisoren- 
simmen gewidmet sind. Die franzSsisch geschriebene Abhandlung 175, db aus dem Jahre 

1747 sW, 1 st 1751 in der wenig bekannten Bibliothbque impartiale erschienen. Dieser 

Dmst^d erklart, daB sie sowoH Jacobi als auoh Fuss nnbekannt geblieben lit Denn 
das Manusknpt, von dem Jacobi in seinem groBen Briefe an Fuss vom Mte/April 1848*) 
spricbt stimmfc zwar im wesentHchen mit der Abbandlung 175 Qberein, zeigt aber doch so 
viele Abweiehu ngen, daB es unmogbcb als Druckvorlage zu dieser gediant haben kann. Es 

321-?7 P. 24. Die sechH Abbandlungen 

TaVir IRAQ • / ;i- Hentisch) der Eussschen Liste dra: Hchriflea Biu.rtts voin 
Jahre 1843 sind die Abbandlungen 451, 713, 167, 732, 748, 764 des EKEaTHdM^mrr vle I 
nisses. Sie sind, ebenso wie die Abhandlung 799 f- Da 6 bei E„««^ 

aufoenommen und aitPL ir. ^ b bei buss), alio in die Cmmmnt. aritkm. 

g n,™ ..a Ablmdtag.. 

L; 4M ■ 

be«.=dm SecMo. TI a» Sv.pplm.mta: s.m, 

3) Siehe P. Stackbl und W. Ahbens, Der Briefweclml etc., p. 59. 
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ist denn auch 1849 in den Comment curifhm. und 1862 in den Opera postuma als „in- 
editum^^ abgedruckt^) worden, obne daB die Herausgeber Ton der friilieren Publikation in der 
Bibliotbfeque impartiale Kenntnis gehabt batten. 

Die Abhandlnng 175 wird eroffnet mit einigen grnndlegenden Satzen iiber die Divi- 
sorensnmmen J w, Satzen, die sicb im wesentlichen scbon bei Schooteut und Wallis finden. 
Daran schlieBt sicb eine Tabelle fiir die Divisorensummen der Zablen n=l, . , . 100, die 
namentlicb illustrieren soli, wie diese Summen eine scbeinbar ganz gesetzlos verlaufende 
Zablenreibe darstellen. Und dann kommt als Uberrascbung die beriibmte Rekursionsformel 

Jn =f(n - 1) +/ (» - 2) -f(n - 5) -/ (n - 7) +f(n - 12) +/ (n - 15) 

— 22) — y* (w — 26) + etc. 

Zu dieser Pormel, die durcb eine groBe Anzabl von Beispielen verifiziert wird, war Euleb 
gefiihrt worden, als er bei seinen Untersucbungen iiber die Partitio numerorum in den Ab- 
handlungen 158 und 191 das Produkt 

(1 — iz;) (1 — x^) (1 — x^) (1 — x^') (1 — x^) ‘ ■ 

in die Reibe 

1 — X — x^ x^ + — x^^ — x^^ x^^ + ■— • • • 

entwickelt batte. Die Gleicbbeit der beiden unendlicben Ausdriicke, des Produktes und der 
Reibe, batte freilicb Euleb, wie er selbst sagt, nicht durcb einen Beweis, sondern nur durcb 
Induktion, wenn aucb durcb eine weit ausgedehnte, festgestellt. Unter der Voraussetzung 
aber, daB diese Gleicbbeit bewiesen sei, leitet er aus den beiden Ausdriicken durcb logaritb- 
miscbe und gewobnlicbe Diflferentiation zwei neue Pormeln ber, aus deren Vergleicbung sofort 
die Rekursionsformel hervorgebt. Abermals also sind es bier wie in den Abhandlungen 158 
und 191 die Hiilfsmittel der boberen Analysis, die zu wicbtigen zablentheoretischen Ergeb- 
nissen gefiibrt baben. 

Die nach EnestrOm wahrscbeinlicb 1751 verfafite Abbandlung 243 Observatio de 
summis dwisomm, der ein sehr ausfiibrlicbes Summarium vorausgebt, ist nur eine neue 
Redaktion der Abbandlung 175. Sie wurde von Euleb am 6. April 1752 der Petersburger 
Akademie vorgelegt, wabrend jene scbon am 22, Juni 1747 in der Berliner Akademie gelesen 
worden war.®) Beide Redaktionen stimmen bis auf einige Kleinigkeiten vollstandig mit- 
einander tiberein, indessen ist die lateiniscbe docb keine Ubersetzung der franzSsiscbem ®) 

1) Wenn in deni Enistr5msohbk Ve^Bmhms (p. 43) diese Abdruoke ndt 175 a und 176b be- 
zeicbnet werden, so ist dagegen nicbt viel zu sagen. Aber der Ausdruck „Wieder abgedruckt^ soILte 
niobt auf die Abbandlung 176 bezogen werden. 

2) Ihren Hauptinbalt batte Eulbb am 1. April 1747 Goldbaoh mitgeteilt, Oorresp. math, et 
phys, L, p. 407. 

3) Sie ist aucb keine tfbersetzung der Redaktionen 175 a und 175 b. Siobe Anmerkung 1- 
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Die folgende kurze, aber inhaltsschwere Abhandlung 244, deren ExhibiMonsdat^um lui- 
bekaimt ist und die Enesteom daher in seinem Vergdchnis (zweite Abt.) unter dcru Druck- 
jabre 1760 aufgefuhrt hat, — sie ist aber jedenfalls viel friiheren Dataras, da Euekr ihren 
Hauptinhalt schon 1750 Goldbach mitgeteilt hatte (siehe die Amncrkuiig p. aoO), 
bringt die TJntersuchungen von 175 und 243 zum Abschlufi, indem jetzt Eulkk den noch 
ausstehenden Beweis fur die Entwickelung des Produktes (1 — a?) (1 ~ ir’) (1 — a®) • • • liefert. 
„Ein Meisterstuck" sagt Jacobi bei der Erwahnung^) dieser Abhandlung. Urn ilir einen 
selbstandigen Oharakter zu verleihen, wiederholt Eulee zum Schlusse auoh noch den 
friiheren Beweis fiir seine Rekursionsformel, der nun nicht mehr auf Tnduktion, sonderii 
auf gesicherter Basis ruht. 

Schon bei verschiedenen Gelegenheiten, so namentlich in den Abhandlungen 134 
und 164, hatte sich Euler mit den Eigenschaften der Zahlen von der Form o* + 6* zu 
beschaftigen gehabt. Finer systematischen tJntersuohung dieser Ag^egate ist die Abhand- 
lung 22§ gewidmet, die 1758 veroffentlicht wurde. Nach EnesteOms Verzeichnis stammt aio 
wahrscheinHch aus dem Jahre 1749 und wurde nach einer Notiz auf der ersten Seite dos Manii- 
skriptes am 29. Marz 1751 der Petersburger Akademie vorgelegt; das Wesentlichste daraui 
hatte Euler aber schon am 6. Mai 1747 Golebaoh biieflioh mitgeteilt.*) Nach einigen Vor- 
bereitungen beweist Euler zunachst, dafi das Produkt zweier Zahlen von der Form a* +6* 
wieder als Summe von zwei Quadraten darsteUbar ist, und zwar auf doppelte Art.®) Ir beeilt 
sich aber hinzuzufiigen, dafi daxaus noch nicht ohne weiteres gesohlossen werden dftrfe, « 
musse nun auch umgekehrt, wenn ein Produkt und der eine Faktor p von der Form a*+5* 
men, der andere Faktor j gleichfalls diese Form haben. Die drastisohe Art, wie Bulke diesen 
chluB zuriickweist, entbehrt nicht eines gewissen Humors und das anmutige Beisplel mit den 
geraden Zahlen kehrt denn auch des ofteren wieder.^) ZunSchst aber beweist Eulkb, dafi 
^eseUmkehrung des Produktensatzes richtig ist, falls eine Primzahl bedeuiet. Ist aber no 
die Summe zweier Quadrate, wahrend q nicht von .dieser Form ist, so ist auch j), falls Prim- 
zahl, mcht von dieser Fprm, oder hat, falls zusammengesetzt, wenigstens einen Primfaktor, 

1) Siehe P. Staokel und W. Ahkbns, Der Bmfwechsd etc., p. 63. 

2) Siehe die Anmerkung p. 296. 

3) Dieser Satz wird gewShnlich Leonardo Pisaro zugeschrieben und er findet sich auch in 

Eolalses pubbl. da B. Bo.vooMrAom, vol. II, 

keinem Zweifel unterHegen, daB der Satz schon Diopiiant be 
kannt war^iehe die Anmerkung p. 301). Der Einwand, daB Ir bei diesem ZXmZ 

ZXTX n werde, ist nicht stiohhaltig' 1 Cut I 

a... - »•« 

4) Siehe z. B. § 19 der Abhandlung 272 (p. 566)* 
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der mcht von dieser Form ist. 1st ferner die Summe zweier Quadrate, die unter sich prim 
sind, durch eine Zahl^ teilbar, so laBt sioh stets eine andere Summe c* + cZ® < 4-p* angeben, 
die auch durch p teilbar ist. Mt Hiilfe dieser Satze gelangt Euler zu dem wichtigen 
Resultate, daB die Summe zweier Quadratzahlen, die unter sich prim sind, keinen Divisor 
zulaBt, der nicht selbst Summe zweier Quadrate ist. Die Beweisfiihrung griindet sich auf 
die Methode der unbegrenzten Abnahme, von der schon p. XV die Rede war. 

Obwohl nun Euler in der Abhandlung 134 bewiesen hatte, daB die Summe zweier 
Quadrate, die unter sich prim sind, auBer der Zahl 2 nur Primfaktoren der Form 4w + 1 
zulaBt, so war damit doch noch nicht bewiesen, daB auch umgekehrt jede Primzahl der 
Form 4w+ 1 Teiler einer solcher Quadratsumme sein mflsse. Freilich — sollte es mogHch 
sein, das zu beweisen, so war nach dem zuletzt gewonnenen wichtigen Resultate auch der 
beruhmte, von Fermat ohne Beweis ausgesprochene Satz gesichert, daB jede Primzahl 4«+l 
selber Summe zweier Quadrate sei. Diese Liicke auszufiillen wollte aber Euler damals trotz 
einem energisohen Anlaufe noch nicht gelingen. Immerhin kam er bei seinem Tmtcmm 
demonstraUonis dem Ziele sehr nahe. Denn da nach Fermat fttr je zwei Zahlen a und b, 
die nicht selbst durch = 4 m + 1 teilbar sind, durch p 

teilbar sein muB, so geniigt es, zwei solche Zahlen zu ermitteln, fiir die cs*" — b®” durch p 
nicht teilbar ist. Fur diese muB dann a^"-hb®« durch p teilbar sein und dann folgt, dafi p als 
Teiler einer Quadratsumme selber eine Quadratsumme ist. Euler war zwar iiberzeugt, daB 
es fiir jede Primzahl 4w + 1 solche Zahlen a und b geben rnilsse, er erklart aber offen, 
einen streugen Beweis dafilr nicht leisten zu kbnnen. 

So wendet er sich denn am bchlusse der Abhandlung 228 zu Fragen mehr praktischer 
Art und beweist die beiden Satze: Wenn sich eine Zahl 4w -|- 1 nur auf eine einzige Art 
als Summe von zwei Quadraten, die unter sioh prim sind, darstellen laBt, dann ist sie sicher 
eine Primzahl; wenn sich aber eine Zahl auf zwei verschiedene Arten in zwei Quadrate auf- 
losen lafit, dann ist sie sicher zusammengesetzt. Hieran schliefien sioh einige durch ihre zweck- 
maBige Anordnung ausgezeichnete und durch Beispiele illustrierte Rechnungsvorschriften zur 
Priifung, ob eine Zahl von der Form 4m + 1 prim sei oder nicht. Mit Recht hebt Euler 
hervor, welch groBe Erleichterung sein Verfahren gegenQber dem auf Eratosthenes zu- 
rackgehenden Divisionsverfahren darbietet. In der Tat erfordert seine Methode nach einer 
einzigen Subtraktion nur Additiohen einfachster Ari 

Als die Abhandlung 228 im dahre 1758 im Drucfc erschien, war Euler schon seit 
neun Jahren im Besitze des noch fehlenden Beweises.^) Die Abhandlung 241, die ihn enthalt, 

l) Siehe die Anmerkung 1 p. 338. Hieraus und aus der Anmerkung p. 295 diirfte hervorgehsn, 
daB die Abhandlung 228 schon vor 1749 und ebenso die Abhandlung 241 vor 1750 verfaBt worden ist. 

Leonhard: Edi-bri Opera onmia Is Commentationea arithmeticae d 
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wurde aber erst 1760 veroffentlicht. Der Beweis ist sebr einfach, tJm zii xeigen, dalJ niclit 
alle Zahlen durch 4w~(-l teilbar seien, geht EuIjER you der Ileihe 

1 , 3®” 4^?, . , . (iny^ 

aus und bildet die Differenzen 

22n _ 32 « _ 22 n . 42« _ ^ ^ ^ _ ( 4 ^^ _ 

Waren nun alle diese durch 4w + 1 teilbar, so mtifiten aueh ihre Ditferanzen, d h. die 
zweiten Differenzen der gegebenen Reihe, durch 4w + l teilbar sein, dmin abt*r auali dit^ 
dritten, yierten etc. Die Differenzen der Ordnung 2n aber sind alle gleich l»2*3***2ti 
und also durch die Primzahl 4w + 1 nicht teilbar. 

Der Beweis, durch den es Eulee endlich gelungen war, den berdhmten pKEMATacilEN 
Satz zu sichem, daJB sich jede Primzahl 4w + 1 als Summe zweier Quadrate darsttdlan lasse 
Oder dafi, wie man auch sagen kann, die Zahl —1 quadratiseher Rest allar Priinzahlen 
4^ + 1 sei, ist noch in anderer Hinsicht bemerkenswert, Denn mit diasein Beweiie Imt 
Euler der Zahlentheorie ein neues allgeineines Beweismittel zugefttbrt, nainlicdi die Methode 
der Differenzen, ein Beweismittel, das sich in der Hand des Meisters als ein ebeiiso iifltz- 
liches Instrument erweisen sollte wie Permats Methode der unbegrenzten Abnahme* Weitere 
Belege dafiir bieten die Abhandlungen 262 (§ 72) und 272 (§ 38) dieses Bandas. 

An den Beweis, dafi sich jede Primzahl 4w+l als Summe zweier Quadrate darstellen 
laBt, schlieBt sich nun auf Seite 13 desselben Baades der Noyi Commentarii aitie neiie 
Abhandlung an, aber ohne besonderen TiteL Wire nicht eine neue Paragrapheneinteilting 
da, so muBte man, ohne das Summarium gelesen zu haben, zunichst glauben, dafi es sich 
»nur um eine Portsetzung handle. Der Titel dieser neuen Abhandlung 242 ist yon Jaoobi 
vorgeschlagen worden und zwar auf Grand des Titels einer Abhandlung, die Eulke am 
17. Juni 1751 in der Berliner Akademie gelesen hatte. Da dieser Titel auch in das Ene- 
STROMSCHE Verzeichnis iibergegangen ist, so soil er jetzt bleihen. Basser aber ware wobl die 
tiberschrift FunddTnBntu fJieori(X6 Tcsiduorum guci/dT<itic(ytuwt gewesen, denn der weitaus grofite 
und wichtigste Teil der Abhandlung ist diesen Grundlagen gewidmet und die Darstellbarkeit 
der Zahlen durch vier Quadrate erscheint nur zum Schlufi als Anwendung* Damit ist denn 
auch schon der Hauptinhalt der Abhandlung charakterisiert. Mit ihr erst beginnt die eigent* 
liche Theorie der quadratischen Reste, wenn auch in den Abhandlungen 134 und 164 sehon 
wichtige Resultate yorausgenommen worden waren. Durch sie warden die Ausdrilcke lU^t 
und Nichtrest als hleibende termini technici in die Zahlentheorie eingeMrt. Pttr jade Zahl p 
ist die Anzatl der McRtreste wenigstens oder je nachdem p ungerade odcr gerade 
ist. Ist r ein Eest, so sind aucL. alle Potenzen von r Reste. Dalier muB es einen Exponenten 
l<f geben, sodafi durch p dividiert den Rest 1 zurttcklaBt Das Produkt an« zwoi 
Resten ist ein Rest. Dabei arbeitet E 01 .EE bestandig mit dem Begritfe der Kongruenz in 
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bezug auf den Modnl p, ohne freilicb dafiir eine besondere Terminologie einzufilhren. Unter 
Beschrankung auf ungerade Primzahlen p=-=2q + l wixd dann weiter bewiesen, dal3 es genau 
q Reste und q Nichtreste gibt, ferner dafi das Produkt aus einem Rest und eiTiem Nicht- 
rest ein Nicbtrest, das Produkt aus zwei Niehtresten aber ein Rest ist. Die folgenden 
XJntersuchungen stiitzen sick auf den Begriif des Kompl&nientes eines Restes t, worunter 
Eulee die Zahl p — r oder —r verstebt. Kommt unter den Resten das Komplement aucb 
nur eines einzigen Restes vor, so kommen die Komplemente aller vor. Die Anzabl q der 
Reste muB dann gerade sein, alsojp die Form 4w-|-l baben. Ist dagegenjp von der Form 4» — 1, 
so kann sich unter den Resten aucb nicbt das Komplement eines einzigen befinden. Daraus 
ergibt sicb z. B. leicbt, daB 4mw — m — n niemals ein Quadrat sein kann, ein Satz, der bei 
Eulee oft ■wiederkehrt (siebe p. XXI). 

An den Unterscbied zwiscben den Primzablen 4n + 1 und 4w — 1 scblieBt Eulee 
sodann weitere Anwendungen auf die Summen von zwei und drei Quadraten an, um sicb 
dann endlicb zum Beweise des Satzes zu wenden, daB sicb jede Zabl als Summe von vier 
Oder weniger Quadraten darstellen lasse.^) Dieser Satz, der fur die ganze Abbandlung den 
Titel abgegeben bat, war vor Feemat schon von Bachet ausgesprocben worden (siebe die 
Anmerkung 4 p. 358). Ganz ans Ziel kommt Eulee freilicb nicbt, wie er aucb selbst zugibt, 
aber bei seinem Versucbe, den Satz zu beweisen, gelangt er zu der beriibmten Identitat, 
nacb der das Produkt zweier Summen von vier Quadraten wieder eine Summe von vier, 
Quadraten ist. ScblieBlich beweist er, daB der Satz von Bachet richtig ist, wenn Bruche 
nicbt ausgescblossen werden. DaB der Satz aucb in ganzen Zablen gilt, hat zuerst 
Laceange bewiesen, was dann Euler veranlaBt hat, sofort aucb seinerseits einen Beweis 
zu geben, der die frtihere Bedingung nicbt mehr entbalt. *) 

Die Abbandlung 253 vom Jahre 1753, zu der wir nun gelangen, gehort wieder voll- 
standig dem Ideenkreise Diophants an. Sie bandelt von Aufgaben, die scheinbar mehr 
als bestimmt sind, insofem als die Zahl der Bedingungen die Zahl der verfttgbaren GroBen 
iibersteigt, und die doch noch unendlicb viele Losimgen zulassen. Freilicb miissen diese 
Bedingungen mit einer gewissen Kunst gestellt werden. Welche Rolle bei derartigen Auf- 
gaben die Porismm Diophaitts, „in quibus tota solutionis vis continetur", gespielt baben 
und von welcber Art diese Porismen tlberbaupt gewesen sind, ist aus den sparlichen t)ber- 
lieferungen (in Diophants AnMmdsih kommen nur drei darauf beziiglicbe Zitate vor) scbwer 
zu entscheiden. Euler selbst bezeichnet als das Wesen der Sache, „daB, wenn gewissen 
Bedingungen auf eine gewisse Weise Gentige geleistet werde, dann zugleich aucb andere 

1) Um diesen Satz batte sich Eulbe schon seit 1730 bemilbt. Den freilicb noch nicbt ganz 
vollstandigen Bgweis teilte er am 12. April 1749 Goldbaoh mit. Siehe Corresp. math, et phys. I, 
p. 21, 28, 35, 40 etc., 493, 505. 

2) Siehe die Anmerkung 2 p. 370. 

d* 
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Bediugungen gewissermafien von selbst erfullt wiirden, sodaS es lUflil notig s('i, dit* BtM'li- 
nting noch besonders anf diese zu erstrecken." Sind also beispielsweist^ /’, Q, Jl ole. mid 
W Funktionen von x, y, e etc., so werden alle Ausdrticke P® -f a kF, + /3 HF, P* -I - y H' ole, 
von selbst Quadrate sein, sobald nur &ix x, y, g etc. Werte gewahlt werdcii, filr die W - ^ 0 
ist. Mit Hiilfe dieses Kunstgriffes lost Eulee eine groBe Anzahl von Atifgalxm, tlio oluic 
diesen Schlussel unuberwindliche Schwierigkeiten bieten wflrden. 

Zu Diophant gebort auch die folgende Abhandlung 266 aus deiu .laliro 1761, die 
sieb mit der Losung der Gleicbung 

a:® -t- y® -(- js® ««= ®® 


besebaftigt. Eulee gibt zunaebst einige spezieUe Losungen, von denen sioli oino Kchoii Ix-i 
ViETA findet, urn dann das Problem ganz allgemein zu losen. Die LSsung beruht wosentlioli 
auf dem Satze, daB Z'ablen der 'Form jp®+ Bq* nur durcb Zahlen dersolbeu Form gisteilt 
werden konnen, ein Satz, der erst in der Abbandlung 272 dieses Bandes bewiostm wird. 
Aus der allgemeinen Losung leitet dann Eulee wieder eine groBe Anzahl b<>Honder<*r Fill In 
ab, wobei er sicb einer vorbereiteten Tabelle der Zablen w® + 3n® bedienl^ die von m — 0 bis 
m == 32 und von w = 0 bis « = 18 reiebt. 

Der vorbegende Band entbalt noob eine Abbmidlung, die sieb mit Diophantjsohkn 
A ufgaben besebaffeigt, namliob die knrze Abhandlung 270 vom Jabre 1765, dber die daher 
gleicb bier beriebtet werden moge. Sie stellt sicb die Aufgabe, drei Zablen y, g zu fiaden, 
fur die die elementaren symmetrischen Funktionen 

^+y-¥i!, xy + yg-{-gx, xyg 

Quadrate sind. Eulee entwickelt hierfiir zui^chst dlgemeine Formeln, aus denen er dann 
besondere FaUe ableitet. Die kleinsten LSsungen, zu denen er ffir jc, y, g kommt, sind 
12- und 13-steUige Zablen. Es ist daber im hochsten Grade ttben-aschend, doB das der 
Abbandlung vorausgebende Summarium, das aUerdings seine eigenen Wege wandelt, als 
Losungen drei dreisteUige Zablen daxbietetl DaB das Summarium von Eulee selbst her- 
rubrt, gebt mit groBer Wahrscheinlicbkeit aus dem p. 520 erwShnten Briefo Eulkes an 
den damaligen Sekretar der Petersburger Akademie G. F. MOllee hervor (wer hatto aucli 
Eulee so iibertrumpfen kSnnenl), aber der klaffende Unterschied bleibt trotz der Tatsache, 
daB Abbandlung und Summarium durcb einen Zeitraum von mebr als seebs Jahren getrimnt 
smd, nnmer noeb sehr merkwiirdig. Es hat bbrigens den Anschein, als ob das Summarium, 
das un vorbegenden FaUe viel mebr bietet als die Abhandlung selbst, bisher ganz »nbe- 
kannt oder wenigstens der Unterschied zwiseben Summarium und Abhandlung, auf den zwar 
im Summanum selbst hingewiesen wird, ganz unbeaebtet geblieben sei.®) 

Yoru2jm Referate ttber Zahlentheorie im vierten Bande von Oa.ntous 

YorUswngm verdanken, hat semen Bencbten, wie icb von ibm selber weiB, nicht die Editio princeps, 
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Die Abliandlimg 256 vom Jahre 1753, von der jetzt zu sprechen sein wird, scUieJBt 
sich. an die Abhandlungen 228 nnd 241 an, znmal vom Standpunkte der Abhandlung 164 
ans. Wie jene die Aggregate + so behandelt 256 die Aggregate + Entsprechend 
dem Titel Specimen de um observationum in Mafhesi pura berechnet Euler alle Zahlen dieser 
Form bis 500 unter der Voranssetznng, daB a nnd b teilerfremd seien, nnd zwar so, daB 
er jede der Zahlenreiben 2 + b^, 8 + 6^, 18 + 6^, ••• 450 + 5® einzeln bis 500 entwickelt, 
nm darans die wichtigsten Eigenscbaften dieser Zablen znnacbst dnrcb Indnktion zu ge- 
winnen. Erst dann folgen die Beweise. Grnndlegend ist, wie bei den Zablen a® + 5®, daB 

sicb aucb das Produkt zweier Zahlen 2 a® + 5® wieder in derselben Weise darstellen laBt, 

♦# 

nnd zwar anf doppelte Art. Umgekehrt ergibt sick, daB eine Zahl, die auf doppelte Art 
in der Form 2 a® + 5® darstellbar ist, nicht prim sein kann. Ist ferner 2 a® + 5® dnrcb eine 
Primzabl derselben Form teilbar, so ist anch der Quotient von derselben Form. Unter Be- 
nutzung vereinfachter symboliscber Bezeicbnungen beweist sodann Euler, daB, wenn 2 a® + 5® 
durch eine Zabl teilbar ist, die nicht diese Form hat, der Quotient weder eine Primzabl 
dieser Form noch das Produkt aus lauter solchen Primzahlen sein kann — alles genau wie 
bei den Zahlen a® + 5®. Ist ferner 2 a® + 5® durch eine Zahl P teilbar, ohne daB a und b 
einzeln dadurch teilbar sind, so laBt sich stets eine Zahl 2c® + c2®< |-P® angeben, die auch 
durch P teilbar ist. Daraus folgt weiter, daB, wenn eine Primzabl, die in der Form 2 a® + 5® 
nicht enthalten ist. Toiler ist von einer Zahl dieser Form, aber ohne daB a und b einzeln 
dadurch teilbar sind, stets eine kleinere Primzahl von denselben Eigenscbaften gefunden 
werden kann. Plieraus aber ergibt sich wieder durch die Methode der unbegrenzten Abnahme 
(siehe p. XV) das Resultat, dafi eine Zahl von der Form 2 a® + 5®, wo a und h teilerfremd 

sondern die Comment aritlim. zu Grunde gelegt und so sind ihm die Summarien tlberhaupt un- 
bekannt geblieben. In dem Berichte, den A. Aubey unter dem Titel I/oemre arithmitique dlEuiBitj 
L'Bnseignement math^m. 11, 1909, p. 329, verdffentlioht hat, ist die Abhancllung 270 gar 
nicht erwi-hnt und noch weniger das Snmmarium. T. L. Heath hat in seinem mehrfach zitierten 
Werke DiomANTOS of Alemndria^ Cambridge 1910, tiber die Abhandlung 270 sehr ausftthrlich 
berichtet (p. 361 — 354), aber das Summarium ist seiner Aufmerksamkeit entgangen. Ganz um- 
gekehrt verhalt sich ein Eeferat aus alter Zeit. Wie aus dem YerBeiohms von Enbste5m zu ersehen 
ist, haben die Acta eruditorum regelmUflig tiber die Bulbesohen Arbeiten kurz nach ihrem Br- 
scheinen referiert. Ich babe aber in diesen Beriohten nichts bemerkenswertes gefunden mit Aus- 
nahme eben der Abhandlung 270. Denn hber diese berichtet der Referent sehr ausfdhrlich — indem 
er das Summarium, aber auch nur dieses, ohne weitere Bemerkungen vollstindig und wbrtlich ab- 
druckt (siehe JSTova acta erud. 1763, p. 247). Ob er auch die Abhandlung selbst angesehen hat, 
geht aus dem Eeferate nicht hervor. 

Mit der Abhandlung 270 hangen aufs engste zusammen die Abhandlungen 427 und 523 des 
nichsten Bandes. Obwohl aber Euler in beiden die Abhandlung 270 zitiert, spricht er. mit keiner 
Silbe von dem dazugehdrigen Summarium und der darin enthaltenen einfachen LSsung. Es ist das 
fast noch merkwiirdiger als die Eristenz dieses Summariums selbst. 
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Sind, keinen Divisor zulaBt, der nicht selbst von dieser Form isi AIh Auwonduug folgi 
Merans der Satz, daB, wenn eine Zahl nur auf eine einzige Weise in der Form + 
darstellbar ist und a und h teilerfremd sind, diese Zahl sicher prim isi 

Da die Zahlen 2(*“+b“ keine anderen ungeraden Zahlen als solche von der Form 
8w + l Oder 8w + 3 darstellen konnen, so konnen sie auBer der Zahl 2 auch koine anderen 
Primfaktoren als solche von der Form 8w + l oder 8n + 3 besitzen. Ob mm aher amdi 
umgekehrt jede Primzahl der Form 8w + l oder 8w + 3 Teller sei von einer Zahl 2(t*-f-?/ 
und daher selbst eine solche Zahl, ist eine andere Frage. Eulkk gesteht often, daB t's ihm 
nicht gelungen sei, einen Beweis fdr diese Darstellbarkeit der Zahlen Hw f I und 
zu finden. Den Beweis hat erst La(JRANGe‘) gegeben. 

TJnter der Voranssetzung aber, der Beweis sei erbracht, wendet sich Eulku, iilinlieh 
wie m der Abhandlung 228, zu einfachen und praktiseh angelegten Iiee.hnnnpvorH(!hrifte.n 
fur (He Priifung, ob eine Zahl von der Form 8« + 1 oder 8w + 8 prim sei oder nichi Eolku 
war jedenfalls schon lange im Besitze dieser Methode, denn er hatte mit Hirer Hftlfe sehon 
in der Abhandlung 162, die aus dem Jahre 1747 stammt, festgestellt, duB die Zahl 
eine Primzahl isi Zum Sohlusse gibt EuLBK noch einige Umformungen der entwiekeiten 
Kriterien durcli Einfiihrung von Trigonalzahlen. 

Wk die Ablaaiui^ 242 die GrandlagM flli die Theorie der qna<lr.ti.ehe» Iteete ge- 

» + *“ Abhandlung 262 ') die Qrundlage ttr die Theorie der Pote.are.te. 

Ihre Bedeut,^ bemht nieht zum wenigelen auf dm- Bin&ehheil ihrer Vo..u.»tz,mge.., E. 

.e. p eme Primzahl und « prim zu p. Dmp .oUen die Keate untereuchl werden, die bd 


p. 194> (.iehe die Aumertung 

daffir A"~'lmag 1 p. 847 autenand.rgeeetel bd,e, I, die ieh 

beif T I , i “■ »<» diuertatlone .uperiorl” b.wle«m 

P.S47 uudei. e. ^.b sp.ri.ni7et7d:pe:i;:;%”7“^^^^ 

bat nieht, auffUlige., flerade bia.uf LelTriAZ. 

^^t « uad die ron 0. Eazarabn i. der BiblierMrrhr.O ■;:= 


VOEWOET BES HEEAUSGEBEES 


XXXI 


der Division der anfeinander folgenden Potenzen 

1, a, a\ a^y a^y etc. 

durch. die Primzahl p zurtickbleiben. Das ist das Thema. XJnd andere Hiilfsinittel, als die 
Pormnlierung dieses Themas erfordert, werden auch. bei der Untersucbnng nicht benntzt. Sehr 
rasch ergibt sich das Resultat, dafi eine Potenz existieren die den Rest 1 liefert, 

nnd dafi A < jp ist. Ist (abgeseben von = 1) die kleinste Potenz, die das leistet, so 
geben auch alle Zahlen der Reihe 

1, a\ a^^y etc. 

den Rest 1 imd sie sind die einzigen dieser Art. Die Zahlen 

1 , a% a^j ... 

aber liefern jetzt lauter verschiedene Reste. Hieraus und aus dem TJmstande, daB — ! 
ist, folgt dann leicht, daB fiir den Pall — 1 sofort sein muB und fur A<^~ 

sofort ~ etc. Daraus aber ergibt sich, daB 2 ein Divisor von jp — 1 sein muB, und 
hieraus, daB auch durch p dividiert deu Rest 1 zuriicklaBt. Damit hatte Bulee nicht 
nur einen neuen Beweis fiir den Peematschen Satz gewonnen, sondern zugleich den ersten, 
der auf rein zahlentheoretischen Betrachtungen und zwar auf den denkbar einfachsten 
heruht. Es scheint iibrigens, als ob auch der Beweis, den Peemat selbst in seinem be- 
riihmten Briefe an Pe^nicle (siehe die Anmerkung 2 p. 34) andeutet, von ahnlicher Natur 
gewesen sei. 

Der zweite Teil der Abhandlung 262 ist nach Inhalt und Methode von etwas anderer 
Art als der erste. Ahnlich wie in der Abhandlung 134 und wieder mit Hiilfe des binomischen 
Satzes beweist Bulee in den Theoremen 16 — 18 von neuena die Satze 10 — 14 jener frttheren 
Abhandlung. Nun aber geht er einen wesentlichen Schritt weiter, indem er auch die Dm- 
kehrung dieser Satze hinzufiig^, die er damals noch nicht hatte geben konnen (siehe p. XVII). 
Im Theorem 19 beweist er namlich: 1st a”* — 1 durch die Primzahl p = mn -\-l teilbar, so 
gibt es immer Zahlen x und y von der Art, daB aaf' — y" durch dieselbe Primzahl p teilbar. 
ist. Den Beweis dieses wichtigen Satzes fiihrt Bulee nait Hiilfe der Methode der Differenzen, 
derselben, die es ihm in der Abhandlung 241 ermoglicht hatte, zn beweisen, daB sich jede 
Primzahl 4w + 1 als Summe zweier Quadrate darstellen laBt (siehe p. XXVI). Bei dem Be- 
weise kann iiberdies x willktlrlich gewShlt, also z. B. auch gleich 1 genommen werdem 

Das Theorem 11 der Abhandlung 134 lautete: 1st a = (2np-^ l)a und 2m + 1 eine 

Primzahl, dnnn ist a”* — 1 durch 2m + 1 teilbar. D^tlr kann man auch sagen: Ist D qua- 
dratischer Rest der Prinazahl p = 2m-^ 1, so ist D * 1 (mod. p). Das Theorem 19 der 

Abhandlung 262 enthalt fttr m = 2 (und a:=-l) die Umkehrung davon und lautet: Ist a”‘ — l 
durch die Primzahl p’=*2m-\-\ teilbar, so gibt es stets eine Zahl y der Art, daB a y^ 
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durcE p teilbar ist. DafQr tann man auch sa^en: 1st I) 
dratischer Rest von p. Es ist daher die Korigruenz 


P * I 


■h I imo<l K.. ist /) 


1-1 

-D * = + l(mod.p) 


- — I X 

die notwendige und hinreichende Bedincnno- (iniVir Kti t» 

: 

fci 

I> s+l (mod. 1) 

d.n Zahl D 

r 

sumtums ariUmOme., Art 38) allpfim ■ “ditti'm wifnlirt, <Iih aait (Jaijhm 

tuid <iin ausilrfieijj^ 
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Reihe 1, x, x\ etc. eine Potenz auftreten mufi, die den Rest 1 zuriicklaBt. Und ist x" 
die kleinste I otenz, die das leistet, so muB v entweder gleich der Anzahl n der jpo/rtes 
von N sein oder gleich einem aliquoten Teile dieser Anzahl. So gelangt denn Etjlee zu 
der herilhinten Verallgemeinerung des Feematschen Satzes, die aussagt, daB a:" — 1 stets 
durch N teilbar ist, wenn x prim zu N und n die Anzahl der paTtes pritnos von N ist. 

Wie in den Ahhandlungen 228 und 241 die Aggregate und in der Ahhand- 

lung 256 die Formen 2a^-JrV untersucht worden sind, so ist die Abhandlung 272 vom 
Jahre 1769 den Zahlen der Form + gewidmet. Eine Haupteigenschaft dieser Zahlen 
■war schon in der Abhandlung 256, die sich mit der Gleichung a;* + 2/* + beschaftigt 
hatte, verwertet worden. Dies mag Eulbe zu der Verwechselung gefuhrt haben, er habe 
jene Eigenschaften zum Beweise der Unmoglichkeit der Gleichung a;® + 2 /® = a® benutzt, wah- 
rend er tatsachlich einen solchen Beweis damals noch nicht veroffentlicht hatte. 

Zunachst kommt Eulee nochmals auf die Gleichung a;® + ?/® + «(® = w® zuriick, urn 
der frUheren Losung eine neue Form zu geben. Dann wendet er sich zu den Zahlen der 
Form a® 4- 3 6®. Der Gang der Untersuchung ist ahnlich dem, der bei den Zahlen a® + 6® 
und 2ffl®4-6® eingeschlagen worden war, sodaB wir uns bier kiirzer fassen konnen. Ahnlich 
wie frilher und wieder mit Benutzung der Methode der unbegrenzten Abnahme (siehe p. XV) 
ergibt sich auch hier aus verschiedenen vorbereitenden Satzen, daB die Zahlen a® + 3J®, wo 
a und h teilerfremd sitid, auBer der Zahl 2 keine Primfaktoren besitzen, die nicht selbst 
von dieser Form sind. Da nun alle Zahlen a® 4-36® auBer der Zahl 3 die Form 6w4l 
haben, so entsteht die Frage, ob auch umgekehrt alle Primzahlen 6»4l in der Form 
a® + 36® enthalten seien. Den Beweis hierfttr leistet Eelee unter Benutzung der Iqui- 
valenz der Formen a®4 36® und m® + m« + »® wieder mit Httlfe der Methode der Differenzen 
(siehe p. XXVI). 

Damit war nun auch fiir die Zahl —3 und infolgedessen auch fiir die Zahl +3 der 
Charakter als quadratischer Rest festgestellt, so ■wie er friiher in der Abhandlung 241 fiir 
die Zahl — 1 gewonnen worden war. 


Bei der Herstellung dieses Bandes bin ich von meinen beiden Mitredaktoren in wirk- 
samster Weise unterstiitzt worden. Ihrer stillen, selbstlosen Mitarbeit verdanke ich weit mehr, 
als ich hier zum Ausdruck bringen kann. Moge unserer gemeinsamen Arbeit der Erfolg 

1 ) Er hatte zwar schon 1763 an Goldbaoh geschrieben, daB er einen Beweis fiir die Un- 
mSglichkeit der Gleichung a!®-f-2i® — «® gefimden habe, aber der Beweis war nicht einwandfrei, 
wie er selbst am Anfang und am Ende der Abhandlung 272 hervorhebt. Den wirklichen Beweis 
hat Eunm erst 1770 in seiner Alg&>ra geleistet. Siehe die Anmerkung 1 p. 558. 
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beficMeden sein, den wir von ibr erboffen; Eulees nie veraltende Worko woiteHten Kreisen 
zngangKch zu macken. 

Zu aufriclitigein Danke bin ich auch Herm EnbstK()M verpllielilft, aiif <lt'KK(>ti Uaf. 
und Hiilfe ich jeder Zeit zahlen durfte, schliefilich gebilhrcu Dank iind Ancrkfiiniuig 
der Verlagsfirma B. G. Teubnee, die alien Wtinschen des Herausgebera Mn griUlta Horeit- 
willigkeit entgegengebracht hat und fiir deren Leistungsfahigkeit der vorlicgande Band, der 
unter besonders schwierigen Verhaltnissea entstanden ist, beredto Worto spricht. 

Zurich, den 2. August 1916, 


Ferdinand Rudio. 
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rerceiebns erat supenons saeculi Ueometra Gallus Fermatius in investigandis 
nunxerorum proprietatibus. Inter quaestiones vero, qtiae de nunxerorum proprietatibus for- 
mal! possunt, praecipua fere est ea, qua agitur de criteriis, quibus cognosci potest, utrum 
numerus propositus sit primus necne, i. e., an divisibilis sit per qxiendam numerunx an 
secus; nec multo minoris facienda est quaestio de inyeniendo numero primo quoyis dato 
maiori. Affirmabat autem Fermatius omnes omnino numeros bac formula general! 2®”"+ 1 
coutentos esse primos, cuius tbeorematis ope altera dictarum quaestionum solyi posset. De 
koc Fermatii asserto dubitari fere non poterat, quod inter numeros ab unitate usque ad 
100000 progredientes nullus datur eius formae, qui non sit numerus primus. Etenim si 
pro m ponatur successiye 1, 2, 3 et 4, prodeunt numeri 5, 7, 257 et 65537, qui reyera 
omnes sunt numeri primi. Notayit yero celeb. Eulertts formulam Peematianam fallere 
nonnunquam, id quod reyera eyenit, cum pro n ponitur 5; tunc enim prodit numerus 
4294967297, qui divisibilis est per 641. Hac autem occasione auctor 6 alia proponit 


Notum est hanc quantitatem + l semper habere divisores, quoties n 
sit numerus impar vel per imparem praetor unitatem divisibilis. Namque 
^ dividi potest per a-f-1 ©t 1 per a^ + 1? quicunque etiam 

Lisonhaedx Eulkei opera omnia 1 2 Commentationea arithmetioae 1 
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numerus loco a substituatur. Contra vero si n fuorit eiusniodi nuuu'niH, qui 
per nullum numerum imparem nisi unitatem dividi possit, id (piod (5vt;idt, 
quando n est dignitas binarii, nuUus numeri a" + 1 potest assignari divisor. 
Quamobrem si qui sunt numeri primi buius formae a" + 1> ii omues oompre- 
hendantur necesse est in hac forma + Neque tamen ex hoc potest 
concludi semper exhibere numerum primum, quiequid ait a; prime 

enim perspicuum est, si a sit numerus impar, istam formam divlaoium habi- 
turam 2. Deinde quoque, etiamsi a denotet numerum parom, iimmiu'ri i-umeu 
dantur casus, quibus numerus compositus prodit. Ita haec saltern formula 
a^ + 1 potest dividi per 5, quoties est a«56±3, et 30* + 1 potest dividi 
per 17 et 50* -f 1 per 41. Simili modo 10* + 1 habet divisorem 73, -j- i 

babet divisorem 17 et 6^*® + l est divisibilis per 257. At buius formae 
2*“ + 1, quantum ex tabulis numerorum primorum, quae quidem noii ultra 
100000 extenduntur, nuUus detegitur casus, quo divisor aliquis locum habeai 
Hac forte aliisque rationibus Fermatius adductus enunciare non dubitavit 
J +1 semper esse numerum primum bocque ut eximium tbeorema Wauusio 
alnsque Matbematicis Anglis demonstrandum proposuit Ipse quidem fatetur 
se eius demonstrationem non babere, nibilo tamen minus asserit esse verissimum. 
Utibtatem eius autem banc potissimum praedicat, quod eius ope facile sit 
numerum primum quovis date maiorem exbibere, id quod sine huiusmodi 
universal! tbeoremate foret difficillimum. Leguntur baec in Waeusu Cm- 
mrcw Epistolm tomo eius Operum secundo inserto, epistola penultima.’) 
Extant etiam in ipsius Fe^th operibus p. 115 sequentia*): „Cam autem 
numeros a binario quadratiee in se ductos et unitate auctos esse semper 
nuineros primes apud me constet et iam dudum Analystis illius theorematis 

ventas fuerit significata, nempe esse primes 3, 5, 17, 267, 66537 etc. in mflnii, 
nullo negotio etc.“ 

Veritas islins theorematis elucet, ut iam diri, si pro m ponatur 1, 2, 3 et 4; 
prodeuut emm hi num® 6, 17. 267 et 66637, qui omnes inter numeros primes 
m tebula repmuntur. Sed nescio, quo fate eveniat, ut statim eo,,uens, 

+ 1, cesset esse numerus primus; observavi enim bis diebus nii., 


et Oh (1601-1665), publi««H par naius cte 

et^ OH. Henry, t. H, Pans 1894, p. 402. p. B. 

W, Faria T,l,». 1679, p.'n6, to,™ * t. I, 

oi, r. li, Jr'ans 1894, p. 206. R, ? j 
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agens posse hunc numerum dividi per 641, ut cuique tentanti statim patebit/) 
Est enim 2* + 1 = 2“ 1 = 4294967297. Ex quo iutelligi potest theorema 
hoc etiani in aliis, qui sequuntur, casibus fallere et banc ob rem problema 
de inveniendo numero primo quovis dato maiore etiani nunc non esse 
solutum. 

Considerabo nunc etiam formulam 2” — 1, quae, quoties n non est 
numerus primus, habet divisores, neque tantum 2” — 1, sed etiam a” — 1. Sed 
si n sit numerus primus, videri posset etiam 2" — 1 semper talem exhibere; 
hoc tamen asseverare nemo est ausus, quantum scio, cum tarn facile potuisset 
refelli. Namque 2“— 1, i. e. 2047, divisores habet 23 et 89, et 2'*®— 1 dividi 
potest per 47. Video autem Cel. Wolpium non solum hoc in Elem. Mathesm^) 
editione altera non advertisse, ubi numeros perfectos investigat atque 2047 
inter primes numerat, sed etiam 511 seu 2® — 1 pro tali habet, cum tamen 
sit divisibilis per 2® — 1, i. e. 7. Dat autem 2’’-'(2”— 1) numerum perfectum, 
quoties 2” — 1 est primus; debet ergo etiam n esse numerus primus. Operae 
igitur pretium fore existimavi eos notare casus, quibus 2” — 1 non est numerus 
primus, quamvis n sit talis. Inveni autem hoc semper fieri, si sit n — 4w — 1 
atque 8«i — 1 fuerit numerus primus; turn enim 2” — 1 semper poterit dividi 
per 8 jw — 1. Hinc excludendi sunt casus sequentes: 11, 23, 83, 131, 179, 191, 
239 etc., qui numeri pro n substituti reddunt 2” — 1 numerum compositum. 
Neque tamen reliqui numeri primi omnes loco n positi satisfaciunt, sed plures 
insuper excipiufitur; sic observavi 2®’' — ! dividi posse per 223, 2*® — 1 per 
431, 2*® — 1 per 1103, 2''® — 1 per 439; omnes tamen excludere non est in 
potestate. Attamen asserere audeo praeter hos casus notatos omnes numeros 
primos minores quam 50 et forte quam 100 efficere 2”-‘(2"— 1) esse 
numerum perfectum sequentibus numeris pro n positis 1, 2, 3, 5, 7, 13, 17, 
19, 31, 41, 47, unde. 11 proveniunt numeri perfecti. Deduxi has observationes 
ex theoremate quodam non ineleganti, cuius quidem demonstrationem quoque 
non habeo, verum tamen de eius veritate sum certissimus. Theorema hoc 
est: u” semper potest dividi per w -f" !» si n-\-X fuerit nwmerus primus atgw 
a et b vuM possint per eum dividi)^) eo autem difficihorem puto eius demon- 
strationem esse, quia non est verum, nisi w -|- 1 sit numerus primus. Ex 

1) Vide L. EuLBiii Commentatioaem 134 (mdiois Enbstroemiani), p. 74 (§ 32) huius volu- 
minis. F. E. 

2) Ohh. WoLii’, Memenia mathcseos wmmae, editio nova, Halae Magdeburgioae, 1. 1, 1730, 
p. 384; numerus autem 2047 etiam in editione novissima (1742) inter primos numeratur. F. E. 

3) Vide Commentationem 134 huius voluminis, theorema 4. F. E. - 
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hoc statim sequitur 2” — 1 semper dividi posse per w + 1, ai iuerifc « -j- 1 
numerus primus, seu, cum omnis primus sit impar praetor 2 hicqu(i ol) con- 
ditiones theorematis, quia est a==2, non possit adhiberi, poterit 
semper dividi per 2m + 1, si 2m + 1 sit numerus primus. Quare etiam vel 
2”*+l vel 2’" — 1 dividi poterit per 2m +1. Deprehendi autem 1 posse 
dividi, si fuerit m = 4jp + l vel 4_p-f-2; at 2"* — 1 habebit divisorem 2m -f- 1, 
si m = 4p vel 4^ — 1. Haec persecutus in multii alia incidi thooreiuata non 
minus elegantia, quae eo magis aestimanda esse piito, quod vel (bnuonatrari 
prorsus nequeant vel ex eiusmodi propositionibus sequantur, <piae dinuon- 
strari non possunt; primaria igitur Me adiungere visum est. 


THBOEEMA 1 

Si fuerit n numerus primus, omnis potentia earpmmtis n 
nihil vd 1 rdinguit.^) 


THEOEBMA 2 


Moments n 


numero pnmo omnis pdentia 
divisoi per n”' vd 0 vel 1 relinquit. *) 


, <mm eivpmms est n' 


THBOEEMA 3 


p m, w, p, q etc. numen primi inaequales sitque A mmimm oommmis 
eorum umitate mvmtorum, puta ipsorwn m — 1, n 1, p l, q 4 

^ dico omnem potentiam eccponmtis A ut o" divisam per mnpq etc. vel 0 
tnguere, nisi a dividi possit per aliquem Jumum numerorum m, n. n. a etc 


THBOEEMA 4 

nurmrum primtm potent 3"+ 1 dividi per 2n + 1, si sit 
' 6j) + 3; at 3” •— 1 dividi poterit per 2n + L si sit vd 


■Denotante 2» -f- 1 
w = 6^ + 2 vel n = 
■ 6_p vd n = Qp — ; 


1) Quod est celebre theorema Eermatjcanum. 
volmninis. F. R. 

2) Hoc theorema generaUus, quod in se cor 
EuIiBeo demonstratum est in Oommentatione 271 h 


Vide Oommentationes 64 




107] 


ALIISQUE AD NtJMEROS PRIMOS SPECTANTIBUS 


5 


THEOEEMA 5 

3” + 2” potest dividi per 2w + l, si sit n= vel 12jp + 3 vel 12jp + 5 vel 
12p Q vel 12j) -f- 8. Aique 3“ — 2" potest dividi per 2w-|-l, si sit n— v^ 
Vip vel 12p + 2 vel I2p + 9 vel 12p -f 11. 

THEOEEMA 6 

Sul) iisdem conditionibus , qwihm 3” + 2”, poterit etiam 6” + 1 dividi per 
2«+lj cdque 6" — 1 sub iisdem, quibus 3“ — 2”.^) 


1) Confer laec theoremata 4 — 6 nee non, q[uod oocurrit in ipsa dissertatione , theorema de 
divisibilitate fornmlarum 2”*+ 1 et 2’”— 1 cum theorematis 42, 43, 50 Commentationis 164 buius 
voluminis. Vide etiam theorema 11 Commentationis 134 et theorema inversum, quod in Commen- 
tatione 262 (§ 72) huius voluminis continetur. E. R. 






DE SOLUTIONE PROBLEMATUM DIOPlIATsITEOlUJM') 
PER NUMEROS INTEaROS 


Oommentatio 29 mdMs iHimTEOEMiAHi 
Commentarii academiae scientiaram Petropolitanao 6 (1782/8), 1788, p, 178 


SUMMABIUM 

Ex manuscriptis academiae sdieEtiaram Petropolitana« nuiiu eiiifitiii 

TJt Arithmetioa numerorum primtxm uaiTersa© Matliesao^ est fuiiikmaiitiiiiii ii« fiiftiititi 

proprietatum immeromm, quae altioris etittt kdaginii, pracelaniin qaiaitloqwi^ in ditTudlioribun 
calculis auxilium praestat. Hanc ob causam problemafca DiopiiahtI'U qtilbtti abinnn- 

ditae numerorum proprietates eruuatur, mapii faedanda simfc; non salinn proptar niatho- 
donnn, ^ qnibus solmntnr, eleg anli.am et iigmadosa aarnm irttiais, mi ittiym proptof 

rerum usum per imiversam Mathesin. 

Caleb, igito EuiiBBUB mafno fikcdo bnie M promofancli^ Itiannibii Id aiitiift li 
problematibus DioPHiNMiS' praeeipna a^itnr, nt quatsttoBdbiii propniitli iatiiitt iit niiiiiiiii 
integris. la rero talitim problematum ratio m% nt aaqnatio flnalii aoiitinait llttamm iinatii 
indeterramatam cum detemiaatis 'coniunetiim, euiui loco oporM ninnariiin iiitifrwni (si id 
quidem pofssibile est) substitiiare talcm^ nt quacitioni saMiiat, liti ftro iitiniertis ittii* 
faciens diviaatioiie quodammodo iuTamiri opoiit^ ex quo dtincapg ininiti iHi rapariri qii«iitnl| 
per quos problema iafimtifl modis tolyi potait# Id ergo Auotor tit regniiii twiat| 
quarum ope oognito tmo uumerorum mtiafaoienttam Inniiinerabilei alii fntia ollai poiiiiii 

Ponit ergo formulam ax^-^hx + c^ quae debeat iite nuintriii quailftttiii, in iina I 
et c sunt numeri integri; pro x vero quoque uumerus itttiger iubititiiimdiis mi. Qiiodii 
ergo iam cogmtus sit nuiuerus n, qui pro x sribetitulug Inkgriini fornttiliini r«'ddid qiui 
dratum, ex eo invenire docet Auctor innummros alios numeroi intigroi latiifiirii'intei# 

In fine dissertationis ostendit, quomodo harum regularum ope inveniunlur iniinrri 
aliique polygonales, qui sint simul quadrati. 


^iTTAKORUM-^ summarii mauusoriptum auttm habetDiontA^f R 4 ete, f . It 
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1. Quoties in problematis Diophanteis solvendis pervenitur ad fonnulam, 
in qua plus una indeterminata non inest, maxime requiruntur numeri integri, 
qui loco indeterminatae positi quaesito satisfaciant. Hoc vero quando fieri 
non potest, numeris fractis acquiescere oportet. Observatum autem est, si 
in ilia formula indeterminatae maxima dimensio fuerit quadratum et ipsa 
formula debeat esse numerus quadratus, plerumque infinites numeros inte- 
gros problema .solvere, qui inter se certa lege cobaereant et seriem quandam 
constituant. Sed si formula vel debeat esse cubus aliave altior potentia, 
vel si indeterminata plures duabus babeat dimensiones, plus effici non potest, 
quam ut saltern numeri fracti eruantur. 


2. Ita autem buiusmodi problematum omnium ratio est comparata, ut 
unum numerum satisfacientem divinatione inveniri oporteat, ex quo deinceps 
infiniti alii reperiri queant. Neque enim ad primum detegendum regula pot- 
est tradi, cum casus possint occurrere, qui omnino nullam solutionem ad- 
mittunt, cuiusmodi est 3a:* + 2, quae formula nunquam fieri potest quadra- 
tum. Quamobrem in sequentibus semper ponemus unicum tantum casum 
esse cognitum, quo conditioni problematis satisfiat, atque regulam dabimus, 
qua ex illo innumerabiles alii elici possint. 

3. Proposita igitur sit baec formula 

aa? -\-hx-\-c, 

quae debeat esse numerus quadratus. Sintque a, 6 et c numeri integri et 
requirantur quoque numeri integri loco x substituendi. Datus autem sit 
numerus n, qui loco x positus reddat formulam ax^ -\-lx-\- c quadratum. 
Erit ergo an^ -^-hn c numerus quadratus, cuius radix sit m. lam ad alium 
numerum satisfacientem ex hoc dato n inveniendum pono eum esse 

-f -f- c) 

huncque valorem loco x substitutum reddere ax*-\-lx-\- c quadratum, cuius 
radix sit 

dw 4- 8 + C -f- -f- c). 

Perspicuum enim est ilium numerum loco x substituendum fore rationalem 
ob a»* c quadratum; numeros autem integros hoc modo reperiri, si 

modo sit n numerus integer, mox apparebit. 
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4. Substituatur igitur an 
hocque facto prodibit 


(cia -j- -|- (2aa^ -f- -f- hc^n -{• -f- 4* ”j~ >' 

+ (2 aayn + 2a/9y 4* V(an^ 4" 4" <5)* 

Sed quia huius radicem quadratam ponimus 4- « 4- f c), 
bine etiam ax^ 4" 4* aequalis sequeuti quantitati 

(d»4- a?>*4- (2d8 4- i^n 4- 8*4- c^-j- (2dC« 4- 28^y(m*+lm 4- e!) 
His duabus formis inter 


se aequatis babebuntur aequentos WMiuatioinw 
d’ 4- 2aa^~\- abf -\-ba^ 2fh 4- 

C“8*4-ct*, 2aay^2^t, 2afiy + by^2«t 

<^ciy 

a a ^ 4- ay*^ — a^y' 4- S*, qua© in duaa reaolvitur 
rum autem posterior, nisi sit a quadratuin, locum 
uus ergo ^ «=» « et secunda aequatio faefcis substitu- 
in bas wolvetur «/-.„» et quarum 

1 locum habei His inventis teriaa tandem aeciuaMo 
venm igitur debet valor pro y, quo ay* 4-1 fiat 


^ 5. Sit p iste numerus, qui loco y substitutus reddat 

et bmus radix ponatur q, ita ut sit 


iur sequens 
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THBOEEMA 

Si ax -]-l)x-\-c est guadratum casu, quo x — n, erit guogue guadratum 
casu, guo 

cc = gn + 4 - -\-ln-\- c), 

eimgue gmdrati radix erit 

apn gy(an^-{-bn-\-c). 

Si ergo modo bp per 2 dividi potest, radix quadrati erit nuraerus integer et 
propterea quoque valor ipsius x erit integer sen bg — b dividi poterit per 2 a. 

6. Quemadmodum autem ex n valore ipsius x date inventus est alius 

-A_ _j_ posito m loco Vian^ bn c), ita hac quantitate tanquam 

n tractata, quo casu loco m sumi debebit apn -|- ~~ -|- gm, eruetur denuo 
alius valor, qui loco x substitutus quaesito satisfacit, scilicet hie 

2 ap^n H- bp^ 2pgm; 

+ n 

quadrati vero hinc orti radix erit 

2apgn-\-bpg-\-2ap^m 

+ m. 

Consideretur iam ilia quantitas ut n et haec ut m; habebitur quartus valor 
ipsius X satisfaciens hie 

iap^gn + 2bp^g + 4ajp®m ' 

+ gn -4- - (iZ-l) 

Et radix quadrati respondentis erit 

-j- + 4a_p®g'OT 
+ gm. 

7. Valores ipsius x satisfacientes una cum radicibus quadratorum respon- 
dentium ergo ita se habebunt, ut sequitur; 

LisoNHARDi Eui.kbx Opera omnia 1 3 Commentationes arithmeticae 2 
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Valor es ipsias aJ 


-f 4- hpif 


m. 2^n + 2fim + 


•iapifn I' iti*m -f- 
- «|»M ™ lUi m 

4 * 8 r/*W . 4 . 

■ -iiiiK/M — — ‘Ihptf 


V. 8g*?i 4 - 4- 

— %^n — 4pf f» 


Hiiiii« {>n»gwi«!onii hiwit wt li»it 


Huius progressionk haec wfc l®x 
TemmoB qoiciinqae d 
kmc seqaens S 
22 J? — 4 - 


Hae igite progiwisiott^ qaonaqii® Ubtt«ril, ©xigno toboro continttmiitar, 


8. Perapicitur m. Mi fomli altem®}! ad rainiaiiiiii tarmiiioi ®rtl<»re 
aa;* numomna qntdrfttoin in^pum »fcrni« iimnltt omnifio qttadimk 

fieri' numeros mt^ros, »i fnerlt hp pur. CJttinw iiuiwii ipiii» * vt^* 

lopes enmt nameri kt^, si dlvidt |mli*pst jwr 2a; sin mm hoc 

non faerit, saltern altemi ipias m faloiw epaiifc nwinpri nitiH 

i semper fiifWI poterit ptr a, wimitkm, iit iMoiiwiiis, p ist ti 
sittt nameri 'integrl Pmeterm sotMdnfii fit i« tonnlttii iitJi mliniii m itiep« 
tive acdpi posse, qaa »fcioae nttmemt solotionnin qnaiidwjuo diipHratwr. 


n, Intelligitur etium, si a idl qaadriittie, iwltttiiinffti in inimtris 

integris exhiheri non pnssf, nisi forte a** 4* ® vel ipwmi <'et qwttdratiiiit 

vel numero (iuadrato fUn-i potiit Mqtia!#, Ilaiic »b «♦!« tixcliwimiM wupin 
eos casus, quihus a enit cjnadmtem, qnm Me tantoni di* nimii^rk iiitwgrk 
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problema solventibus praecepta traders instituimus. Nam si a est quadra- 
turn, uullus numerus iuteger potest exhiberi, qui loco p positus efficiat 
ap -\-l quadratum, praeter 0. Hoc vero casu omnes valores ipsius x ma- 
uent n nullusque ergo alius nisi is, qui divinatione est inventus, eruitur. 

10. Quoties autem a non est numerus quadratus, semper numerus inte- 
ger potest assignari, qui loco p positus efficiat ap^ + 1 qu^ratum"-). Quam- 
obrem his casibus, si unicum casum elicuerimus, quo ax'‘ + 'bx-{-c fit qua- 
dratum, simul quoque casus infinites exhibere poterimus, qui ax^-{-lx-{-c in 
quadratum transmutent. Proposita igitur formula ax^ + lx + e hoc erit 
agendum. Primo coniectura detegi debebit valor ipsius x in integris, qui 
reddat ax^-j;-bx-^c quadratum. Deinde etiam quaeri debet valor ipsius p, 
quo ap -f- 1 etiam fiat quadratum. Hisque inventis ope progressionum in- 
ventarum casus infiniti innotescent. 

11. Si c est quadratum, nempe = dd, statim apparet casus, quo 
ax^ -i- bx d^ est quadratum; is enim est, si x = 0. Ponamus ergo w==0 
eritque m = d et valores ipsius x satisfacientes constituent hanc seriem 

0, dp -f , 2dpq -H A, B, 2qB-A + . 

Quadratorum autem, quae Mnc generautur, radices erunt 

+ + ••• Ff 2qF—M. 

Harum serierum lex ut et priorum (§ 7) perspicua est; sunt enim omnes 
recurrentes seu quivis terminus ex duobus praecedentibus est compositus. 

12. Sit 5 = 0 et = ut habeatur haec forma ad quam, ut 

ex praecedentibus apparet, generalis maximam partem reducitur. 

Huius ergo valores ipsius x respondentes in hac serie progrediuntur 

0, p, 2pq, 4:pg^ — p, ... A, B, 2qB — A, 

1) Hanc aequationena quae recte Pbematiana, non Pelliana appellari debet, 

Feematius a. 1657 mathematicis resolvendara proposuerai Vide P. db Fbemat, Varla opera matlie- 
maUca^ Tolosae 1679, p. 190; Oeuvres de FsmmaTj t. II, p. 333, 334, 433. F. E. 
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radices vero quadratorum productorum erunt sequentos 


icus casus quo + l sit quadratum, constat, huiuHiiuHli nu 


>1 6 rffo 


Mm posHit aecoiiimodari, 

a valoro littoris p ot 7 
, qni foddat (|ua- 

5 m ast, si tinicuK pro p 
»i; attamon hie unicuni 
mit. Nam ii^liqui nc^juou- 
im non miiltiplicanfc, cum 
. Minimus autem ipsius 
quod maiores non faciunt. 


4 . Intelhgatur igitur, quodsi fuerit — 1, minimum ipsius p valo- 
3re 1 ipsiusque q »e, delude si foerit turn ess© ©t 

j* + l- Atque si sit a*==e®;t2, erit jp — e et g — Huiusmodi 

iafiniti alii possunt dedniri, quorum ingens uumarus hoc continetur 
mate: Si ^ erU p"^e et ® 

num&ri fracti ctccipi possunt, duntmodo Uli per g*”* multipUcati in integros 
Simili modo etiam, sd sit a -» (ae* -f fie*")* -f 
= Atque etiam si sit a — 


tro/nsmutentur 


a est nummrus, qui in istis formnlis contineatur, star 
as p et g. At si a huiusmodi fherit numeriia, qui 
mulas potest reduci, peculiaris ad invenienda p ot g 
s, qua olim iam usi sunt Pbllius*) et Fbrmatius. 


m attinet, <3, Inbstkosu, Ober dm Vripmnff der Jimen.' 
Mathftia. 8„ 1902, p. 204. P. R. 
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Haecque methodus est universalis et aeque succedit, quemcunque numerum 
denote! a. Praeterea etiam ideo hie potissimum est commendanda, quod 
minimum ipsius p valorem, qui hoc loco requiritur, exhibeat, 

16. Methodus haec extat descripta in Operibus Wallisu^) et hanc ob 
rem earn hie fusius non expono. Operandi tamen modum in unico exemplo 
ostendisse iuvabit, cuius inspectio ad quaeque alia solvenda perducet. Opor- 
teat nimirum determinari minimum ipsius p valorem, quo b\p^ + 1 fit qua- 
dratum. Ad hoc efficiendum sequens instituitur calculus: 


y(31p® + 1) = gf, ergo 

g'>5p; pohatur itaque 

q = bp a; 

6p® + 1 = lOap + 

^ 5a + l/(31a®-6) 

6 ’ 

p= a + 6; 

5 a* = 2a6 + 6&* + 1, 

6 + y(3l6® + 5) 

6 ’ 

a = 6 + c; 

3&' = 8&c + 5c*-1, 

^ 4c + 1/(31 c*'- 3) 

3 

& = 3 c + d / 1 

2c*=»10cd4-3d*4-l, 

5d + l/(31d®+-2) 

'2 

c = 5d + e; 

3d* = 10£ie + 2e*-l, 

^^^6e+l/(31e®-3) 

3 

(? = 3e +/•; 

5e® = 8e/'+3/’*+l, 

4/-+ 1/(31/-® + 5) 

® ““ '“'T 

e = 2/’+(7; 

r = 12/’^-5p* + l. 

/• ==6(7 + 1/(31/ +1). 



Tamdiu scilicet hae operationes continuantur, quoad in media columna per- 
veniatur ad eiusdem formae, quam habuit proposita ^/(Slp^ + l). 

Perspicuum iam est, si ponatur ^ = 0, fore /“I. Hineque retrogrediendo 
habebitur e = 2, d = 7, c = 37, & = 118, a = 155, p = 273 atque q = 1520. 

17. Quo autem non' tanto opus sit labore ad valores ipsarum p Qi q 
inveniendos pro dato numero a, sequentem tabulam annexere visum est, in 
qua pro singulis valoribus ipsius a exhibentur minimi numeri, qui loco p 
substituti reddant ap® + 1 quadratum. 

1) I. Waixis, Opera, ill, Oxoniae 1693, cap. 98 — 99, p. 418— 429. Of. quoque cap. 66— 61, 
p. 232-250. P. R. 
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18. Hie statim occurrit modus perfacilis extrahendi quam proximo radi- 
cem quadratam ex uumero quocunque non quadrato a. Quia enim est 

+ 1 = erit Va = et, si q sit numerus valde magnus, erit 

■)/a = |- quam proximo. Sod loco p possunt poni singuli termini seriei 

4^2* p, ... A, B, 2qB — A et loco q singuli termini respon- 
dentes seriei huius 1, q, 2q^—l, 4q^—3q, ... E, F, 2qF—E (§ 12). Sit 
huius seriei terminus indicis i ^ et illius terminus, cuius index etiam 
« est, =P; erit Va = ^. Quia vero, quo magis continuantur hae series, 
maiores quoque fiunt termini Q, eo propior reperietur Ya sumendis terminis 
serierum a primo longius distantibus. Sit exempli gratia a = 6; erit p = 2 

et 2 = 5 seriesque sibi invicem subscribantur, ut sequitur, posteriore loco 
superiore posita 

5 , 49, 485, 4801, 47525, 470449, 4656965 etc. 

6, 2, "20, 19871960,' 19402) 192060, ' 

Sumtis igitur ultimis terminis erit ita propinquum radici quadratae 

ex 6, ut plus earn non excedat quam hac fractione . Simili 

modo patet radicem quadratam ex 61 fore proxime aequalem 

^ 226153980 

Quae quidem radix vera aliquantulum maior est, sed excessus est minor 

quam — . 

2(226163980)*}/61 


ly. yuaerantur omnes numen triangulares, qui sint simul quadrati; 
debebit — esse quadratum. Quadratum igitur quoque erit 2x^-\-2x, ex 
quo fit collatione cum formula aa;* + 6a: + (§ 11) instituta a = 2, 6 = 2, 

d! = 0. Sed quia est a = 2, erit ex tabula superiore jp = 2 et j = 3. Unde 
loco X substitui debebunt sequentes valores 0, 1, 8, 49, 288, 1681, 9800 etc. 
quo 2 fiat quadratum. Quadratorum autem hinc ortorum radices tene- 
bunt banc seriem 0, 1, 6, 35, 204, 1189, 6930 etc. Vel quadrata, quorum 
radices continentur in bac serie, erunt numeri triangulares. Seriei quidem 
buius posterioris termini fiunt duplo maiores, si formentur ex serie generali 
+ ** 2 ^ , d( 22 ® — l) + &i>2 etc.; sed quia bi termini sunt radices ex 
2a:* -j- 2a:, debebunt dividi per 2, quo babeantur radices ex 


Numeri polygonales I laterum exprimuntur bac formula generali 
; — L...^ in qua x denotat radicem numeri polygonabs. Quo ergo 
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huiusmodi numerus polyg 
esse quadratum. Statim 
scilicet si a:==0; fit emu 
et w==0 et formula ( 
et 6 = — 2(Z — 4) atque c 
X valores, quibus 2(1 
i. e. ipse numerus polygonalis, 

0 ) (n IN 

Qui quidem numeri omnes, si / > 4, 
bebuntur valores ipsius x sumto g' negative j turn 
affirmativi. Deinde etiam si inventus sit 
poterit numerus affirmativus dari, ( 
producat; erit nempe x^h^ 

meri affirmativi fiunt fracti, 
terminis 

vero quadratorum 2(1 — 2)x^ 
banc progressionem, 0, {l — A)p, 2{l — A)pq^^ 


tim autem unus casus appai-et, quo (juaesito sat. 
enim ipsa formula ■»» 0. Quamobreiu luiladtituus // 
cum generaU ax^+hx+c compamto prodit a^2{l 
-0. Fiat igitur 2(^-2)/+ erunt if 
2)x^—%(l — i)x seu huius pars quarta “5 •«’-(/ - 
fit quadratum, 8 equent <38 


sunt negativi; attamen affirmativi lui- 
enim altt^rni termini erunt 
i numerus negativus pro x, (jui git 

i~i : T] nuraorum polygonalem 

r- 2 » J numerus int^jger, bi nu- 

quos Me excludimus. Hanc ob rem alteniis 
superions senei posito -gr loco content! esse (tebemus. Jtadices 

2(^--4)a; his caaibus resultantium tenobunt 
E, F, 2qF- E. 

-1- nmSUi A ■ r J(*— ^)* ®t quadratum, erni oportet, qui arit, 

habebuntur pro x valores sequentes * 


Radices autem quadratae ex - 


progredientur in hac serie 


2 ~ + 2 , lpq-j-2f—i 


ipsms X valores sint numeri integri 
eum, qui raddat 
[nod semper fieri poterit. 


isf-iss] 


i’lR nuMeros Mtegeos 


1 ? 


TJt si quaerautur numeri pentagonales quadraM, erit i-6 et o_6 
atque q ent aumerus ex hao aerie 1 , 5, 49 ete. et ipaiaa p valores respou- 
deates eruat 0 2, 20 etc. Quo igitar (s-1) - |(s - 1) sit nameras 

mtoger, sami debet g_49 et p_20. Eadices eigo aamerornm pentago- 
nalium, qui sunt quadrati, erunt 


1, 81, 7921, A, B, 985 — ^ — 16, 

qui numeri etiam in superiore serie (§20) continentur, si accipiatur u = -5- 
erunt enim termini alterni affirmativi. Horum autem numerorum pentago- 
nalium radices quadratae erunt 


1, 99, 9701, ... E, F, 98F-E. 


• 2(Z — 2)p® 4- 1 = 2^3^ manifestum est ex praecedentibus, si 

^ent 21 — 4 quadratum, nullum numerum integrum loco p substitui posse. 
Hanc ob rem vel omnes numeri polygonales erunt quadrati, vel tantum non- 
nulli. Pnus evenit, si Z = 4; nam omnes numeri tetragonales sunt simul 
quadrati. Posterius vero, si sit 2Z-4=16 seu 36 seu 64 etc; his enim ca- 
sibus alii non erunt quadrati nisi 0 et 1. Si 2Z — 4 = 16., erit Z = 10 ideo- 
que numeri polygonales erunt decagonales, quorum forma est 4a:* -3a; 
Nullusque numerus decagonalis est quadratus praeter 0 et 1 in integris. 
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SOLUTIO PROBLEMATIS ARITHMETIC! 

DE mVENEENDO NIJMERO 
QUI PEE DATOS NUMEEOS DIVISUS 
EELINQUAT DATA EESIDUA 


Oommentaiio 86 incUois Enjbstbobmiahi 

OommentarM academiae soientiarum Petropolitana© 7 (1734/5), 1740, p. 46—66 


4 ui.ucuj. viuottuui. v^uainvis emm pierumque reguia sit adiecta, cuius 
ope solutio obtiaeri queat, tameu ea vel est insufHciens soliquo casui pro- 
posito convenit, ita ut circumstantiis quaestionis parum iramutatis ea uullius 
amplius sit usus, vel subinde eMaffl solet ess© felM. Ite quadratorum wagi . 
conun constructio iam pridem ab arithmeticis est tradita; quae autem cum 
esset iusufficiens, maiora iogeaia JjAsmir*) et Sahwieu^ ad perflciendum re- 
quisivit. Simili quoque modo ubique fere occurrit istud probleina, ut in- 
veniatur numerus, qui per 2,. 3, 4, 5 et 6 di visas relinquat unitatom, per 7 
vero dividi queat sine residue. Methodus vero idonea ad huiusinodi proble- 
mata solvenda nusquam exMbetur; solutio enim ibi adiecta in hunc tontuui 
casum competit atque tentando potius absolvitur. 


quiaem numen, per quos quaesitus numerus dividi deliet, suiit 
pa rvi, pro ut in hoc exemplo, tentando non difficulter quaesitus numerus in- 

1) Ph. m LAHmB (1640—1718), Nouvelks oomtrudtom ei comkMiom mr k$ quarr^s 
magiques <wec les dimonstraiiom, M4m. de I'acad. d. se. de Paris 1706, p. 127. V. It. 

2) X SAirmuR (1663—1716), Comtruciion gSn&ale 4e$ qumrtfs maqiquM, M4in. d® I'acad, 

d. so. de Paris 1710, p. 92. P. R. ■ ^ - 




4y-48] SOLU'TIO P&OBLeMAT IS lEITaMfiTICI t)E lNVENlEJrt)0 NUMEfeO 

V6nitur ; difficillima autem foret istiusmodi solutio, si divisores propositi essent 
valde magni. Cum itaque ad huius generis problemata solvenda methodus 
etiamnum habeatur nulla genuina, quae ad magnos divisores aeque pateat 
ac ad parvos, non inutiliter operam meam collocatam esse confide, dum in 
huiusmodi methodum inquisivi, qua sine tentatione pro maximis etiam divi- 
soribus talia problemata resolvi queant. 

3. Quo igitur, quae bac de re sum meditatus, distincte exponam, a casu 
incipio simplicissimo, quo unicus tantum datur divisor numerusque quaeritur, 
qui per ilium divisus datum relinquat residuum. Requiratur scilicet numerus 
0, qui per numerum a divisus relinquat p pro residue. Huius quidem quae- 
stionis solutio est facRlima; erit enim z=.ma+p denotante m numerum 
quemcunque integrum; interim tamen observari convenit banc solutionem 
esse universalem omnesque numeros satisfacientes complecti. Praeterea ex 
ea quoque intelligitur, si unus babeatur numerus satisfaciens, ex eo innumera- 
biles alios satisfacientes quoque posse inveniri, dum ille numerus quocunque 
multiple ipsius a vel augeatur vel, si fieri potest, minuatur. Erit autem p 
sen Qa-\-p minimus numerus satisfaciens, hunc excipit a + p, quern porro 
sequuntur 2a+j», Ba-\-p, 4:a-\-p etc., qui numeri omnes constituunt pro- 
gressionem arithmeticam differentiam constantem babentem a. 

4, Hoc exposito sequitur casus, quo duo divisores cum suis residuis pro- 
ponuntur, qui est praecipuus et sequentes omnes in se complectitur. Nam 
quotcunque propositi fuerint divisores, quaestio semper ad bunc casum, quo 
duo tantum proponuntur, reduci poterit, quemadmodum in sequentibus mon- 
strabo. Quaeri igitur oporteat numerum n, qui per a divisus relinquat p, per 
h vero divisus reliuquat q, sitque numerus a maior nurg.ero 1. Cum ergo 
numerus quaesitus z ita debeat esse comparatus, ut per a divisus rebnquat 
p, necessario in bac forma wa-f-p continebitur eritque idcirco z = ma-{-p. 
Deinde ex altera conditione, qua z per 6 divisus relinquere debeat q, erit 
z = nh -|“ q. Quamobrem, cum sit wia p = nb -f- q, determinari debebunt 
numeri mtegri loco m et n substituendi, ut sit ma p = nh q] quibus 
mventis erit ma-\-p seu nh ^q numerus quaesitus z. 



5. Quia ergo est ma p == nh q, erit n = — — - seu posito p — q = v 
erit M = Hanc ob rem definiri oportet numerum m, ut ma-{-v dividi 



SOLUTIO PEOBLIMATIS AEITHMITIGI DE INVENIENDO NUMEKO 


possit sine residuo per h. Quia est a>h, pomitur o orit 

= oportet ergo, ut mc-^v divisionem per h admit, kt; sunt 

autem a et c numeri cogniti, qui reperiuntur ex divisiono ipHiun a pm‘ b; 
erit enim a quotas et c residuum. Ponatur porro — A; orit m — 
quare numerum A inveniri oportet, ut — t? dividi queat per r?. Hi wo- 
niat, ut v per c dividi possit, operatio iam potorit fiiiiri; sumta oiiim A o 
ent m = — J et « — — ^ + quae expressio, etiamsi oviulat negativa, tamen 
ad infinitos numeros affirmativos pro 0 inveniendos est idonea. 


lem V per c non potest quo 

■ tt seu divido b per c dieoque quotum 
~ == .4/9 + debebit(][ue ’ 

JS; flet A g| nunc p per d dii 

a 

V per d non est divisibile, pono po 
-- Atque pono ut sit i 

3oterit, pono (7 0 eritque M w 1 
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ma + V 

: - 

Ah —V 
c 

JBc + V 
d~ 
Gd — V 
e 

^ De + V 

o ^ 

9 

j^_ Fg -{-v 
h 


n ■■ 

m ^ 

A 

B 


a 


d 


0 


d 


f 




f 


h 




Gh — V 


p Hi + V 

or - 


n 


h 


6 


Of “ Ct& “1“ c 

6 = /?c 4- 

c — yd e 

d = de f 

e^Bf g 

g = 7ih-\-i 

%== $i ^ ]c 


8. Haec ergo operatic, qua ad maximum communem divisorem nume- 
rorum u et & uti solemus, eousque est continuanda, donee ad residuum per- 
veniatur, quod dividat v. Quo invento sequenti mode investigabimus nume- 
rum m. Si v iam per h dividi poterit, fiet m==(i. Si per c divisionem 
admittat, fiet u4==0et»*==— • Siv per , d dividatur, fiet ,5 = 0 et At = 4 
atque m — — y = j ob J = /?c + d. Quo autem valores ipsius m facilius 

reperiantur, prime valor ipsius A per B, turn valor ipsius B per (7 et ita 
porro exprimi debet, unde nata est ista tabula: 


1 . m 


Ah—v 


2. «_2L+i?, 

o 

9 C'6-«(l + /3y) 

3. Mi 


Bh~~“v(^ds A d E A ^ ^ A A l) 

9 

Fb + v(Sst + gy3st + ^st + ^H+t+S + fiyS + p >, 


m 


m 


h 


etc. 



if<.>»Vj)l- iJiWvlJ-.- ,^.,"^S'-> 

-■v?SvV'-''’'-V-* 
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1» l3r-\-l, ^y(y + <^ + /5, 4- + /*?« + /?/ + 1 efcc., 

progressioius quisque terminus est aggregatam bx termino praecedente 
licem supra se scnptum multipHcato et termino hunc praecedente. 


9. Si igitur v per h dividi poterit, erit 
m = propter At«0; si v per A di 
■j /?. Unde sequens oritur lex: 


St numerus 
integer 






f:,;TL‘'VV 


111111 


+ j^y'4' I) 

C + d 4- /3) 


S’ 







52-53] QUI PEE DATOS NUMEROS DIVISUS EELINQUAT DATA RESIDUA 


23 


erit 

^ + y 1 == S' 4- 


^ ® 4" y (a/? 4" 1) 

1)V 

^ = ff — y (a^r 4- « + /) 

~ S' 4" y {a^Y^ -{- Y^ 4" 1) 

^ = q _ (ajSY^s -}■ (^^Y 4"*^/^s4’*^^®4"/^®4~®4"/4“®) 

etc. 

10. Ad inveniendum ergo numerum ^i, qui per a divisus relinquat p et 
per h divisus relinquat q, posito j> — q==v sequentem habebimus regulam: 

Instituatur operatic ad maximilm communem divisorem inter a et 6 in- 
veniendum eaque eousque producatur, donee ad residuum perveniatur, quod 
sit divisor ipsius v, teneaturque quotas ex divisione ipsius v per illud resi- 
duum resultans, qui sit Q, ubi operatic abrumpatur. Deinde in serie scri- 
bantur quoti a, y ©tc. in hac divisione orti ex iisque construatur nova 
seried 

1, a, a/9 4 1, a/?/ 4 « 4 J' 

quae ex ilia quotorum serie formatur atque eousque continuari debet, quo- 
usque per illam seriem fieri potest. Sub hac nova serie scribantur signa 

alternantia -{ 1 etc. ultimusque terminus cum suo signo multiplicetur 

per Q atque etiam per minorem divisorem propositum h; ad factum addatur 
residuum q divisori h respondens. Quo facto erit aggregatum numerus 
quaesitus. 

11. Invento hoc mode uno numero satisfaciente 0 ex eo statim innume- 
rabiles alii numeri satisfacientes reperiuntur. Fam si 0 per a divisum re- 
linquit et per I divisum q, eandem proprietatem habebunt quoque numeri 
ab -j- 0 , 2a64^ et mab^-}- 0 . Multiplum quidem facti ah continuo adiici vel 


Si est integer 

V 

T 

V 

c 

V 

d 

V 

e 

V 

7. 

V 

J 
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aufern potest, si a et b fuerint inter se numeri primi; nt si a h fueriTif 
numeri compositi, turn etiam sufflcit eorum mmimnm commnnem dividnum 

Mtotoentes, nt s, mmmm commums dividqus ftaerft M, oomprehen,.!! 
»i-!r+ « onmes onamo pumeros quaestioni saMsfiaientes. Qrare etiamsi W 

Tel eius mnltjplum obtmebaate nameri afflrmatiiTi Hue «mn ^ 

semper mmimae numeraa satisfeoiens mvenietr^r^dem mint! 
dividaus jlf totiee sabtrahator, potiea fieri poLt 

qei m “It retoaatT 

a - 108 , r - 6 r “ 8 W „ "r '»«» 

iaeritao; ’ «-26 atque a -62; quare operatioaem ita 


57 108 1 
67 


. ^6 57 1 

in 


■ 81 -.^ 
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entque <^ ==4:1, 6 == 29, = 10 et g = — 1, unde erit v = 11. Operationem 

ergo ut ante instituo ita: 


41 

1 



29 




12 

29 

2 



24 




5 

12 

2 



10 




2 

5 




±. 


1 

1 2 2 2 

3, 7, 17 

+ -[- — ' -{- 

Erit ergo +17 -11 = 187 atque numerus quaesitus = — 1 + 29-187, Sub- 
trahatur 29 •4- 41; erit is ==■ — 1 + 29 • 23 == 666. Satisfacient ergo quaestioni 
omnes numeri in hac forma w • 41 • 29 + 666 contenti. 

14. Compendium hinc se prodit ad supra datam regulam adiiciendum, 
quod in hoc constat, ut, postquam numerus Q per ultimum seriei formatae 
terminum est multiplicatus, factum per maiorem divisorem a dividatur atque 
residuum loco ipsius facti adhibeatur. Scilicet hoc residuum per minorem 
divisorem & multiplicatum a^ue residue q auctum dabit numerum quaesitum. 
Atque iste numerus hoc pacto inventus erit minimus, qui satisfacit. Prae- 
terea hac divisione effici potest, ut residuum prodeat affirmativum, etiamsi 
dividendus fuerit negativus. Ita in prime exemplo § 12 habebatur — 279, 
qui numerus per 103 divisus sumto quote =3 relinquit +30. Ex quo 
numerus quaesitus minimus est = 25 + 57 • 30 = 1735. 

16. Fieri deinde etiam potest, ut huiusmodi exempla proponantur, quae 
solutionem omnino non admittant, uti si quaeratur numerus,,. qui per 24 
divisus reKnquat 13, per 15 vero divisus relinquat 9; talis enim numerus per 
alteram conditionem deberet esse per 3 divisibilis, per alteram secus. Idem 

LsiOKHAUDi Eulkbi Opora omnia 1 2 Oommentat iones aritbmeticae 4 " 
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vero etiam ipsa regula ostendit; nunquam enim ad tale residuum excepto 0 
devenietur, quod dividat v seu 4, uti ex ipsa operatione videre est: 


16 


24 

16 


16 

9 


6 

9 

1 


A 



8 

i ^ 



6 


Huiusmodi vero exempla exMberi nou possunt, nisi divisores a at h sint 
numeri compositi inter se; nam si fuerint inter se primi, semper numeri 
quaesiti exMberi possunt. Sin autem divisores o et 5 fuerint numeri com- 
positi atque v non dividi potuerit per maximum ipsorum a et 6 divisorem, 
turn semper problema ad absm-dum deducit. Hocque est criterium, ex quo, 

num problema solutionem admittat, diiudicari potest, antequam operatio 
instituatur. 


,, ,16. Exposita bac metbodo universali, qua omnia generis huius problo- 

mate Me reeoW possmt, ei ea alia regula poteet formari, quae qoidem 
ad neum aou eet -tem faoilie, at simpUoitetiB plue ia se habot. Oritur oa 
antem, a iu raloribue supra iaveatie ipsius , (8 9) loco o, 0, y etc. serum 
valores ea aequatioaibas « - «6 + u, + eubstdtuaatur. Nam si 

Mtuatar operatio ad marimum oommunem divisorem inter a et i invenien- 
dum ex eaqne innotescant oontinua residua c, d, e etc., dico fore numerum 



serie continuanda, donee v per faetorem aliquem denominatorifl 


:^uumerus, qui per 16 divisus relinquat 1 et per 

t — 16, 6-9, p — l, g-..7 et — — 6. Quare 


58-59J QUI FEB DATOS NUMEBOS DIVISUS BE LINQUAT DATA EESIDUA 
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Hinc ergo erit 
,_7-6.9.16 (jA 


16 

9 


9 9 




-47. 


Satisfaciunt ergo omnes nnmeri w 144 — 47 seu w 144 + 97 eorumque mini- 
mus est 97. 

Superior formula generalis ipsius s etiam in hunc niodum potest 
exprimi 

" + s'; - ? + 

quae series fractionum eousque continuari debet, donee valor ipsius z fiat 
numerus integer. 


17. Considerabo nunc quosdam casus particulares, in quibus a ad J datam 
habeat relationem; et prime quidem sit & = « — l seu a = 6 + 1, residua 
vero ex divisione numeri quaesiti per a et 6 orta sint ut ante f et g. Erit 
ergo c =■ 1 ideoque per rbgulam postremam 

Z^p — av^^p — ap aq. 

Quae expressio, si og'+i>>aj?, dat minimum numerum quaesito satisfacientem; 
at si aq-\-p<ap, turn minimus numerus satisfaciens erit a^ — a+p — ap + aq. 
Omnes vero numeri satisfacientes in bac formula generali ma^—ma+p~ap-\-aq 
comprebenduntur, seu etiam in ista }w6*+ tnib — hp + hq + q, Quiequid nunc 
sit >w, si baec quantitas dividatur per 6* + 6, residuum erit mininius numerus 
quaesito satisfaciens. ' ’ , 

18, Quemadmodum bac ratione ope residuorum datorum, quae post 
divisionem numeri incogniti per divisores 6 et 6 + 1 remanent, ipse numerus 

4 * . ■ 
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incognitus sit invemendus, docuit Stifelius^) in Commentario ad Budolfi 
artem Cossicam. Begula eius ita se habet: Si fuerit residuum numeri incog- 
niti per & + 1 divisi p et residuum eiusdem per & divisi q, iubet q multipli- 
care per & + 1 et p per horumque factorum aggregatum per 6* + 6 divi- 
dere; quod restat post divisionem, id pronunciat esse numerum quaesitum. 
Fluit autem baec regula ex nostra generali formula, si ponatur w— jp; turn 
enim habetur + (6 + l)^, quod per &* + 6 divisum relinquit minimum 
numerum quaesitum. 


19. Interim tamen minori opera minimus numerus satisfaciens reperietur 
sequenti modo: Kesiduum q, quod ex divisions quaesiti numeri per b oritur, 
multiplicetur per & -f- 1 factumque addatur ad numerum pronicum ipsius b, puta 
ad bine subtrabatur factum ex residue p, quod ex divisione numeri 

quaesiti per b + 1 remanet, ducto in &; si id, quod restat, fuerit < 6* 4- 
erit id ipse numerus quaesitus, sin vero fuerit >6® + 6, subtrabatur ,6* + 6 
eritque residuum numerus quaesitus. Tit si quaeratur numerus, qui per 100 
divisus relinquat 75 et per 101 divisus 37; turn addatur 10100 ad factum ex 
75 in lOl sen 7575, ut babeatur 17675, bine subtrabatur factum ex 87 in 100 
sen 3700; remanebit 13975; a quo si lOlOO auferautur, prOdibit 8875, qui eat 
minimus numerus quaesitus. 


■_ --‘v'.v. 


20. Si quaeratur numerus, qui per b divisus relinquat q et per «6 + l 
Pi, erit iterum c = 1 atque numerus quaesitus 


A j)' uf ju ap*^mq (nib Hh 1) 

ob a^’^nb-^-t, Atque omnes numeri satisfacientes contiuebuntur in hac 
expressions mw5* -|- 4* + l)^ — nbp, ex qua sumto pro w numero quo- 

cunque invenietur minimus numerus satisfaciens, si ea expressio dividatur per 
, n¥ 4 5; residuum enim erit minimus numerus satisfaciens. 






^ ‘ meretuTj.quo residua jp et q, quae oriuntur ©x 
!;, .. ^1^ nunaeri per dates divisoires a et b, sunt ujter se aequaHa 

ideoque- invenitur nume^ quaesitus 

^ 16 *. 

[ ' ■ 
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Si igitur sit M minimus communis dividuus numerorum a et h, onmes 
numeri satisfacientes continebuntur in bac formula mM+p. Eadem plane 
formula quoque satisfacit, si quotcunque fuerint divisores a, b, c, d etc., pm' 
quos singulos numerus quaesitus divisus relinquat p, si quidem M denotet 
omnium divisorum minimum communem dividuum. Omnes ergo numeri 
buiusmodi quaestionibus satisfacientes ita sunt comparati, ut per M divisi 
relinquant p. 


22. Hinc satis tritum problema, quo quaeritur numerus, qui per 2, 3, 
4, 5, 6 divisus relinquat 1, per 7 vero nibil relinquat, solvi potest. Omnes 
enim numeri, qui per 2, 3, 4, 5, 6 divisi relinquunt 1, banc babent proprie- 
tatem, ut per 60, qui numerus est minimus communis dividuus numerorum 
2, 3, 4, 5 et 6, divisi relinquant 1. Problema ergo buc redit, ut inveniatur 
numerus, qui per 60 divisus relinquat 1, per 7 vero sit divisibilis; erit ergo 
ft = (50, = 7, jp =» 1, (jf = 0 et 1 ) =■ 1. Facta ergo operatione 


7 


60 

56 

4 


8 11 
1, 8, 9, 17 


erit gmmO—. 119 _[- 420w, et si w =■ 1, erit 8 — 801. 

23. Maiorem difficultatem habere videtur hoc problema, quo quaeritur 

numerus, qui per numeros 2, 3, 4, 5, 6 divisus respective relinquat numeros 
1, 2, 3, 4, 5, at per 7 dividi queat, propter residua propdsita inaequaba. Sed 
baec quaestio congruit cum bac: Invenire numerum, qui per 2, 3, 4, 5, 6 divisus 
relinquat — 1 et per 7 nihil. Illi iam conditioni satisfe-cit forma 60m 5^ 1; 
quare numerus quaeritur, qui per 60 divisus —1, at per 7 nihil relinquat; 
fit itaque a'=60, b p => ~1, q = 0 et t) = — 1 atque operatione ut ante 
instituta est — 1, quod iu — 17 ductum dat bocque per b mub 

tipbcatum dat 119, nbmerum quaesitum. 

24. Ex his duobus exempHs apparet, quomodo buiusmodi quaestiones, 
in quibus quotcunque divisores proponuntur, quibus autem duo tantum residba 


30 


hombko fea-64 

pro duobus divisoribus usi sumiiH « i v ®P®™'^Ottibus, quibus 

duobus divisoribus satisfleri debet tem obtineri. Prlmo enim 

omnibus erit satisfactum Hoc pern r> deinde quartus, donee 

f'ero commodissime exemplia expHcabitnr. 

leUnqnat T^Tu rlunquaTs*^ ’ll T ’ >'oli”qBat 6, per 9 

conditionibus 

aumeros iis aatisfimentes. e1 1„L . q pnores, et mvertigemus omnes 
quare operatio institnetur, uti sequitur: * “ » -P 6 et t? — l, 

1 8 

1» 1, 4 

fietque £f«6 + 1.4.7-.34. ^ + - -f 

form. eslVH «>««Mntur in hao 

^ P«r 68 diviai relinqumt 84. 

P«. reiinquat 34, pw’iT ”* ^™ni.tur numerus, qni divisus 

oqadstiMiBm smmratnn tloM priorea 01 . 1 * P® roliaqaat 1 . Hamm trinin 
:«- % nmlo M » - 68, » - 11 , 4. - 84, q - 8 et 


9 

1 

1. 


3 

7 


6 
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Quo mmimns numerus satisfaciens repeiiatur, ponatur m = 4; erit 

^ = 8 + 31 . 11 = 349. 

Omnes ergo numeri satisfacientes in hac continentur forma 693 w -f- 349 sen 
hanc habebunt proprietatem, ut per 693 divisi relinquant 349. 


27. Problema ergo tandem hue est reductum, ut definiatur numerus qui 
per 693 divisus relinquat 349 et per 17 divisus relinquat 1. Pacio ergo 

a -693, ft = 17, j 9 = 349, ^ = 1 et ^ = 348 sequentemque iuxta data prae- 
cepta instituo operationem: 


17 


693 

697 


41 



41 

1, 41 
4- - 


=■ 693 • 17 • w + 1 + 41 • 87 • 17. 

Quo minimus numerus satisfaciens prodeat, pono m = — o eritque 


“ 1 + 102 • 17 = 1736, 


qui est mimmus numerus quatuor praescriptis conditionibus satisfaciens. Omnes 
autem, qui satisfaciunt, hac continentur formula 11781w + 1735. Ex hoc 
exemplo ergo abunde intelligitur, quomodo omnes huiusmodi quaestiones sint 
resolvendae. 

28. Pertinet hue solutio problematis chronologici saMs cogniti, quam, 
prout ex his regulis inveni, apponam, in quo annus a Christo nato quaeritur 
ex datis cyclis solis et lunae una cum indictione Eomana ilhus Cum 

enim cyclus solis sit residuum, quod oritur divisione numeri anni novenario 
aucti per 28, cyclus vero lunae sit residuum, quod oritur divisione numeri 
anni unitate aucti per 19, indictio vero Eomana sit residuum, quod oritur, 
si numerus anni temario auctus per 16 dividatur, sequens prodiit solutio. 
Sit p cyclus soEs, q cyclus lunae et r indictio Eomana; multiplicetur p, per 
4845, q per 4200 et^ r per 6916, haec tria producta cum numero 3267 in 
unam summam coniiciantur eaque dividatur per 7980; quod remanebit resi- 


32 











pip,; 






SOLUTIO PROBLEM ATIS ARITHMETIOI Dl INYENIENDO NUMERO [86. 


duum, erit numerus anni qaaesiti. Si annus periodi lulianae requiratur, turn 
operatic eodem modo instituatur, nisi quod numerus 8267 negligi debet/ (mae 
est regula iam passim tradita. * 


29. Multam quidem operaju requirit solutio pro pluribus divisoribus 
SI quidem problema continuo ad casum, quo divisorum numerus uuitafce mi- 
nuitur, ut in praecedente exemplo fecimus, reducitur; at ex ea ipsa operatione 
facdior multoque brevior via sese prodit, qua statiin proposita quaestio 

quotcunque etiam fuerint divisores, ad casum duorum divisorum reduci potest- 
quae regula ita se habet: ^ ' 

numerus, qui per divisores a. b, g, d, e, quos numeros 
inter se pnmos esse pono, divisus relinquat respective haec residua p, q 
r, s, t. Huic quaestioni satisfacit iste numerus 


Ap -j- JBq -|- -|- J)8 -j- £!( -j- mabcde, 


quat, per a vero divisus relinquat unitatem; B est numerus. qui ner acds 

tz: p « 

S ’ '’“I ^ m 

c divisus mini relinquat, per e vero unitatem; qui ergo numeri ner 
lam pro duobus divisoribus datam inveniri possunt ^ 


THEOREMATUM QUOEUNDAM 
AD NUMEROS PRIMOS SPECTANTIUM 
DEMONSTRATIO') 

Gommentatio 64 indicia Enbstkoemiani 

Oommentarii academiae scientiarum PetropoHtanae 8 (1736), 1741, p. 141-146 

1. Plurima quondam a Permatio theoremata arithmetica, sed sine demon- 
strationibus in medium sunt prolata, in quibus, si vera essent, non solum 
eximiae numerorum proprietates continerentur, verum etiam ipsa numerorum 
scientia, quae plerumque Analyseos limites excedere videtur, vebementer esset 
promota. Quamvis autem iste insignis Qeometra de pluribus, quae proposuit, 
theorematis asseruerit se ea vel demonstrare posse vel saltern de eorum veri- 
tate esse certum, tamen nusquam, quantum mibi constat, demonstrationes 
exposuit. Quin potius Fermatius videtur maximum tbeorematum suorum 
numericorum partem per inductionem esse assecutus, quippe quae via fere 
unica ad buiusmodi proprietates eruendas patere videatur. At vero quam 
parum inductionibus in boo negotio tribui possjt, pluribus exemplis possem 
declarare; ex quibus autem unicum ab ipso Fermaxio desumtum attulisse 
sufficiat. Loquor nimirum de iUo tbeoremate, cuius falsitatem iam aliquot 
ab bine annis ostendi, quo Fermatius asserit omnes numeros bac forma 
2®" + ! comprebensos esse numeros primes. *) Ad veritatem autem buius 
propositionis evincendam inductio omnino sufEcere videtur. Nam praeter- 
quam quod omnes isti numeri minores quam 100000 sint revera primi, demon- 
strari etiam ^facile potest nullum numerum primum GOO non excedentem banc 
formula m 2®“ -j- 1, quantumvis magnus etiam numerus pro n substituatur, 

1) Vide etiam Oommentationes 184 et 262 huius voluminis. I, B. 

2) Vide Oommentationem 26 hiiiiis volnminis. E. E, 

LisoNHAiiDi EtrzjsEi Opdtft oxBiiia la CoinixiQEtatioiaes 6 
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metiri. Cum tamen nihilominus constet hanc propositionem veritati non esse 
consentaneam, facile intelligitur, quantum inductio in huiusmodi speculationi- 
bus valeat. 


2. Hanc ob rationem omnes buiusmodi numeroruna proprietates, quae 
sola inductione nituntur, tarn diu pro incertis habendas esse arbitror, donee 
illae vel apodicticis demonstrationibus muniantur vel omnino refellantur. Non 
plus etiam illis theorematis, quae ego ipse illi schediasmati, in quo de memo- 
rato theo remate Fermatiano numerisque perfectis tractavi, subieci, lidendum 
esse censerem, si tantum inductionibus, qua via quidem sola turn temporis ad 
eorum cognitionem perveni, niterentur. Nunc vero, postquam peculiari methodo 
demonstrationes horum tbeorematum firmissimas sum adeptus, de veritate eorum 
non amplius est dubitandum. Quocirca tam ad veritatem iUorum tbeorematum 
ostendendam quam ad methodum ipsam, qua demonstrationes has inveni, ex- 
ponendam/) quae forte etiam in aliis numerorum investigationibus utilitatem 
afferre poterit, in hac dissertatione meas demonstrationes explicare constitui. 


3. Propositio autem, quam hie demonstrandam suscepi, est sequens: 

Mgnificmte p nmmrtm prwnm formida -1 p^ p MmM 

potent, nisi a per p dwidi queat. ’) 


Ex hac enim propositione demonstrata sponte reliquorum tbeorematum veritati 
fluii Casum quidem formulae propositae, quo est a~»‘2, iam ab aliquo tem- 
pore demonstratum dedi®); attamen turn demonstrationem ad generalem for- 
mulam extendere non licuit. Quamobrem primo huius caaus probationem 
afferre conveniet, quo transitus ad generaliora eo facilior reddatur. Demon- 
stranda igitur erit sequens propositio: . 

Bgnificmte p mmenm primim mparm qmmmngm formula 1 

' . .semper per p dividi poterit. 



lA edition^ pnnoipe luanusoiipti verba gua demomtraMones has inif&ti, esiponmdmn, omlssa 

Hoc cel?bre theorema, quod ab iuventore theorem fBUMATiANW nomiaati aolet, Fbe- 
d. d, 18. Ootobris a. 1640 oum laBMOUo siae demonstratioite oommunioavit Tide 
C, Farifli opera mthetdaUca, Tolosae 1679, p.l62; Omvres bmPmsmat, til, p.206. 
Hfioistratioue theorematis PEaMAMAira aute EuLBanM a LratBNmo data vide 0, Vaooa, 
. ^ostraeUme di m teorma di Fermat, Biblioth. Mathem. 8„ 1894, p. 46, et 

anfder Sudhe nook eiwer allgemkim Biblioth. Mathem. 

p. 29. F, R. 8) Vide p, 8— -4. '"F, R. 
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DEMONSTEATIO 
Loco 2 ponatur 1 + 1 eritque 

+ 0-1) (2,-2) (i)-3)(i)-4) , 

1 1*2 1»2*3 ji^ 2 . 2 J r BtC.^ 

cuius seriei terniiuorum numerus est et proinde irupar. Praeterea qui- 
libet terminus, quamvis habeat fractionis speciem, dabit numerum integrum; 
quisque emm numerator, uti satis constat, per suum denominatorem dividi 
potest. Demto igitur seriei termino prime 1 erit 

(1 + l)j>-i _ 1 _ 2*’-^ - 1 

= (i’-l)0-2)0-3)()t,-4') , , 

1- ^ 1-2 ^ 1.2.3 I nTsTT^ ^ + etc., 

quorum numerus est — l et propterea par. Colligantur igitur bini quique 
termini in unam summam, quo terminorum numerus fiat duplo minor; erit 

21-1 _ 1 „ Kp-I) I Ji(p-l)0-2)(y-3 ) 
i'2 ' 1-2-3-4 

4- j?( f-^)0-2)0-3)O-4)O -6) 

^ 1-2-3-4.5.6 

cuius seriei ultimus terminus ob p numerum imparem erit ' 

Zi) (i i--2) • ■ . 2 

l-2-3“. . 0-1) 

Apparet autem singulos terminos per p esse diyisibiles; rin,Tu cum p sit 
numerus primus et maior quam ullus denominatorum factor, nusquam divi- 
sione tolli poterit. Quamobrem si fuerit p numerus primus impar, per Ulum 
semper 21-^— 1 dividi poterit. Q„ E. D. 

ALITEE 

Si 21"“^ — 1 per numerum primum p dividi potest, dividi quoque poterit 
eius duplum 21* — 2 et vicissim. At est 


Quae series terminis prime et ultimo truncata dat 


£ + 4 . £(f. “DCp,-,?} r 

1-2 ^ 1.2.8 ^ “^" 1.2 


— 2 . 


Perspicuum autem est istius seriei quemvis tenninum per j? esse divisibilem 
siqmdem jp fiierit numerus primus. Quamobrem etiam semper 2'* -2 per « 
et propterea quoque per p dividi poterit, nisi sit jp-.2. Q. E D 


f -1 2 ^“' — 1 per numerum primum imparem dividi queat 

aci e intelligitur per p quoque dividi posse hauc formulam deno* 

T>A<-a i. n ’ j. ± —1 etc. per numerum primum p dividi 

r*r cibrnr p™ 

prater .Mnimurn. P®*®**® P quiouaque numerua primus 


atraWmim''”**™*"***' *’**®™'“*® “P® aequans quoque Uemou- 


THBOEEMA 


formula 




SiS'C ' '■ ■ MSiONSTElTIO 

^ ® dividi potest, turn 

0st vero ^ niimerus primus quicunque, et vicissim 


vicisaim, 


MS'““ ' + f ■ ^ + .+ 




^ ^ >4,,i i A 

w. 


'■^S'''''^?''^' ^'' '' ' ' ' ft - n "•'■■■-' ',M 


3^ --8 -' 2 ^ + 2 : 




£ uumerum prsnum - '^rii' 


«i^go S^ — 3. 



'4 ■’/''’■“Vs \'' ' '"' ' ' ' ' " 

>....., i'..„ J-;:;^.;::::V 
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Quare 1 semper per p dividi potest, quoties p fuerit numerus primus 

6XC6ptO o. y, Jgj. X). 


6. Eodem modo ulterius progredi liceret ab hoc ipsius a valore ad sequen- 
tem unitate maiorem. Sed quo demonstrationem geueralis theorematis magis 
concmnam magisque genuinam efficiam, sequens praemitto 


THEOEEMA 

Denotmte p numerum primum si a^-~ a per p dividi potest, tmn per idem p 
qmque formula (a + 1)^ — a — 1 dividi poterit. 


DEMONSTEATIO 

Eesolvatur (1 4- ft)*" consueto more in seriem; erit 


(1 + ay 


1 + I a + 


iTs “ 


4- i>(ff-l)(p - 2 ) 


1-2-3 


'a-H- 


+ I 




cuius seriei singuli termini per p dividi possunt praeter primum et ultimum, 
si quidem p fuerit numerus primus. Quamobrem (1 + «)«’ — uP — i divisionem 

per p admittet; haec autem formula congruit cum hac (l + a)^’— a 

At a^—a per hypothesin per p dividi potest, ergo et (l-fo)?— a—i, q. e. D. 


7. Cum igitur, posito quod a^ — a per p numerum primum dividi queat, 
per p quoque haec formula (u + !)»>_ « — i divisionem admittat, sequitur 
etiam (a -f 2)^ — a — 2, item (a + 3)^ — a — 3 et generahter (« + 6)’’ — a — h 
per p dividi posse. Posito autem a 2, quia 2^ — 2, uti iam demon- 
stravimus, per p dividi potest, perspicuum est formulam (6 + 2)^ — 2 
divisionem per p admittere debere, quicunque integer numerus loco h substi- 
tuatur. 


Metietur ergo p formulam a^—a et consequenter etiam hanc^) 1, 

nisi fuerit a vel multiple ipsius p. Atque haec est demonstratio gene- 
ralis theorematis, quam traders suscepi. 


:fS 


1) In editione prinoipe manttscaipti verba a'^—a et comeguenter eMcm ham omissa sunt f.R. 


THEOBEMATUM QUOBUNDAM ABITHMBTrCOBUM 

BEMONSTRATIONES 

Oomaentatio 98 iadiok iHMraowiAw 

oameatarii aoademiae soientiaraa PatropoUtMw 10 (1738), 1747, p. ia5»-i4e 

eo P'”"”- ■'otarunt 

demonstoatu difflciUs, ftaniTOT qaidoTTitr'’"*'” abscondita et 

copiam reliqait, nasqnam antam maffnam ialium theorematum 

• assent 

«t ote »qriptaX^pS» u Sit ■'“I®''™ 

Stailis quoqqa est proporitiopum Tn°™L 

sununam- peqnq diflamtiam' daomm biquadratoTn. TT 

posae aaseritop; ,uaavia epim da LTTTT™” copaHtaeM 

■liMam quamdam- .a temouo olim Tina'TtT' 

,,^ - S SI 

'!<"-."’v'' .. ''''-I''', ■' ■' ' ■'-> ' 
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attentio adlubeatar, to perspime intelligi p„ssit Haac ob rem operae pre- 
tmm fore aAiteor, sr barum proposition™ demonstationes a t^n^ 
re^gnbs abstra^™ easqne analytice et dare proposnero. Bo mai 

mtUto ifflcibora ex us ebra possnnt. Hue scilicet periinet tbeorema fflad 
celebre rEBMAm, quo statuit nuitam numeram trigonalem esse posse biqua- 
drat™ praeter unitatem, cuius demonstraiiouem ex ilUs formare ili coutMM 
0 difficihor autem isla demonstratio videtur, cum propositio exceptioni sit 
obuoxm atque tentum ad numeros integros pertiueat; numeris en^ fractis 
inflnitis modis efflci potest, ut — j_> flat biquadratum. Ad hoc igitur aliaque 
nomulla theoremata demonstrauda necesse erit lemmata quaedam praemittere, 
quibus soquentes demonstratioues iunituntnr; ante autem mouuisse oportet 
perpetuo omnes litteras mihi Btimeros integros designare. 


LEMMA 1 

Factum ex dudbus pluribusve numeris inter se primis nec quadratum nec 
cubus nec ulla aha potestas esse potest, nisi singuli factores sint quadrata vet cubi 
vet eiusmodi aliae potestates. 

Demonstratio huius lemmatis facilis est atqne ab Euolidb’) iam est 
tradita, ita ut superfluum foret earn hie exponere. 


LEMMA 2 

Si a ■\-b^ fuerit quadratum atque a et h sint numeri inter se primi, erit 

a’^PP qq et b*^2pq existentibus p et q numeris inter se primis altero pari, 
altero impari. ’ ’ 

DEMONSTRATIO 

Quia est quadratum, ponatur eius radix ubi fractionem 

in minimis terminis pono expressam, ita ut i? et g- sint numeri inter se primi. 

1) Vide p. 61. F. E. 

2) Boolidis Elmsnia (ed. I. L. vol. 11^ lit. VII prop, 30 (= 32' aliarum 

editionum). F, E. , ; 


Facta autem aequatione erit a* + ^ Uode fit 

P |l|l ' ' ' “* 


[127^138 


a : h m.pp — : 2pg. 


2 m!“?/ ™* ““““'m h>imi 

»Zrr, ; I*®" ““Wi inter »e 

^ ul r ’ “ ^ P". «!*« impar, ne- 

a-^pp — qq et l^tpq. 


“*** “ “I®”, qao nnmeri 

ef s Ll^iZT^ZZ P 

S merque merit impar (uterque emm par ©sse neqait. oaia inW 1 

LA r ' ‘ “™“q- P-. «>t« 

' ^ ^ 2r3 6t h ^ ff mmm 


quae expressip, quia cum priore congruit, indicat si ««»L 7 i;i <■ «jj. j x 
et numeri a et h sint inter se fuerifc quadratum 

duomm qnadratomm inter se primoLm ’ QueZreir™” T ^i^rmUam 
alterum vero numerum aeanuT^ impar, 

tormn. Hoc est 3 ^ “ ’*«<X'>’“ «<»««» quaL 


et b>m>^pq 


:: v=' , - ,r.f . ',. 


Jl nummia inter se primis altero pari, altero impari, Q. B. D. 


OOBOLLiJRItrM 1 

rttermn qaadraC Primomm fderit qnadratom, 

tuwnan, deom.an.dratorJ^^wl-'^™” 


o/V-l -iPi*, i " e*>- !> 

t i ^ ■ V, vC J , , di *■ , 1 


‘ “P“»“- »« poue esee qnadratL. 
OOBOLLABIUM 2 ' 


ii§i||;|||ip’S||; , . j.:, 

psT^ » «t * **, jwta », erit 

’SlS^ifaijfSiv . ^ -«>-«« et I>at 5-^e, 

V , V' ,' ,»'?■? 
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COROLLAEIUM 3 

Quia porro numerorum i, et ^ alter est par, alter inxpar, erit 5 numerus 
panter par seu per 4 dxvisibilis. Delude si uec ^ uec , Lrit per 3 divisi! 

1 IS, necesse es , u vel q p-\-q^ divisionem per 3 admittat. Unde 
sequitur alterum numerorum a et &, quorum quadratorum summa facit qua- 
dratum, esse per 3 divisibilem. ^ 


OOROLLARIUM 4 

^ Cum sit a ~qq ^pq, si aa + U coustituat quadratum, facile 

Intel igitar numeros et q minores esse quam a et 1. Quoniam enim est 
a^{P + q){p q), ent a>p-irq, nisi p~q sib = 1; atque ob J = 2pq erit 
I maior quam p vel q. Potiore ergo ratione numeri « et 6 maiores erunt 
quam numen i? et q. Fieret quidem a«0, si foret p=^q, sed hie casus 

locum non habet, quia p Qi q ponuntur numeri inter se primi eorumque 
alter par, alter impar. ^ 


8CHOLION 

In demonstratione huius lemmatis ex analogia a:b=^pp — qq‘.2pq ideo 
sequitur esse a^pp-qq et lu^2hq, quia a et 6 sunt numeri inter se 
primi pariterque numeri pp-qq et 2pq. Si enim fuerit a:b^e:d atque 
tarn numeri a et b quam numeri c et d sint primi inter se, necesse est, ut 
sit a — c et 6 — c?, prout facile ex natura proportionum constat. 


LEMMA 3 

Si fmrit aa — bb quadratmt, existewtibm a et b nmieris inter se primis, 
erit a^pp + qq et vd h^pp — qq vd b<=^2pq, nbi numeri p et q sunt inter 
se primi eorwmque alter pw, alter, impa/r, 

DEMONSTRATIO 

Quia aa — bb est quadratum, ponatur a* — e* eritque a® = 6* + d 
atque b et c numeri inter se primi. Oum igitur per Corollarium 1 lemmatis 
praecedentis numerorum 2> et c alter par sit, alter impar, necesse est, ut a 
sit numerus impar; b vero rel par erit vel impar. 

Lisokhakdi Eclbbi Opwa omnia I» Oommentafelones arifcJametioae 6 
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Sit prime 1 impar ot c par; erit per leimua priu'mlenH b*-^ pp ~~~qq 
c = 2pg' existentibus et g irameria inter se primiH aitmi pari, atteru im- 
pari. Hinc autem jBlt a—iJp + gg. At si b fuerit par et e impar, erit 
?) = 2ijg et c=-^pp--qq, unde deimo tit a ^pp i-qq. guorlrt-H si aa^~bb 
fuerit quadratum, erit 

a^pp-\-qq atque vai //—jj/j — fg toI 

Q. E. D. 

GOBOLLARIUM 1 

Si ergo differentia duoriim quadratorum est tmmoruR (luadratna, maius 
quadratmn debet esse numerus impar, si quidem ilia tpuulrata inter se 
fuerint numeri primi. 


COROLLABItJM 2 

Simili porro modo intelligitur numeros p et q minores esse qnam im- 
meros a et h, cum sit «— atque b vel m»pp^.qq vel ». 2;ig. 

COROLLAMUM 8 

Si fuerit oa~W«cc, unus numerorum a, b, & semper per 5 divwibilis 
existit. Nam cum sit a-^p + gg, h^pp~.qq et c-.2pg. vel alter mime- 
lorum p et q per 5 dmsibilis est vel neuter; illo autem easu fit « divisibile 
per , . oc vero casu erunt pp et qq numeri eiuamodi fonaae f)« + 1, 
ergo vel pp - qq vel pp + gg per 6 divisibile erit. 


THEOREMA 1 

ut «on pom mo qpmdratmn, nid d 

terim biquadratum evamscat 


demonstratio 

fuerit ft* dsnioustrando ita versabor, ut ostendam, si uno cas 

turn contirinn quautumvis etiam magni fuerint numeri a et i 

ores numeros loco a et b assigniyri pesse atque tandem a 
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minhnos numeros integros perveniri oportere. Cam autem in minimis nume- 
iis taes non dentur, quorum biquadratorum summa quadratum constitueret, 
concludendum erit nec inter maximos numeros tales extare. ’ 

Ponamus ergo + esse quadratum atque a et b inter se esse nu- 
meros pnmos; msi enim primi forent, per divisionem ad primes reduci 

possent. Sit a numerus impar, b vero par, quia necessario alter par, alter 
impar esse deliet. Erit ergo 


aa = pp~qq et 

numerique p Qt q inter se erunt primi eorumque alter par, alter impar. 
Cum autem sit aa^pp — qq, necesse est, ut sit numerus impar, quia 
alias pp — qq quadratum esse non posset. Brit ergo p numerus impar et q 
numerus par. Quia porro 2pq quadratum. esse debet, necesse est, ut tain p 
quam 2,q sit quadratum, quia p et ’^.q sunt numeri inter se primi. Ut vero 
pp — qq sit (quadratum, necesse est, ut sit 


p ”=■ mm nn et q = '■Imn 

existentibus iterum m et n numeris inter se primis eorumque altero pari, 
a ero impari. Sed quoniam Iq quadratum est, erit 4ww seu ww quadra- 
tum; unde tarn m quam n qu'adrata erunt. Posito ergo 


erit 


m ^uoso et n = yy 

p mm ===■ ixf -[- 


quod quadratum pariter esse deberet. Hinc ergo sequitur, si a* -j- ¥ foret 
quadratum, turn quoque of' + tf fore quadratum; manifestum autem est nu- 
meros X (it y longe minores fore quam a et b. Pari igitur via ex biqua- 
dratis x'^-^-y^ denuo minora orientur, quorum summa esset quadratum, atque 
pergendo ad minima tandem biquadrata in integris pervenietur. Cum ergo 
non dentur minima biquadrata, quorum summa efficeret quadratum, palam 
est^ nec in maximis numeris talia dari. Si autem in uno biquadratorum 
pari alterum sit —0, in omnibus reliquis paribus alterum evanescet, ita ut 
bine nulli novi casus oriantur. Q. E. D. 


OOEOLLABIUM 1 

Cum igitur summa duorum biquadratorum non posset esse quadratum, 
multo minus duo biquadrata coniuncta biquadratum efficere poterunt. 



ARITHMETIfOlilJM UKMftNBTH ATrOKKS f ii 

(X)ROI,I,AItIIJM 2 

QuMcjuam dmonstratio haao teatu... ...1 u,u„«ro« i„f™r,» ,,arti„.t 

taman atom per earn conflcitur, „e i„ lh„-!i« ,,„i,h.m paultal Iht 

ben posse, quorum snmmii asset iiuailratuiu. .N’mn si “■ i. ruml „„,i 

turn, turn quoque in iutegris eeset a-«< + i.,„. qumimtum, Imit 

per ipsam demonstrationem. RftjWt 

OOROLLAEIUM 3 

et e 'f-'t n.u, duri eiu.m.uli uumer™ « 

reutur vaiores pro^f 71 “i Set;, t + “ tlS':”;:;;'::' 

COEOLLAIOTM 4 

ozutSqt u/j_Vsit Sfmtum* 7 ~ 

esse poterit; foret euim quadratum 16*‘ J4e^ ol!"ir7lV‘“lt" 

ad priorem recidit. ^ wquadiutum 


COROLLAfflUM 5 


Sequitur Mnc etiam aJ fa* 4- 6*1 onnjlwjtnw, 
tores enim a, h a* 4- 6* intAi. mmquam esse posse. Ob fac- 

quod fieri nequii ^ ^ 8i»gulo« quadmta t»88ts oporteret, 

COBOLLiMUM 6 

producerent 2a6(aa~r6Tquarratur*% ^ dabuotur, qui 

stratum est uon dJmm^7T.t ’"f”' *• 

Haec omuia autem quoque vaW 7 s“* *’*’ ~ ” 

adeo fractis per Corollarium 2 ^ umeris inter se non primia atque 


THBOBBMA 2 


Differentia duorum biqmdratoriem. ut /»<*■ n 
vel h = G vel 6 « a. ^ nm es^ gmdrcdwn, rm 




DEMONSTEATIO 

Iheorema hoc pari modo demonstrabo quo praecedens. Siut igitur bi- 
quadrata iam ad minimos terminos reducta atque ponamus a^ — ¥ esse qua- 
dratum; erit « numerus impar, h vero vel par erit yel impar. 


CASUS 1 

Sit prinio h tiumerus par; erit 

=pp Q.<1 Ot 1)^ = 2pq 

existontil)us p et tj inter se primis eorumque altero p pari, altero q impari. 

Ob // -= debebunt ergo 2p et q esse quadrata. Quia porro pp + qq ipsi 
aequatur, erit ^ 

q^mm~nn et p^'imn 

existentibus m et n muneris inter se primis. Cum autem 2p sit quadratum, 

erit 4:Mn, hoc est mn quadratum; adeoque m et n singillatim quadrata! 
Factis ergo 

w = et w = 
fiet 

q ™ 

ubi cum numerorum m, et n alter sit par, alter impar, erit quoque numero- 
rum x Qi y alter par, alter impar. At ob q quadratum quadratum erit 
x^ — y\ ubi X erit numerus impar, y vero par. Quocirca si fuerit — ¥ 
quadratum, quadratum quoque erit — y^ existentibus x et y longe minori- 
bus quam a et A Cum ergo in minimis numeris non dentur duo biquadrata 
diiferentiam quadratum habentia, nec in maximis dabuntur, saltern casu, quo 
minus biquadratum est numerus par. Q, E. Unum. 

CASUS 2 

Sit nunc I numerus impar eritque 

a*— ijjo + gg et h^-’^pp — qq 

existentibus p Qi q numeris inter se primis eorumque altero pari, altero im- 
pari. Quia vero pp — qq est quadratum, erit p numerus impar et propterea 
2 par. Ductis autem a® et A in se invicem prodibit ~p^ — 2* 9 .nae 
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expressio per casum primurn quadratum oaao ideoquo ipni a.Himiri non 
potest. Differentia ergo duorum bitjuadratoruiii milltj luotiij pot^wl uua^ 
dratum, nisi vel ambo sint aequalia vel minus — {). q. h, AIt4'rum 1). 


COEOLLiEIUM 1 

Cum sit a^.^pp-{-qq et W ^^ipq itemque h 

atque porro w — et erit j iff />* .« j,i 

quo habebitur a / et I) — 2 «!/ !/(»* — (/). ' *' ‘ ’ '' 


UUItULDAttiUM 2 

mmeris exiguis £c et y darentar tales, quorum biiimulrato- 

imn differentia constitueret qmdretum, ton ex iia slnti,,, multi, mnioi-m 
numer, eadem pi-oprietate gandentoe a et b invraiiri p„sH«,t. 

COBOLLAmUM 3 

alt.xnm“ vel »„„t ,re,,uulia ,el 

“n°’ 7“ “T ““ pv»6t>e™: facto oniu, vol x~,j vel y .. a at 

«« , imde VIS demonstrationis ao msgis pereipittir. 

C0E0I.UR1UM 4 

poterin/adlz-^^tf - 

COKOLLiRIDM 0 

quam fieri^p^ssrouadratT^VI ~ + W) an- 

eiusmodi Lile’ad in+o^^^ composiM atque adeo fracti. Fractiones enim 
jmodi facile ad mtegros atque integri ad numeros inter ao primes redu- 

OOROLLAEIDM 6 

prJl'TnSX^^preCtafe “^"“*** 
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Quorundam arithmeticortjm demonstration's 


I. a’‘ + ¥ 

II 

III 4.a*-¥ 

I'V*. Ctfl)(Q’(i 
V. 2ah(aa-bh) 


VI a^ — ¥ 

YII 4a^ + ¥ 

VIII ah (aa — bb) 

IX. 2ab(aa -\-bb) 

X. 2a^ + 2¥ 


Decimam expressionem ideo adieci, quia eius veritas mox demonstrabitur. 


TH.EOEEMA 3 

Hmuna duorum Uquadratorum bis sumta ut 2a^ -\-2¥ quadratum me nequit, 
nisi sit a ^ Ik 

DEMONSTRATIO 

Poiio prhiio a ut b niimeroB esso iuter ,se prinios; nani nisi tales essent, 
formula per divisionem eo reduci posset. Facile autem perspicitur utrumque 
numerum a et b esse debere imparem; si enim alter par esset, turn fieret 
2a^ + 26' numerus impariter par, qui quadratum esse nequit. Porro haec 
forma congruit cum ista (aa -f- 66)" -|- (aa — 66)", quam, ideo demonstrari 
oportet quadratum esse ' non posse, nisi sit a = 6. At ob a et 6 numeros 
impares orunt a" •+■ 6" et a" — 6" numeri pares, ille quidem impariter, hie 
vero pariter par. Perventum ergo est ad hanc formam (““ t 

♦ aa + hh , aa---hh . , ' ^ / ' \ 2 / 

m qua et sint numeri inter se primi, ille impar, iste vero 

par; quamobrem si forma proposita esset quadratum, foret 


aaH-66 

2 


- qq 


et 


aa — bb 

~2 




unde reperitur a* ^pp -(- 2pq — qq et b^ =pp — 2pq — qq, quarum expressio- 
num differentia est 

ipq’^ aa — bb; 


ideoque erit a et a — b^^ un(je 


et 

n m 


6== 


mp 

n 


^1. . 

m * 



§ ™K0IIEMATIIM QUOHUNDAM AllITHMETUrolU'M HEMON'HTlUT 
Pacta autem hac substitutione erit 


w>NK8 [las-iae 


'nn + mm — qq 

Oporteret ergo esse quadratum 
nequit. Q. E. D. 


attJUO mm i «»» 

tf mm\iin turn} mm inn mmf' 

« ~ fw , quod per pnujcmloiw ttieoreiua fieri 


uuttuoiiAItiUM I 


Si ergo a et h fuerint luimeri imuareK 'Kti.u,, in 

quadratum; debarent enim a, ^ at ‘»« i i*-!/,/ T 

tbeorema fieri nequit. " ” ^ quadrarii. quod par hoc 

COfiOLLAItlOM 2 

»d f|-nnul.L mma 'Mina + uy, 

COBOLLABIUM 3 

tur, - Wnf 

nurneri a et l> ambo sint impares. ^ »««» tu'u posstn etluiu si 


COROLLIMUM 4 

theorematia oaiandi potest ex fora 

eBt qoadratum. Kerf autem 

quadratum, si eorundem auadratni-i, ’ quadratorum s 

tarn pp + quam pp - differentia fuorit quatimtum. 8i enii 

quod fieri nequit quadratum, quadratum esset p* -s 


Simili modo a 
quae est differentia 


COBOLLARIUM 5 

- euuM + J. qui^t„„ 

- «»“« + »‘ - (uu _ U)’ - iaahh, 

emsmodi quadratorum, quorum suuuma &cit quadratum. 




[ 


. 
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COEOLLAEIUM 6 

“‘ +«“■*-■+»* 0-*atum ease nequit, qeia ert 
_(«+6) +4M6i, <ju„„m qnaA.-atorum aumma qaadratnm ease neqait 
qma eorundem diftetentia (a- + i«)> _ eat quadratam. 


THEOKEMA 4 

^ ^ Ihtsiltm differentiar. dmmm Kquadraormt ut 2a‘~2i‘ suadratum esse mmdt 
msi sit ^ ’ 


DEMONSTBATIO 

Ponamus a ot b numeros inter se primes et 2a^ — 2¥ esse qnadratum- 
erunt a ot b numari impares. Foret ergo 2{a~b)(a+b){aa + bb) qnadratum 
ideoque etiam oiua pars decima sexta sen Y + qui factores 

cum sint inter se primi, singuli esse deberent quad'rata. Sit ergo 


erit 

unde fit 


a~b , a+h 

2 2 - “ 

a mmpp -}- g/q et fc = -~pp, 


Cum igitur qnadratum esse nequeat, etiam ideoque 2a* — 2?/ 

quadratum esse uequit. Q. E. D. 


THEOEEMA 5 

Neque neque 2ma* — 2w®&* poiest esse qmdratim. 

DEMONSTBATIO 

Ponamus a et 6 esse numeros inter se primes atque m numerum esse 
nec quadratum nec per quadratum divisibilem; si enim m esset divisibiKs per 
Lroithaepi Etotoi Opera oiania Is CommentatiODe^ arithmeticae 7 



otohunium Mmnmrwum m |ia7-.,se 

qmdratam, turn Ihctur quiulratus ii,.,- ilivlsi<,n..„, |„iii , 

»> ease i.umerum tam a.l a quaii, h .Tunt „1. ' 


mcr 


• mm m(aa — mbh){au + mbtn 


toti fMtorea inter ae primi idoeque »i.,Knli ««, delierent ,|,„>,|r«in Parte 
deberet (« .pneirnt,',..:, t,,, « 

inte^rtrpiot vd ""i"" 

vei « qLri:? p”::; ir „ r;'! "r™: ™> 

«'-43.‘4‘ quadratum, quod pariter lie'ri - -Iw- opart,., .et «, 

foret .a* .dyt* q^dratu.u, „uod per t),,.„r,,!.,.:\,r::::,d:r;;,.: 

»-ro, rnrudum es??:, :t“‘“ “■ — ^wue 

nnlto faetorem quadraTu.n dlL “r™ i”""- I’"' • -luia », 

Ob taetore. antem hj„ tautauf tal I" 

rent esse quadrata adeoque r et s vbI yj* ■ J , “***'* vtd ^rs dehe- 

tur, qaas quadrata esse non posse km fomiulao oriren- 

case non posse lam est ostensuiu. y. K. ij. 


COROLLAJMUM 1 

Hmusmodi igitur formae ot«{«V — nt 0/14 

esse non possnnt, quiconque etiam numeri lio „ ‘r ”t iT.” - 

TO, n, a et b accipiantur. 


2«’Ma_2m«>M qltTte M 8 rpoteTS^r''AT’ 

aratnm, nec + «ec 2 «>»aa + wj “ 7 

-t- 4wn bh quadrata esse poterunt. 

COBOLLAMUM 8 

Ponanaus maa -j- nih cc; erit j , 

''^b)(cc~ 2 nhb) neaue ergo esse neque 

j““. to. Luriswr; At,uesifa4it 

2«(00 + mxcc + 2 nM) poterit 


n(cc — n 

ec + 
a a 


m 
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COROLLAEIUM 4 

Si ponatur + et S_ 2 p 5 , sequentes obtinebuntur formulae 

Tmci p!S 2»(f-‘+6«ppsj + «V)>), quae nuUo modo quadrata 

THEOEBMA 6 

Negm mu* + mV negm 2«a‘ + -imV potest esse gmiratum. 

dbmonsteatio 

O — quadratum, turn nec mf-\-mq^ nec 

Imp ^ Mtiq quadratum ullo modo ease posse; fieret enim yel mYu* — u*) 

vel 2m {p — q;) quadratum contra iam demonstrata. Paciamus autem 
mp^ — mgt quadratum ponendo radicem eius erit m« 4- 

p{aa--mlb) h ^ if ~ \l 


uude repentor Sit igitur p-a> + mV-, erit g-o?-mV 

adeoque pf + ft -'iaf +inV. (Juadratum ergo ease nou poterit prime 
mp + «,g<_ 2ma‘+ 2»’S‘, deinde 2iap-+ 2««*- Imaf + imV. Bx Ms colli- 
gitur ueque mt + mV neque 2ma‘ + 2*’i‘ quadratum ease posse. Q. E. D. 

COEOLLAEIUM 

In Ms igitur duobus tlieorematis evictum est nullos numeros in istis 
lorrnis •ma'' + et 2ma* + 2m'^¥ posse esse quadrates. In Ms autem for- 
mulis praecedentes omnes continentur. 


THEOREM! 7 
PEEMATIANUM'') 

Nullus numerus trigonalis in integris potest esse biqmdratum praeter mitatem. 

1) Editio pi’inoeps nec non OommmtaUmes arithmetioae (ed. P. H. et N. Puss): 

«(p“± + ±^6nppg_q,-{-'¥¥)- Oorrexit P, R. 

2) Hoc theoroma Pbrmatiuh sine demonstratione posiierat in observationibus suis marginali- 
bus ad Diophastum Bacheti primum editis a filio S. Permatio in libro, qoi inscribitur JDxofmanti 
Alexandrini ArWmelicoi-um libri sex, et de numeris nmltangulis liber mus. Cwm Gommentariis 
0. a. Baoekti V. 0. et observationibm D, P. ue Fsrmat Semioris Tolosani. AccessU Boctrinae 
Amlyticae inventmn novwm, colkctim ex mriis eiusdem D. dis Fsrmat Fpistolis. Tolosae 1670. 
Tbeorema hie tractandum inrenitur in observations ad problema XX commentarii in ultimam 
quaestionem ArUhmeUoorum Diophakti, p. 338; Oeuvres de Fermat, t. I, p. 340. P. R. 
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DEMONSTEATIO 

Omnis numerus trigonalis hac forma oimt'motur. IhmionHtrandmn 

ergo hanc formulam nunquam esw* pmmi biquadrut uin. aiquidom loco 

X numeri integii substituantur excopto caau u: — I. Notomltim autem eat vel 
x esse numerum parem vel imparera; priori igitar caRu ^ {x i- 1), poBtoriori 
vero 0!®+- esse debere biquadraium; in tpumuu faotorum utrotjue bini fac- 
tores sunt inter se primi idooquo titerque mm deboroi Inqtiudmtum. 8it 
igitur priori casu ■—-=«* sen x •— 2«d dobobitquo x -b t •«»■< 2/«* -p 1 OKse bi« 
quadiatum. Eostenori vero casu Hit ^ tit sit x *** p quod iti* 

dem oportet sit biquadratum. Hatio oh rum hitjuailratum oHse deberet 

ib Ponatur 2 wi* -p 1 ■« orit [■ 2i debentt ergo yw"* 1-2 

esse lioc est quadratum. Hupra autmii domoiiHtmtum oHt 
adeoque etiam 2 n* + 2 nunquam quadratum egHo ptjHHo praetor ctuium n — 1. 
1 osito autem n **> 1 fit m vel » 0 vel ■■ 1 ak|ut} x vid •«* 0 vel «*• 1. Nullus 
igitur numerus integer datur, qui loco a: Hubstitutus rotldoroi biquadra. 
turn, praeter casus cc « 0 et a; « 1. Quamobrem in intogriw nulluH extat 
numerus trigonalis, qui esset biquadratus, priwiter unitatmu ('t cypbram. Q.E.D. 

OOROLLiEIOM 1 

Si ponatur + 1 — Bj/* 4. 1 — (*>jr .p \'f, quo 

seqmtur numerts integris loco y substituendia hanc formam 81/ p 1 nunquam 
esse posse quadratum praeter casus |/-0 et f- I. 

COEOLLABIUM 2 

Si ponatur 81/ -p 1 flet Wy* «* 2 «* ~~ 2. Quociroa — 2 nunquam 

esse po es iquadratum, quicunque numerus integer loco ji substituatur, 
praeter casus ^ 1 et ^ 8. 


THBOEEMA 8 

wifuJ'i ^^^^^^mdratorwm, quorum dm suM mquaUa inter se, sm isti 
mod^ forma a* + 2b* quadratum esse ne^t, nm ait b 1 0. 
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DEMONSTRATIO 

Ponamus a^-i-21/ esse qnadratum eiusque radicem ubi tarn a 

et^ h quam m et n numeri erunt inter se primi. Pacta autem aequatione 
erit 2n^b^ ~2mna^ atque 

2mn 

0? 2 rt? — ’ 

quae fractio vel simplicissimam iam babet formam vel divisione per 2 ad 
simplicissimam erit reducibilis. 

Ponamus prinao 2 win et 2n^ wi" nuineros esse inter se primes, quod 
evenit, si m sit numerus impar, eritque 

¥ == 2mn et a® == 2n^ — 

Ilic duo evolvendi sunt casus, quorum alter est, si n est numerus impar, 
alter, si n est par; illo casu, quo n est impar, manifestum est ob m etiam 
imparem 2ww fieri non posse quadratum, hoc vero casu, quo n est numerus 
par, fieri nequit a^.^2n^-m^ seu a* + jn“ = 2n^ ob a et m numeros impares 
et numerum pariter parem. 

Habeant igitur 2mn et 2n^ — communem divisorem 2, quod accidit, 

si m sit numerus par, puta m=> 2k, eritque n numerus impar; habebitur ergo 

^ . ... 

a* 2 n* —Ifc’' ““ — ^ — 2/<; numen erunt inter se primi. 

Hinc igitur ob ¥ et a* pariter inter se primes erit 

¥ = 2'kn et — 2¥. 

At hie 2hn fieri nequit quadratum, nisi sit h numerus par. Sit ergo It 
numerus par atque tarn n quam 2^ debebunt esse quadrata; fiat igitur w = cc 
et 2/^ ■= Add, ubi erit c numerus impar, hoeque facto habebitur 

Quo igitur investigemus, an ¥ — 8c?'' possit esse quadratum, ponamus eius 
radicem esse c® — -|?c?^ eritque 2^d^ —jfd? seu 

dd ^ j?g 

ubi iterum tarn c et i quam et g sunt numeri inter se primi. Hie denuo 
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duo casus sunt notandi, siv© j? sit nuinerun ini{«ir hjvu |Hir. Sit ergo primo 
p numerus impar; habebitur ob pg et pp + 2f f iiimturuH iutur primos 

dd^pq et cc — p/i ■ } ■ 2qq. 

Necesse ergo est, ut tamp quam q sit ({Hatimtiim; quarnoljrem pono 
et O' === 2 /® prodibitque 

CC mm 3’* -f 

quare si a* + 2&* esset quadmtum, turn (jutique inrei + ‘ip* qwwiratum 
numerique x et ?/ vehementer erunt mimmtw snuuii a t*t 6; ox iistjuo denuo 
minores inveniri possent, quod in iutogris fieri m’qnit. Pro whmiiuIo casu 
quo p est numerus par, ponamus p«.‘ir orit 4 juo « '/*• J 

Ob q imparem erunt qr et 2rf + qq nuraeri inter so |>riiiii, Krit ergo 

dd qf et cc **• irr q- qq^ 

quare numerorum q et r uterque debot wsso quEdiiituB; iHisItis itsMpio p «« 
et f-= 2 /S fiet 

ce ■«- 2/ + a;*; 

unde patet, si + esset quadratiim, tain qiiotjuo in numeris kmge mi- 
nonbus fore similem formam x* + 2i/ qumlmtum. Qmmirat h* + 2/P quadra- 
turn esse nequit, nisi sit b - 0. Q. 1. D. 


COROLLARIPM 1 

Quoniam invenimus poeito a* ^2b* quadrate, sequitur 

imw(2w -w>) quadratum esse non posse, quicunque otiarn mtmm loco wet 
n substituantur. 

COROLLiiilOM 2 

Factis ergo m -tc* et quadmtum non erit ba©c forma — 
omui modo posito 2w~4a^ et quadratum non erit haec forma 

* > w « aP et 2a -» 4y^ iiaoc formula 8p* — x* quadratum 


OOROLLARIUM 8 

seu 4 « prodibit Iwee formula 

sen 4«/3 - 2a’^x\ quae nullo modo quadmtum e« poterii 
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THEOEEMA 9 

8^ haec forma + W quadratum esse non potest, turn etiam haec forma 
^ihcc^ y 2(z nullo pacto quadratum efjici poterit. 


DEMONSTRATIO 

Ponanaus formam propositam a"* + esse quadratum eiusque radicem 
= «' + erit = 2mnar + atque • Quia ergo a* + k¥ 

quadratum esse nequit, turn etiam seu 2mn(kn^ — m®) quadratum esse 

non poterit. Piatw = a!r" et n==^y‘; prodibit 2a^(h^^y'^ — seu 
2ha^^if 2a^^x\ <3.uae formula propterea quadratum esse non potest, quicun- 
que numeii sive afflrmativi sive negativi loco a et /? substituantur. Q. E. D. 


COROLLAEIIJM 1 

Fiat sive a sive (i negativum, ut prodeat haec forma 2a^ftx^ ~2ha^^y\ 
atque ponatur 2a°/9 -—j/; erit = unde ilia forma transit in hanc 
px Quadratum ergo esse nequit haec formula ir* — AJcff posito dy* 

ergo formula ulterius sequitur hanc expressionem 
2a*^a:‘ + 8^a/6f®7/ quadratum fieri non posse. 

COEOLLARIUM 2 

Ponatur in formula inventa^2/ca/?‘'/— 2a*/3a;'‘ 2ka(f^pp, ut sit a = 
transibit ilia in hanc p^y^ — ex qua sequitur' a* — 4^6* quadratum esse 

non posse; unde ut ante 2a^^x*‘ -\-%ha^^y^ quadratum esse non poterit. 


nec haec 


COROLLARIUM 3 

Si ergo + h¥ quadratum esse nequit, turn nec haec formula 

2ha^^y^ ~ 2a^^x^ 


quadratum esse poterit; quae posterior ex corollariis praecedentibus sequitur 
scribendo 2 a loco a. 
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COEOLLARIUM 4 

Cum igitur + ¥ non possit {*sso qimdratiun, soqmnitns biiuui Ibmiulae 
et 2ajS^y^ — 2a^(ix*‘ quadrata esse omnino non poterimi 

OOEOLLiRllJM 5 

Atque quia a* — //* quadratum esse non potest., orientnr hae duae novae 

formulae — et 2«7?fl5* -f qima nullo motto tiuadrata reddi 

possunt. 

COROLLAEroM 0 

Quoniam deiiique a* + quadratum osae nequit, istae tiuoque formulae 
a®/?®* + 2a/9V et non poterimt efflci quadrata. 

SOHOLION 

Ex iis igitur, quae hacteniis demonstravl, prodtorurit sex aotpHUitag for- 
mulae generaliores, quae nullo modo in quadrata transniutari poasunt: 

I IV, 

11. - ajSy V. 2a^fix* + 2«/f y* 

in. a»/3®*4.2a/S®y^ , VI. 

^ Atque m his sex formulis omnes continentur, quas in praecedentibus 
formuhs tractavimus. Ex his autem formullB posaent, ut iam ante feci, for- 
mulae tnnomiales elici, quas aeque certum esset quadrata neutiquam reddi 
posse, sed iis exhibendis supersedeo ad alia nonnulla tlumremata progresaurus, 
quae circa cubos versantur atque ex istis formulis expediri nequiuni 

THEORBMi 10 

NuUus cvbus, ne quidem nimeris fractis excqtth, miiate amim quadratum 
efficere potest praeter micum comm, quo aim est 8. 

DEMONSTEATIO 

Propositio ergo ^huc redit, ut p -f 1 nunquam esse posait quadratum 

T ““ Qiiocirca demonstrandum erit hanc formulam 
ab-\-b nunquam fieri posse quadratum, nisi sit a —.26. 
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Haec autein expressio resolvitur in istos tres factores h(a-i-bVaa-ab4-hi) 
qni primo quadratmn constituere possunt, si esse posset b{a + b) = aa-ab + bb 
unde prodit a = ^lb, qni erit casus, quern excepimus. Pono autem, ut ulterius 
pergam, a + h~c seu a = c — b, qua facta substitutione habebitur 

bc{cc-Bbc-{-Sbb), 

quam demonstianduin est quadratum. esse non posse, nisi sit c = 3&; sunt 
autem ft et c numeri inter so primi. Hie autem duo occurrunt casus con- 
siderandi, prout c vel multiplum est ternarii vel secus; illo enim casu fac- 
tores c et CO — Sbe Bbb communem clivisorem habebuUt 3, hoc vero omnes 
tree inter so erunt primi. 

Sit primo c non divisibile per 3; necesse erit, ut singuli illi tres fac- 
tores sint quadrata, scilicet ft et c et vc — Bhe + Bbb seorsim. Fiat ergo 
cc — 3 ftc -f- 3 ftft «=» ft — - ; erit 

«« ’* ^ ” yel ^ « — 3 n n 

€ B nn mm c mm-— Bnn ^ 

cuius fractionis termini erunt primi inter se, nisi sit multiplum ternarii. 
Sit ergo m per 3 non divisibile; erit vel c = Bnn — mm vel c = mm — Bnn 
et vel 6 — Bnn — 2mn vel ft =» 2ww — Bnn. At cum Snn — mm quadratum 
esse nequeat, ponatur c^mm — Bnn, quod quadratum fiat radicis m — -n, 
hineque oritur ~ « ® atque ^ 

^ _ 3 „ +P.P . 

nn n ^ pq 

Quadratum ergo esset haec formula ipg^iBqq — quae omnino similis est 
propositae hc(Bbb — - 3ftc -f oc) et ex multo minoribus numeris constat. At sit m 
multiplum ternarii, puta m »=■ 8k; erit unde erit vel c — nn — 3/c/c 

vel C’^Bkk — nn; quia autem Bkh — nn quadratum esse nequit, ponatur 

c nn — B kk eiusque radix n — ^-k, unde fiet ~ ■== seu — = ——PI 

atque 

^ — I , , PP + ^ M-^P < 1 
nn n ^9,9.^ PP 

Quadratum ergo esse deberet (I'P + 3g'g')(i? — g)(i? — Sg). Ponatur _p — o' = i 
et jp — 3g*»“w; erit et illaque formula abit in hanc 

tu(^U — Btu-\-iJi,u), quae iterum similis est priori bc(Bbb — 3ftc-J-cc). 

L»okha»0i Eulbbi Opera oirmia Is OommentationeB arithiaeticae 


8 



TH EOHEMATUM QUURUNDAM AlUTH\!ET!«iHrM {»KMuNH'l1iAT!<>NE8 
Restat ergo posterior cmus. qiin mt r multiphuu t-omarii, piito c^m 

atque quaaratum esse debet + tpuw rmu iiioami mmilbit 

Priori, manifestum est utroque casu evotiire ni»ii ptwms ni fbrimda proimsitn 

sit qiiadratum. Qimmobrem praater ciibinn K alian no in fnictk quiaem 

«atiir, qui cum unitate faciat quadratura. Q. K. D. 


30R0LLiRIUM I 


Simili modo demonstrari 
posse quadratum; hocque ne t 


niilliiiu intlntin nnitoto ininutuni Bsae 
in fmctiB. 


COEOLLMilOM 2 

““ ** + *'■ nm... nullum 

ttieium tngonalem esas cubum prauW imifaitauii. 




DB NUMERIS AMICABILIBUSO 

Commentatio 100 indicis Enestkoemuni 
Noto acta eruditorum 1747, p. 267—269 


Problemata, quae circa indolem ac proprietates nnmerorum versantur, hoc 
teiupoie, quo Analysis luathematica ad luulto profundiores specula tioues aditum 
aperuit, lore penitus a Geometris derelicta videutur ac plerique arbitrantur 
couteiuplatiouem uuuieroruin. nihil prorsus ad augmentum Analyseos confeiTe. 
Veruin tamen certe investigatio proprietatum numeroruin saepenumero inulto 
maiorem sagacitatem requirit quam subtilissimae quaestiones geometricae 
atque ob hanc ipsam causani quaestiones arithmeticae immerito istis post- 
poni videntur. Ac summa quideni ingenia, quibus maxiraa Analyseos incre- 
menta accepta sunt referenda, numeroruin alfeetiones non indignas censuerunt, 
in quibus evolvendis plnrimum operae et studii collocarent. Oarticsium scilicet 
constat, etiamsi amplissimis cum universae Philosophiae turn Matheseos medi- 
tationibus esset occupatus, tamen non parum in eruendis numeris amicabilibus 
desudasse; quod negotium deinceps Schotenius maiori studio est persecutus. 
Vocantur autem numeri amicabiles duo eiusmodi numeri, quorum alter, si 
eius partes aliquotae omnes in unam summam colligantur, alterum producat; 
cuiusmodi numeri sunt 220 et 284; prioris enim 220 partes aliquotae seu 
divisores ipso minores 

1 _j_ 2 -|- 4 -j- 6 -I- 10 -|~ 11 20 -f- 22 -j- 44 -|- 56 -|- 110 

summam praebent 284 atque huius numeri 284 partes aliquotae 

1 -f* 2 -)- 4 “I- 71 ■-{“ 142 

vicissim producunt 220. Nullum autem est dubium, quin praeter hos duos 

numeros plures alii atque adeo infiniti dentur, qui eadem proprietate sint 

# 

1) Vide etiam Oommentationes 162 et 798 in hoc vol. 2 et in vol. 5 contentas. 


P. E. 



1)E NllMRRW 


1267-268 


praediti; neque tamen OARTKsnw Pt jawt tnim StwrrKNU'i^') phmt quam tria 
talium numerorum paria alieaeriml, idlsuiwi t»«ii n»miit sttiiUi ad phm 
eruenda impendisse vidaantur. Ar uiftliM.lu!* «{un uter.pw mi mm, 

ita est comparate, ufc oiua op« vix jdtir»»f» nuiwnd {mui-iildU-i^ iuvtmtri quoant; 
assumserunt eniiu hiiiusmocU numertw i» \m f«rmuU« Tii/ id Ts rimtinari, 
abi x, y et x mimerus prinuw dinudiait. qww ita .'uinparatitM i'hw tquirtot, ut 
sib pxiino ^ d* tiitii viiiii 'Hxi m i y I y I ‘ a 'p y 1* 

Exponeuti ergo n swccasaivo varina trilnsiTuut vulurfn iif pm Miiignli}, oiug. 
modi indiigaverant numoros primoH x id »/. ut p»»*iti'rt«»ri ui’quationi mitisRaret; 
qui sisimul tales fiiorint, ut j‘|/ f / t »/ pruidn-rid iinmitriim priiiuim, formulae 
assumtae 2*®|/ ©t 2"« exlulmbant mtuti’WH lunintbili*!*. Fartfo luifoju ititelli- 
gitur hoc modo ad maloroH « }mMn*ilm»di» max ad tanfiw nuumros 

xy-\-x + y perveniri, qui utrum prinii f*i»t imriii*. jlinrurrii ittti|»iiu« nwjuoat, 
cum tabula numeroram prhuorum ultra H«MSi* wmdnm ImtHmtur uxfotwa,*) 
Perspicuum aiitem cat hanc qtmcdiimum priu'lar nwi-aaitiitcm umi Icviter 
restringi, dum uumeri arairaiitlca iii hi# tmititm farmulin iwaumliH indudi 
assumantur. Quod cum perpcwltRHCiH, vtirali** in auh^iiltiim mmmillia artiticiis 
ex natura dmaorum petifcia plum iilisi lummrnrtim ttmicmldlium paria sum 
adeptus, quorum cum tribua iam iiotii* triginfit hir ctminmnirahn: mm mitcm, 
quo eorum origo ©t natura clariui pcrRpirialur, per fartwrea l♦xpre8Kila exhi* 
bebo. Sunt igitur numeri amiraHilw; 


jg*.?! 

[ 2 *. 28-47 

1) B. DnsoAKraa (IS86-“18S0}, fteiwr®, j>«r t*« »i I* T4-t*«»:B¥, t. IR Pari* 

1898, p. 93—94 (Lettra C?XIX d# Piwaktis* i 31 wwr^ IfilSMi, Fi». v. Biiimyr^ 

(1616—1660), Emr&taUtmttm matiurmdlkttrmH l*frri Lugri Hit#*' lib. V leello tX, 

p. dlB— 426, ■— CAtiTBSius at Hijkootbsui* hiwc tri* pari* jnKin-aliitinfn »*po*nBniRt 

220»-2*-6-ll et 284-9*. 71, 17396- ‘i’-M-lT »i It/il, yB63/»H4 - -/‘Ifll-aSS 

et 9487056 ■» 2’. 78737. Quionaa paritttn prJtwtiiw 1% n-rai ^^AM«nrM^ <« 
NrooiiMBi arillimdkm inlmdudkmm /flw #4 H P» 4 ri.i 4 .i, l«9i, p. 36 *, Rs«- 

MATXHS a. 1686 oum amifto MRwtitxjtB xtliiique ansthpHtsIwi* 1 1*. i»t; tarie 

op»amailmiaMca,T!olQm»m% p. 138; Omnt» ik IS, f. *ii>, 31, 71 , i tV, p. 86,66,87), 

tertium a Oaktesio a. If 38 epktoia Mpm SandBla »!«»«?<♦ SSfcMdi;*** lr«4UMii» !(«et R> R- 

2) Vide Dotam 8 p. 104. V, U. 
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268-269] 

Y. 

VI. 

VII. 

VIII. 

IX. 

X. 

XL 

XII. 

XIIL 

XIV. 

XV. 

XVI. 

XVII. 


DE NUMEEIS AMIOABILIBUS 


J 3“ 

5 • 13 • 11 ■ 19 

XVIII. - 

[ 2® - 79 - 11087 

l3* 

5 . 13 • 239 

[ 2® ■ 383 • 2309 


7 • 13 • 5 • 17 

XIX. 

f 2' • 11 - 17 - 263 

1 3“ 

7 • 13 ■ 107 

2® - 11 - 43 - 107 

|3“ 

V • 13 • 5 . 41 

XX. 

' 3® • 5 - 7 - 71 

1 3“' 

7** • 13 • 251 

3®- 5 -17 -31 

(2^ 

5-131 

XXL 

' 3® - 5 - 13 - 29 • 79 

(2^ 

17-43 

3®- 5 -13 -11 -199 • 

(2* 

5 - 251 

XXII. 

' 3® • 5 - 13 ■ 19 - 47 

(2^ 

13 - 107 

3® - 5 - 13 ■ 29 - 31 

f2'> 

17 - 79 

XXIII. 

' 3® - 5 - 13 - 19 • 37 - 1583 

1 2*' 

23 • 59 

3® • 5 • 13 - 19 - 227 - 263 

1 2" 

23 - 1367 

XXIV. 

' 3® • 5 - 31 - 89 

12“ 

53 - 607 

[ 3“ - 5 - 7 - 11 - 29 

j2“ 

17 ■ 10303 

XXV. j 

f 2 - 5 - 7 - 60659 

(2“ 

167 - 1103 

[ 2 - 5 - 23 - 29 - 673 

j 2“ 

19 - 8563 

XXVI. j 

f 2® - 31 - 11807 

12“ 

83-2039') 

[ 2® - 11 - 163 - 191 

[2* 

17 • 5119 

XXVII. j 

f 3® - 7 - 13 ■ 23 - 79 - 1103 

12“ 

239 - 388 

1 3® - 7 - 13 - 23 - 11 - 19 - 367 

(2® 

\ 

59-1103 

XXVIIL j 

f 2® - 47 - 2609 

|2® 

79 • 827 

[ 2® • 11 ■ 59 - 173 

2''- 

37 • 12671 


[ 3” - 5 ■ 23 - 79 - 1103 

2® 

227 - 2111 

[3* -5 - 23 -11 -19 -367 

( 2® 

63 • 10659 

XXX. j 

' 3® - 5® ■ 11 - 59 - 179 

12® 

79 - 7127 

[ 3® - 5® - 17 - 19 - 359 


1) Hog numeros 2‘*- 19 -8568 et 2^- 83 -2039 amioabiles non esse annotavit K. Htorath, 
Biblioth, Mathem. lO^, 1909/10, p. 80. E. E. 
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Novi enmmunlarii Hcsiiwuiao mnwulwram i**SrM|n4»{4«srt!>» I ilTli h», i ihu, jt 20 m 

Huiniimrmm p af» ;sl 


M-MMAlill'M 

DooMsBinia liaeo tliswrtiitio ila ramfiaraN p*l, nt »1» risrnm 

oporteat, quilms pr«in Wuna quawlawt rwiwia niliii rom- 

modi allatamn eise peniuafi mbih*. *Mf#8» »irt iVInWiiiitn in Iiwh’ iltwirtaliiinfiB 

merekir, tit Me in oonapwlnm prwIumiMr. Ailir»t aKiinviisp 

aggerifc plurimaa in mtura nni«t*n»r«in prawlwiwiwa# *?»»*' isr-wiinifital*’#, tjnamw 

copitio fines Matliesnoi non luwlirtfritfwr w*rt •»*, qni *i»l Aritlnuelica 

elementa refemnt, aliler rlsum nw pmlitmn »»t ii« Bliqnnl ijsiiDii iillaia sagaritatem 

aut vim Anaijsws requiral. Hte FlinWATliM, liwtgnrw qui diU- 

gentiiTS in hoe gonwe versaUis plMtinai htnn»mtf4i |»r**4«ii!nl, qtinrnin vprite* 

evicta videtur, qmmvi* «itw labest tfe«iHiwtratl»». 

Sioque ntiqa® attetioneoi ttifwlur, qim* |>*irr»» tit 5ii«lln*»t pnra, in Ariili- 

metioa _soiUce^ quw tamen rpl{t|Miji Mailtwwi# j»«rl4m# iirriraplalrt «•! |j»'rsjt**ets 

haberi soleat, dart Wes varitatmi, qiiw capntcrr*!; mmij (|iri»u»n«trnj'«' valramu*, com 

nnUa in Geomsttia oeourrat propositio, uniiii rmlw ilrHitiviiBis raiiwuibos 

evinci neqneat 

Porro demonstrat In AriUiJi»lir«j mhi purjiriMliiin, uttmittw lA* 

strusissimas eontineri veritati^ qimniWiii %rrii4t.* »•« in«^4* r«*(t*rn4ii, ipi<i ininiti ad 

eins demonsbWdoueni aditns paii^i. 

Nee earn motatur satamoram Malb**ia*tif«viirjs tprii«ir« lis»itt#m«44 prumo* 

esse steriles et baud ddpaa, in qaanmu i«¥r*tipttir.fw np^ra «:«il|tiriniJirj ijiiamltiqnB pro* 
nnntianMiJjtt. Qnoniam, pmkr qnod <»ninb vrrilali# pr m *it, atiafflsi 
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9fi 37*1 

20 J _ OmOA D IVISOBES NUMEEOBUM 

ab usn popixlari abborrere videatnr, etiam yeritates omnes, quas nobis cognoscere Ucet, ita 
inter se esse connexas, nt nulla sine temeritate tanquam prorsus inutilis repudiari possit. 
Accedit, si vel maxime propositio quaedam demonstrata nibil ad utilitatem praesentem con- 
ferre videatnr, quod tamen metbodus, qua eius vel veritas vel falsitas eruitur, plerumque 
viam ad alias veritates utiliores cognoscendas patefacere soleat. 

Hand eigo inutiliter operain ac studium in indagatione demonstrationum quai'undam 
propositionum se impendisse confidit Cel. Auctor, quibus insignes circa divisores numerorum 

proprietates coxitinentur. 

Neque enim banc de divisoribus doctrinam omui carere usu, sed nonnunquam in 
Analysi non contemnendam praestare utilitatem affirmat. Fon dubitat porro Vir Cel. 
metbodum ratiocimindi, qua usus est, in gravioribus aliis investigationibus abquando non 
parum subsidii afforre posse. 

Propositiones, quas bic demonstratas exbibet, divisores numerorum respiciunt in bac 
formula contentorum, quarum nonnullae iam ab ante memorato Fermatio, sed sine 

demonstratioue, sunt publicatae. 

De cetero omnes alpbabeti litteras bic cqnstanter numeros integros. indicare monet. 

Ex reliquis elegantibtis meditationibus breviter notamus demon strationem tbeorematis 
quinti sibi pec\iliarem esse, prouti § 20 ipse asserit Cel. Aixotor. 

Porro, quod § 24, 28, 31, 32 et 38 compendia quaedam insignia adducat quodque 
citatum § 32 problema diffidllitnum Ferma'I’ii, quo numerus primus dato maior quaerebatur, 
adbuc manere insolutum offirmet et tandem, quod veritates nomnillas, quas nosse, non autem 
demonstrare licet, § 59 et 69 ct alias nondum ex omni parte doimonstratas § 63 et 66 
adducat. 


Quovis tempore summi Geometrae agnoverunt in natura numerorum 
plurimas praeclarissimas proprietates esse absconditas, quarum cognitio fines 
Matheseos non mediocriter esset amplificatura. Primo quidem intuitu doctrina 
numerorum ad Arithmeticae elementa referenda videtur atque vix quicquam 
in ea inesse putatur, quod ullam sagacitatem aut vim Analyseos requirat. 
Qui autem diligentius in lioc genere sunt versati, non solum veritates demon- 
stratu difficillimas detexerunt, sed etiam eiusmodi, quarum certitude percipiatur, 
etiamsi demoustrari nequeat. Plurima huiusmodi theoremata suut prolata 
ab insigni Geometra Peematio, quorum veritas, quamvis demonstratio lateat, 
non minus evicta videtur. Atque hoc imprimis omnem attentionem meretur 
in Mathesi adeo pura eiusmodi dari veritates, quas nobis cognoscere liceat, 
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cum tamen eas demoustrare non valftatnus; at<{un hm- ud**<i in A.rithnu't,ica 
usu venit, quae tararai prae rnliquis Mathoaetw purtiiniH maxium pcrinudata 
ac perspecta haberi solet; neque facile afrtruiare iiUMim, an Hinnies veritaUw 
in reliquis partibue reporiantur. In (leoinetria corto nulla nrcurit propoaitb, 
cuius vel veritas vel falsifcia lirnuasimis ratianibiiH nvinci ntHjiu*at. (lum igitm- 
quaevis veritas eo magia abstrusa censoutur, quo niinus ad eiua lieinonatra- 
tionem aditus patent, in Aritlimetica cortw, ubi nutura numerorum perpen- 
ditur, omnium abstrusiasimas contimiri neguro non pobniimiH. N’i>n deaiuit 
quidem inter summos Matheinaticos Viri, qui huiusinotli verilatna proraus 
steriles ideoque non dignas indicant, in qimrum itivostigalioim ulla opera 
collocetur; at praeterquam quod cognitio onniiH veritatis ptn* ho sit excolUnw, 
etiamsi ab usu populari abhorrere vidoatur, omnos v<n*ifsit«'K, (juhh nobis 
cognoscere licet, tantopere inter so connoxtM' doprtdionduntur, «it nulla sine 
temeritate tanquam prorsus inutiliH repudiari posHtt. Ibniitlf td.Hi quuopiam 
propositio ita cornparata videatur, ut, wive veni nit sive falsa, nihil inde ad 
nostram utilitatem redundet, tamen ipsa nudhodim, <inu eius veritas vel fal- 
sitas evincitur, plerumque nobis viam ad alias utiliores veri{4tt4»H (UignoHceudas 
patefacere solet. 

Hanc ob rem non inutiliter me opemm u« siudium in indiq?atione 
demonstrationum quarundam proposititmum inipeiulisse confide, quilms in* 
signes circa divisorea nnmerorum propriefaites continenlur. Netim* vero haec 
de divisoribus doctrina omni cajret nan, sad tujnnnnquain in Analysi non 
contemnendam praestat utilitatem. impriuiis vero non duldto, quin tnethodus 
ratiocinandi, qua sum usus, in aliis gravlortbus investigationibus aliqnando 
non parum subsidii afferre possit. 

Propositicmes autem, quas hie deinonstraiiiH exhiheo, respiiiiml divisorea 
nnmerorum in hac formula »" (-?>* confcentormn, ({lumnn luuinuUae iam ab 
^te memorato Fkrmatio, sed sine demonstratione, sunt puhlicatne.*) Quouiaui 
iptur hie perpetuo dt 5 numens integris senno institwetur, onmes ulphabeti 
litterae hie constanter numeros integros indicabunl. 


1) Vide Oommentationem 64 bains volamiata. 


R R. 
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22-23] THKOHKMATA aiRCA DiViSORES NUMEROREM 


THEOEBMA 1 

1. Si p fuirit tiufiHrus primus, (minis nunierus in hac forma {a-{-iy ~a^—h^ 
(mtentus (iivisibilis crit per p. 


DEMONSTRATIO 

Si biuoinium (a + hf luotio consueto evolvatur, erit 


(a + by — fl" + ^ . 


qua axpresHioiuj Hubfltttufai biiiiaiue terminis, qui easdem habent uncias, 
coniunctis orit 

(a + by — — 6 " — • ab(a’'~^ + b’'~^) + a^b^(a^~* + 6 ^-*) 

* X • 2t ^ 


Hie primo iiotanduni ast oiamw uncias, quamquam sub forma fractionum 
apparent, nihilominus o«se nunieres integros, cum exhibeant, uti constat, 
numeroB figunitoH. Quaolibot ergo uncia, cum factorem habeat p, divisibilis 
erit per p, nisi is alicubi per factorem denominatoris vel prorsus tollatur 
vel dividatur. At ubique omnoB factores denominatorum minores sunt 
quam p, quia adeo non ultra ^p crescunt, ideoque factor numeratorum p 
nu8<juani per <UviHi{tnein toUitur. Deinde cum p sit per hypothesin numerus 
primus, is nu8(|uam per divisionem minuetur. Quocirca singulae unciae 
j, bineque tota expressio (a + by — a’^ — b^ per- 

petuo per numorum p, siquidem fuerit numerus primus, erit divisibilis. 
Q. E. H. 


COEOLLARIUM 1 

2. Si ergo ponatur « — 1 et & — 1, erit 2^ — 2 semper divisibilis per p, 
si quidem fuerit p numerus primus. Cum igitur sit 2^ — 2 = 2(2*’~‘ — 1), 

L^o»MAftw E»»ei Opera omala It ComwmtaMoEei arithiDaelleae 
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i-':i 2-1 


altoi-um honim lactonim {M‘r p diviHihiloiit twt* At nisi sij 

prior factor 2 por p non oat diviaibilia; utulo aoqniiur Inrinuin 2*’ ' . i 
petuo por p OBso (liviaibilem, si p fuorit nutnonia primua j.n.ot.n- tHtniriun,' 

GOBOLLAlilUM 2 

3, Ponondis ergo pro p Huccoaaivo nntiioriH priinia orit. 2* — I divi.sibilo 
per 3, 2^-1 per 5, 2«--l per 7. 2» I por il otr.. .pool in winorUma 
mirnens per so ht perapicmiin, in maxiiiuH niitom lumtm orit corf uni. Bie 
cum 641 sit mnnerus primus, into nutnorus */« — j noco.sHjirio pm' lid 1 orit 

™Muam _T ■“ 


THEORBMA 2 

«*■ f-<rrU dinhibilk me 

BUMBM ftUMBTUM pftMUM |?* 


demohstbatio 

primus ^atoue divisibilis por iiumoruin p, si fuerit 

ent quoque summa ista^um trium fomalarum. nompn ™ // 

per p, SI fuent numerus primus, divisihilia. <4. K. i>. 


ooEOhhmm 1 

formula -T fowit livtiMto por p, sequitur, si 

fore per p divisibilem. ^ fonnulam (nd- 

COEOLLABIUM 2 

haec qaoque formvOa (o+af'-™ 2 hi„T‘'‘ 
at^ue generator 
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THEOREMA 3 

e„. ~ ““ — i- i- 

DBMONSTEATIO 

Si in I 0 ponatur a - 1, cum sit a* _ a - 0 per p divisibais, sequitur 
has quoque (ormulas 2* - 2, 3.-3, 4^-4 etc. et generatim ha^c l-c 
fore per numerum pnmum p divisibilem. Q. E. D. 


COROLLAEIUM 1 

8. Qmcunque ergo numerus integer pro c assumatur, denotante p numerum 
pnmum omnes numeri in hac forma - c contenti erunt divisibHes per p. 


COEOLLAEIUM 2 

autem sit — c == c(c^-‘— 1), vel ipse numerus c vel c^"‘— 1 
dmsibibs ent per Utrumque autem simul per p divisibilem esse non posse 
manifestum est. Quare si numerus c non fuerit divisibilis per p, baec forma 
cP 1 certe per p erit divisibilis. 


COEOLLAEIUM 3 

10. bi ergo p fuerit numerus primus, omnes numeri in hac forma con- 
tenti 1 erunt divisibiles per p exceptis iis casibus, quibus ipse numerus 

a per p est divisibilis.*) 


THEOREMA 4 

11. Si muter numerorwm a et h divisibilis fuerit per numerum priwmrn p, 
turn omnis numerus kuius formae — erit divisibilis per p. 

DEMONSTEATIO 

Cum neque u neque b sit divisibilis per p atque p denotet numerum 
primum, tarn haec forma u*""* — 1 quam baec — 1 erit divisibilis per p. 
Hinc ergo quoque dMferentia istarum formularum a^~* — &^“* erit divisibilis 
per p. Q. E. D. 


1) Aliae huiu.s theorematis Fbkmatiani demonstrationes inveniuntnr in Commentationibus 54 
et 262 (§ 49) huius vokminis. Vide etiam notam 2 p. 34. P. R. 
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UOEOLLAKIUM 1 

12. Cum omniH muiH'rus priimm praeter biiiiiriinu, nitu.s rutit. (livi(h‘iuli 

per ae eat manifesta, aii inipar, ponatur 2 #m + I pro p pernpicuum 

erit omnes irameroa in hac fonim ctmttnitdH ease iliviaihiloH per 

p^2ni + l, siqnidem neque a ncque b mmmim fuerit par 2«< -} 1 fliviHihilis. 

COROLLA EIUM 2 

13. Quia h non est. (livmihiliH per 2w -{- 1, eiiain ft*"' at 2ft** non dm- 
sibile erit per 2w + 1. Quare ai ‘ift*’" addiitur ad formulam 

est divisibilis per 2w + 1, prodibit formula a** d- ft**, tpuu* por 2w -f 1 non 
ent divisibilis. nisi uterquo numarua a et ft aeoraita per 2/« + 1 Hit diviaibilia. 

COROLLAIUUM B 

^ parom formula a**™//* heUn-m habot 

(a ft )(«- + &«), neceaso est, at boram factorum alter Htt diviaibilia per 
2w + l; ambo autem simul per numerum 2m + l diviHihiloH ease nequeunt 
Quare si 2m + 1 fuent numerus primus et aoque « ncque ft diviaibile ait per 
2m + 1, turn vel - ft* vel a* + ft* erit divisibilo per 2m -f L 

COROLLARIUM 4 

««»» <livi- 

A- turn ob oiimlom nitionoui vel a* — ft" vel «’’+ft" 

oivisibile ent per numerum primum 4ii-f 1. 


THEOREMA 5 

<^wmm quadrMorum aa-j-bb per nuUum nummim primum 
MvisMis per 4n 1 <lividi piest, nisi utriusque radix srarHim a d ft sit 

demonstratio 

turn o^»-a primus neque a et ft per ilium sint divisibiles, 

a-4ft-- noo (HI) Mneque isLi formula 

+ non ent divisibilis per 4 j»~-1 [| 13 ] „eqne propterea ullus eius 
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factor. At cum 4« — 2 = 2('2% — 1] qi+ TinT«n>.,,e. • -j. 

„ 4„-3 , X 4 „-, v.K.r , 4 numerus impariter par, formula 

^t\nn aa-\-bb; quare fieri nequit, ut iste factor 

rt smima, sit divisibilis per 4»_1. 

Q. JEj, I). j 


COROLLARIUM 1 

17. Cum omnes numeri primi vel ad hanc formam 4% + 1 vel ad hanc 
4«-l revocentur, si 4w — 1 non fuerit numerus primus, divisorem habebit 
formae 4w 1; namque ex mens numeris formae 4^^ + 1 nunquam numerus 
formae 4n — l resultare potest. Quare cum summa duorum quadratorum 
per nullum numerum primum formae in — 1 dividi possit, per nullum quoque 
numerum eiusdem formae 4«-l, etiamsi non sit primus, dividi poterit. 


COROLLARIUM 2 

18. Summa oigo duorum quadratorum aa-\-bb per nullum numerum 
huius seriei 

3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35 etc. 

est divisibilis. Omnes ergo numeri primi praeter binarium, qui unquam 
divisores esse possunt summae duorum quadratorum, continentur in bac 

forma 4« + l, siquidem numeri a et b inter se coramunem divisorem non 
babent. 

COROLLARIUM 3 

19. Cum omnis numerus sit vel primus vel productum ex primis, 
summa duorum quadratorum nullum numerum primum pro divisore babebit, 
nisi qui contineatur in bac forma in + !• Divisores ergo primi summae 
duorum quadratorum continebuntur in bac serie 

2. 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, ,89, 97 etc. 


SCHOLION 

20. Quod numerus huius formae in — 1 nunquam possit esse summa 
duorum quadra, to rum, facile intelligitur, Numeri enim quadrati vel sunt 
pares vel impares; illi in bac forma 4a, bi vero in bac 4J + 1 continentur. 

1) Alia huius th«orematis demonstrfttio mvenitur in Commentatioae 242 (§ 70) huius volu- 

minis. F, E. 
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mVIHOMKS , 

'■ ' ' f-'H-aa 

Quaro at suinina .int.rum quadnitonmi «it numin-iH inunr 

alteum , mpar o, , ori oritur f,,rmu 4 ,, |. « ( 1 J,,'. 1 „ 

nullus iinmorus huius formao 4n - I ,|,i.,r„„. „„„.l^. , " 

Quod vero ununiu. duorum ,|uadmtorimi iiu .liviuorum .ui I 

adniitbit, ab omiiibuH 8cri|it(jribus moOioili IIioiuiastuk HmmZ ,.^1 m • ' ' 

nemo autem uiKiuaiu, (luanttim iiiihi ftniftfjit t*i i t * 

M^o.), <„ri aubuu 

<im<io,„ Vi, lour ,.ri,„u« lumo voritatam publi™ do.u, 

vd hmm fomae 4n — l ,w . » *» ^H{lum Hmnmtm 

me posse summam dmrum qumimiorml Hhm Trgl miuif 

(iuorum qnadratorum inter ae nrijHopimi i ^ ” ” »»«»«*»» HtimniHra 

o.copto aiiou divioorou „ou'b„,u™, „w 


THBOUEMA ti 

vd 2 vd numeri hmm fo^^Z +1^”* ^imdraim-mrn kifrr se pmmmm smt 

DEMONSTRATIO 

vel aLnim pto et^rLraml^^ar**n^^ impar 

utroque vero casu di?isoros ^aau wimiime «* 4. divieor erit 2, 

continebuntur. Cum onim hi q«» inorint, in hnr. forma 4 m 4- 1 

formae 4«~i locum invenit ‘l»a‘lmta, milluM divisor 

Bn + i vel ad banc Bn~~B revocant.i»- ^ hiiric formam 

— - ’ «h11hh» numorum formats 

Eobekvai. iaofit 1640J)'; !• Wr 4 

“a 1 C tractatum cognosse. Vide QuaestiQBem ’vit i-i - >*»« I->«>»'JtANTUM thec- 

ed. P. Tannbey, vol. I, Lipsiae 1893 p Ssa* n- {Opera 

mMm des DmsAmm von Alexandria. tlbeLtf f ’ >(ie Hehrift iibrr Mpgoml- 

HEIM, Leipzig 1890, p. 206) neo non PisaMATn JT^ begkitei von (1 Wmr- 

•quaestioneni, p. 214 et 225 edition^ mpm ftiota f ^ «“mraentiirium Ihaimn in hanc 

PW, 1. 1, p. 312 et 313. Viurelnt Lt"' '!?'“! 

r. too, iuprirt p. 811 - 318 , ««r»" BlbUuth. M.ti.,,,. U„ ,„,o/ll, 


theoremata circa divisores numerorum 


8n - 3 esse posse divisorem summae duorum biquadratorum. Ad hoc demon- 
rtrandum sit piimo 8» -3 numeras primns atque per eum divisibilis erit 
haec forma « ' - h’-‘, unde haec forma a*— + i>-‘ per numerum 8» - 8 
prorsns non ent diTOibilis [§13], nisi uterqne numems a et f seorsim dmsionem 
admittat, qui casus autom assumtione, qnod ambo numeri o et 5 sint inter 
se primi, exclxiditnr. Cum igitur forma 

nequeat per 8w-3, nullus quoque eius factor per 8n-3 dividi poterit At 
ob 2 m - 1 immerum imparem illius formae factor erit a* + ^)^ qui ergo per 
nullum nmnerum primum formae 8m -3 dividi potest. Hinc omnes numeri 
primi praeter. binarium, qui unquam formam a* -f- 5^ divident, erunt huius- 
modi 8 m -f- 1, Ex multiplicatione autem duorum pluriumve talium divi- 
sorum nunquam numerus formae 8m -3 oritur; ex quo sequitur nullum 
prorsus numerum huius formae 8m -3, sive sit primus sive compositus, 
summam duoi um biquadratorum inter se primorum dividere. Q E D 


COROLLAEIUM 1 

22. Cum omnes numeri impares in una harum quatuor formarum con- 
tineantur 8m + 1 et 8m 1-3, praeter numeros in forma prima 8m -fl contentos 
nullus alius poterit esse divisor summae duorum biquadratorum. 


COROLLAEIUM 2 

23. Omnes ergo divisores primi summae duorum biquadratorum inter 
se primorum erunt vel 2 vel in hac serie contenti 

17, 41, 78, 89, 97, 113, 137, 193 etc., 

quae conqdeciitur omnes numeros primes formae 8 m -|- 1, 


COROLLAEIUM 3 

24. Si quis ergo nunmrus, puta 2^, fuerit summa duorum biquadratorum, 
turn is vel orit. primus vel alios non habebit divisores, nisi qui in forma 
8m 4- 1 contiuoautur; unde iuvostigiitio divisorum mirum in modum contra- 
hitur. 
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COBOLLARIUM 4 

25 . Nullus igitur immerus, qui divisorein iiabttt non in forma 8w 4- 1 
contentum, erit summa duoram biciuadratorum, niHi forto haboaf* (niat.nor 
divisores aeqimles, qui autem in considorationo InqnadKitonuri rotic-i aobmt. 


THKORBMA 7 

26 . Omnes divisores huimmodi numeromm + b\ d quidmi a et b mni 
mme^ mter se primi, sunt vel 2 rd in hac fmmt Wn + I mdinmtur, 

DEMONSTRA'nc) 

biquadrata, eorum Humimi f // alios non 

forma 8* + l contenti sunt vel Ids + i v„i 1B„ _ 7. sit 

*^1, Deque proptorea ullus eius factor. Vftriun oh 2 ti — 1 numerum 

nequit, nisi qui in S^t„r‘V’'''Tl'’1"“’“ 

duorum pluriumve huiusmodi uumeromT 2 , “"“‘P 

potest, STourtitorm^rrrmrr rr- 

existere possit, uecesse eat, ut oml ^^7 J« + “'+‘' 

habet, sive sinf own,,- . -x. ™nnae a + b divisores, si quos 

tineantur. Q. E. D. o“^P 08 iti, peiTpetuo in hac formula 16 n + 1 con- 

COBOLLARnJM 1 

unqu^ ^ includitur, 

se primarum. i^nmaae uarum potestatura ocfeavi gradtis inter 

COROLLARIUM 2 

sores investi^e, irdivis^onem^X^^^ formae 0" + // divi- 

forma 16 w+,l contentos tentet ^ nuraeros primus nisi in hac 

numeros primus huius formao divSsoreslTr^r 
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THEORBMA 8 


29 &«.»» dmnm tmhmmdi poteOaiuM «'” + r, .jmrmi exponem ed 
hnam, aim, dtvmrc, non admittit, nm gui continmntur m Uc forma 

2 "^ * 4 " 


bemonstratio 

Quemadmodum demonstravimus omnes divisorea formae a® -f- 6® in hac 
forma 4n -j- 1 contineri hincque ulterius divisores omnes formae 4- b* in 
8w + 1 et formae a” + ?;’* in 1C)« + 1 contineri evicimus, ita simili modo 
ostendi potest formam + nnllos alios divisores admittere nisi in formula 
32»4-l contentos. Delunc porro intelligemus formas a®®4-J*®, etc, 

alios divisores habere turn posse, nisi qui in formulis 64w-f-l, 128^ + 1 etc. 
includantur. Hhupie in genero patebit formae a®"‘ -f i®"* alios non dari divi- 
sores, nisi qui in formula 2"‘ ' n ”{- 1 contineantur. Q. E. D. 


COROLLARIUM 1 

30. Nullus ergo numerus primus, qui in hac forma 2''‘+®w + l non in- 
cluditur, unquam esse potest divisor ullius numeri in hac forma a®™ 4- 6®’“ 
contenti. 


COROLLARIUM 2 

31. Divisores ergo huiusmodi numeri o*’“ -f- &®"' inquisiturus inutditer 
operam suam consumerot, si aliis numeris primis praeter eos, quos forma 
2"‘+®n4-l suppoditat, divisionem tentare vellet. 

SCHOLION 1 

32. B KRMATnis affirmaverat, etiamsi id s© demonstrare non posse ingenue 
esset confessus, omnes numeros ex hac forma 2*'"+l ortos esse primos®); 
hincque problema alias difficillimum, quo quaerebatur numerus primus dato 
numoio maior, resolver© i^st conatus. Ex ultimo theoremate autem perspi- 
cuum esi, nisi numerus 2®"’+! sit primus, eum alios divisores habere non 

1) Vidft OonimPBUtioniim 3(5 huius voluminis. F. R. 

Lkokhaiw Eumw 0{»«r& omnia. I* CommeatetioneB !iorithmetica.e 
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posse praeter tales, qni in forma + l eontinoaiitur. Cum i-iiur veri 

tatem huius effati FKitMATiANi pro casti ! rxamimire vnh.issom, iuKims 
hinc compendium sura nactns, <lum diviHtonem uliis nutJieris primis iinn*ter 
eos, quos lornmla (!4w -f 1 anppedikt, ti'ntoro mm opus hahehain. line 
inquisitione reducta mox deprehendi pemendo w H) nmnerum primunrr,4l 
esse divisorem numeri 2®*-}- I, nude probloma nmnnmafum. ((uo nnmerns 
primus dato nuimu-o maior requiritur, oiiaimmm rnamd insoliitnrn, 

SCHOLION 2 

33. Summa duaruni potestatum eiusdem grndns. nti «■" -f- h'\ semper hahet 
dmsores algebraice assignabiles, nisi m sit digniiiw biimrii. N'am si m sit 
numerus impar, turn a”‘+ b"‘ semper divisormn hahet a -f. h, atipie si p fnerit 
divisor ipsius m, turn quoqne a" + Ummim f /r ,Hvidef. Kin autem m 
sit numerus par, m hac formula 2> eontinebit.ur, ita ut p sit nnmeruM im- 
par, ocque casu a® divisor erit formae -f 6"* existentAi 

‘“''T’'™ f'™ 

“»«■ tii«i m Bit (linnita 

' ’* “1 + -livi- 

sores habere aequit, msi qm formula 2»m+l coutiuoantur. 

ponato a- duamm poteatatum oiuBdem gnuluB pro- 

ponatur a -6, ea semper divisorem habefe a-b’, pmeterea vero si exno- 

nens « divisorem babeat p erit ouoonr, k, .v • * 

. p, em quoqae divisor lormae Hinc 

m sit numerus primus, forma praetor alium divisorem 

ge raice assignabilem non habobit; quare si a”-~b”' fuorit numerus primus 
necesse est, ut m sit numems , , 7 numerus primus, 

quidem casibnA fnv .« ®t 1. lutorim temmi ne his 

ITT, "f'^^® ^orma temper est numerus primus, sed (luoties 

alios divisoresTabr ‘livisiliilis, Fraetorea vero etiam 

alios dmsores habere potest, quos hie sum investigaturus. 


THBOREMA 9 


2fi4- i atoue^ <?// w a ¥ fnerit divi^nlh per mmermi primum 

T«~ 4 T” 


34—36] 
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demonsteatio 


Quia 2n + l est nurnerus primus, erit divisibilis per 2n + l 

et cum per hypothesm sit quoque divisibilis per L + 1 si 

+ 2^ per m remanens; et 

.„,r ’ + ^ aivisibilis, multiplicetur baec forma 

per a>, ent a per 2» + l divisibilis; at posito am-{-q pro 2^^ est 

quoque per 2n + l divisibilis; a qua formula si prior subtra^ 

hatur, resHluum quoque per 2^ + 1 erit divisible 

Hmc cum h pw hypothesm divisorem 2n + l nou habeat, necesse est, ut 
a>-h‘ per 2n + l sit divisibile. Ponatur porro m = /?^ + r, et cum utraaue 
haec formula et sit per 2^ + 1 divlbilis, multiplicetur 

postenor per a” et a priori subtrahatur atque residuum b^^(a^~b') seu 
pariter per 2n + 1 erit divisibile. Simili modo patebit, si fuerit 
q^yr + s, turn fonuulam a'-5‘ per 2^+1 fore divisibilem; atque si per 
huiusmodi contimiam divisionom valores litterarum q, r, s, t etc. investigen- 
tur, tand(jm perveuietur ad maximum communem divisorem numerorum m 
et 2«; qui ergo si ponatur erit — b’' divisibile per 2w + 1. Q. E. D. 


COEOLLAEroM 1 

55. Hi igitau- m fuerit nurnerus ad 2»^ primus, maximus eorum communis 
divisor ent unitas, ac proptorea si fuerit divisibile per numerum 

primum 2« 1 , turn quoque a — b per 2m + 1 erit divisibile. 


(JOEOLLAEIUM 2 

56. Hi (u-go (liflerentia numerorum nou fuerit divisibilis per 

2»H- 1, turn quoque nulla huiusmodi forma a’" — //*, ubi n est ad 2n 
nurnerus primus, per 2n -f- I divisibilis esse potest. 


COEOLLAEIUM 3 

57. (hiodsi ergo m fm>rit nurnerus primus, forma a’” — 5“ per numerum 
piimum iw |. 1 dividi non potest, nisi m sit divisor ipsius 2«, posito quod 
a-— & non sit divisibile per 2« + l, 

JO* 



THKOKKMATA CHUIA OIVISOUES XftMKHOfiCTM 
COliOLLARIUM 4 


|:!f5~37 


38. Exiateiito wgo w- laujH^ro prirao iui©p fciniiii <*•“ a- . ... . .. . 

. ^ a.K,» L;:: ;;;, 

IMe (l.vi8,.n«i immm cuiiwpi,,™ in line formn «- r,,,,,,,,,.; i,„, ' , 

COROELAEIUM 5 

39. N!si ergo miniertis ‘i”— 1 Hit uriiMiii. ♦ 

alios divisoees habo. nnn ,, inein.ii^rt^,: r:::,,!:™: 

COBOLLAmiJM fi 

t:zz <■“'« 

sene ^ I****””. <**mtiriehunt,ur in hac 

2« + l, 4m + 1, 6,« + i, 8«+|, „tc.. 


SI hinc numeri non primi expunganiar. 


THEORRMA 10 

41. 8i formula a'” + b”* dimmr^ 

(^±-pr±(p±(ipr p^'p oru 


w t'xprmm 


DEMONSTRATIO 

8i potesiates (a 4- aji'j* ett- fk _> a \m 

utraque serie omnes termini methodo consuota evolvantur, in 

fonmnia (» ± «.)- ± L^Z.” f**" 

Unde perspienum est: si a’'‘4-A'« j. . 

(«±«i>)™±(6±^^). per e^t d/wmbakT? 
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37—38] theoiiemata ciroa divisores numerorum 

COEOLLARIUM 1 

42. Si igitur a"‘ • |~ 1 fuerit divisibile per p, turn quoque haec formula 
(a + apj" 4; 1 por p erit divisibilis. 

COEOLLARIUM 2 

43. Si a”^ ±b"^ fuerit divisibile per p, turn quoque haec formula 
(« + “P)"‘ + vel haec a/‘'±(h+Jpy per p erit divisibilis. 

SCHOLION 

44. Kodom quo(iu<^ modo generaliter demonstrari potest, si fuerit 
± divisibile per p, turn (luoquo banc formam 

fore per p divisibilem. llaecque veritsis aeque locum invenit, sive""^ sit 
numerus primus sive hocus. Quin etiam non opus est, ut utriusque potestatis 
idem sit expoiuuis m, sod etiainsi essent inaequales, conclusio perinde valebit. 
Turn vero quoqu<s si m fiuTit numerus par, ex divisibilitate formulae a!'^±h”' 
per numerum p divisibilitas etiam huius formulae (ap + a)”^ + (^p + hy‘ 
sequitur. Verum haec aliaiiue similia ex algebrae elementis sponte patmt. 


THKOREMA 11 

45. Si fuent a ««>/’/ 2 jm 4" 1 numerus primus, turn ista 

expressio o'“ — 1 erit divisibilis per 2«4‘1- 

DEMONSTRATIO 

Cum sit 2/« “}- I numerus primus, per eum dividi poterlt haec formula 
— 1 jling pgj. theorema praecedens quoque ista for- 

mula (// 1 ( 2 >h -}- -- 1 erit divisibilis per 2m 4-1. Quare si fuerit 
(2»w d- I)«, formula «"* — 1 per numerum primum 2m 41 dividi 
poterit. Q. K. I). 

COEOLLARIUM 1 

46. Hi ergo fuerit vel a — (2m 4 1)« + 1 vel a — (2m 4 1)« 4 4 vel 
a — (2m 4 1)« 4 9 vel a =»« (2m 4 1)« + 16 vel etc., turn formula a” — 1 
semper erit divisibilis per 2m 4 1» si quidem 2.m4l foerit numerus primus. 



THEOREMATA UIRCA DIVIHORE8 Nt'MKRoRfM 

COBOLLABIUM 2 


38-39 


46[a]‘). Gum ciisus, quibus ipse mimerns a mi diviHihiUB ptu- 2m 4- i 
cludantur, manifostum eat, in formula ff } i2m ~f- 1)« numortuu f pm- 2w + i 
divisibilem esao non posse. Hhu^ pro /* omiies muueri nsHtimj iHWHuiit (n,: 
per 2w -h 1 mm suit divisibiles. ‘ * ‘ 


(JOHOLLAEIUM B 

47. Numeri ergo pro f asaumencH sunt 

(2w + 1)^+1, (2m + l)k I 2. (2M+r)h- \ B, . . . rim }. !)/|- j 

in his enim formulis omuos munori i»,r 2», + 1 „„„ ,Iivi„i|,j|,„ 

Hmc sumendis quadmtis lormao ipsius o, si parUw |m- 2m + 1 divi- 

sibiles m imam colligaiitur, orunt aequoates 

(2m + l)i> + 1, (2m + l)p + 4, (2», + I);, ii, . , , (■>,„ .j, 

quarum numerus est m. 

COKOLLAWUM 4 

2m +^' fltt dWriMs jp™ » invenuradoH, ut - 1 mmmmn 

dum uT t. ’• ™i- 

uuum, ent {2m + l)jj 4 . ^ idoneus valor pro a. 

GOBOLLAIilUM 5 

tamef oi!r«r ^ autom minora qnam 2m 4-1, neque 

numerus ralorum ? + ‘ 'in» 

semper « uumeri, qui pro^ "XbenTou "Xur" ”■ 

COEOLLAEIDM 6 

2». + 1 ndX IZ rrresMua™0UMlrd'‘’”"“' 

divisiono Mjaiorum (pimlratorum 

1) In sditione principe &Iso aumerus 46 iteratur. F. K. 


39-411 TOEOREMATA CIEOA DIVISORES NUMERORUM 79 

per 2w+l nnuanout; iieque tamen unquam numerus omnium diversorum 
valorum ipsius r maior esse poterit numero m. 


SOHOLION 

m. lit. uauH huius thoorematis clarius appareat atque per exempla 
mnnorica illusirari po.sHit, secpientia proldemata adiicere visum est, ex quibus 
non solum veritaa theonanatis luculentius perspicietur, sed etiam vicissim 
patebii, (piotioa a non hahuorit valorem hie assignatum, toties formulam 
a’"-l non esse divisibilem per 2'W + l. Cum igitur haec formula 
semper sit (livisihiiis per 2w.+ l, quoties divisionem per 2«H-1 

non admittit, toties a"‘ + I per 2m 4- 1 divisibile esse oportebit. 


EXBMPLUM 1 

52. Jnvimre ralotrs ipsius a, ut a® — 1 fiat divisibile per 5 . 

Itesidua, quae ox divisione (juadratorum per 5 remanent, sunt 1 et 4 ; 
hinc necesse est, nt sit vel a — bp 4-1 vel a «= 5 p 4 - 4 sive a = 5 p — 1 . 
Priori casu lit aa~~l seu (a — l)(a 4 - 1) — 5p(5p -f 2), posteriori autem 
==(5p — 2)5p; ntnxpie ergo divisibilitas per 5 perspicitur. Sin autem fuerit 
vel a — 5p 4" 2 v(d a •— ftp 4 - 3 , neutro casu formula aa — 1 per 5 erit divi- 
sibilis. 


EXEMPLUM 2 

53. Jnvmire vabres ipdm a, ut fiaec forma of ~l fat per 7 divisQnlis. 

'’I’ria resi<lua, ((ua<i in divisione omnium quadratorum per 7 remanent, 
sunt 1, 2, 4. Ilinc valoros ipsius a sunt 7p4-l, 7p 4 - 2 et 7p4-4; sin 
autem fuerit vel a «■ 7p -{- .1 vel 7p 4 - 5 vel Ip -f- 6, turn non formula propo- 
sita a® — 1, sed haec «* 4 - I per 7 fiet divisibilis. 

EXEMPLUM 3 

.54. hwenira vabres ipsim a, ut haec forma a® — 1 fiat per 11 divisibilis. 

Numeri quiwlrati p(ir 11 divisi dabunt 5 diversa residua, quae sunt 
1, 3, 4, B, 9. Hinc formida rt” 1 per 11 erit divisibilis, si fuerit a == lip + r 
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denotante r unumquonuiuo ox nnmoria I, 3, 4. S, i). Sin ni.li.m 
matm: quidam ex his numoria 2, fi, 7, 8 , 10 miiltii.l,, qu..f,u,,|u, . ,, 

auctus, turn a® + 1 psr 11 erit tliviaibile. 


THEOlilMA 12 

56. St fuenf f* ±(Zm exkimte :i»i f I nmnem prhm> (urn 
forma a”* — 1 muper erU per Bm + 1 dimsihilm. 


DEMONSTRATIO 

visibihs pel Jw + 1. Quaro bi Humatur « — /** j (,'{/« .f i)« tmi, 

formula o- _ 1 erit per 3,n + 1 diviaibilis. g. R 1,. ^ ‘ ^ 

COEOLLABIUM 1 

oi CUM ptr stTl dfl!T‘ “ r™'*™ Huao oriuutur, 

pro 0 . ‘ quocunquo iiiidtun. d.U,it valnron, i,l„„oum 

COROLLARIUM 2 

numems ps^ ^cqm/iimr™ "^liur 3 "*1^" 

seuarii. Hiac eruut uumeri pro"^* et a», +’*1 

ummi pro m efc Jm + 1 atlhtbowii Hoquoiit^jH: 

»*“2, 4. 6 , 10, 12, 14, 20, 22, 24, 26, 32 ote., 

3W + 1 * 7, 13, 19, 31, 37, 43 , 


COEOLLABIUM B 

sequentia residua rem^eb^r aumeros primos 3 ot+ 1 dividantur. 


42—43] 
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Divisores 

7 

13 

19 

31 

37 


81 


Residua 

1 , 6 

1, 5, 8, 12 

1, 7, 8, 11, 12, 18 

1; 2, 4, 8, 15, 16, 23, 27, 29, 30 

1> 6, 8, 10, 11, 14, 23, 26, 27, 29, 31, 36 

etc. 


quoLam ™ aiviBoribqs, minores, deinde si 

r "7 7.7 ,t r- “ ““ ^ '“iduqm r, cubtts 

(3w -f- 1 /} dabit residuum — r seu Zm +1 r. 

SCHOLION 

divJf ‘77f7 residuorum perpetuo qsse si 

ivieor luent -dm+1. Sempei: ergo dautar tres mbi, quorum radices siut 

<3»w + l, ex quibus idem residuum resultat. Scilicet hi tres cubi 1», 2“ 4» 
1 . idem dant residuum —I et hi tres cubi 2®, 5® et 6® per 13 
dmsi idem dant residuum 8. Praeterea hie notari convenit, si pro a alii 
valores praeter hos assignatos capiantur, turn - 1 pon esse per 3m + 1 
dmsibile; quod etsi verum esse lacile deprehenditur, tamen eius demonstratio 
ex praeeedentibus non sequitur pertinetque haec veritas ad id genus, quod 
nobis nosse, non autem demonstrare licet. His ergo casibus, quibus a™-l 
per 3m + 1 non est divisibile, haec formula a®"‘+a“+l divisionem admittet 


THBOREMA 13 

60. S fuerit a — /*’“ + (mf^ + l)a emtente mw + 1 nvmero prim, turn haec 
forma a"* 1 erit divistbUis per mn -f- 1. 

DEMONSTRATIO 

Ob + I numerum primum erit 1 dmsibile per mn + 1. At est 

bihs per mn + 1. Quare si ponatur a^r±(mn + l)a, haec formula a ^- 1 
per mn + 1 dividi poterit Q. E. D. 

Lko»«a*»i Etiiitai Opera onmia Is CommentaMones arithmetioae 


11 
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COEOLLAJIIUM 1 

61. Si ergo potentates exponentia n per mituertim priumni wm \ \ (Jiyi. 

dantur, smgula residua vel ipsa vel multipio ipsius l «|uofuiit{«e aucta 

idoneos praebebunt valores pro a, ut o"™ I Hat per mti f l ilivisibile. * 

UOKOLUIUUM 2 

62. Hmc 81 a“— 1 non fuerit per «*»+ I divimhile, turn valor ipsius a 
m hac expressiono /■'•±(ww + l}« mm continebitur sen nulla dabitur imtestas 
exponentis n, quae per mn -f- 1 divisa rolinquat «, 


SCHOLIOH 

63. Propositionis huius coiwersa, si oinni n.odo examiiu«tur, u«oq„e vera 

deprehendatur; ite ut, quotiea u--l rit Uivi„i|,i,., ,„,r + ,, iL loZ 

StosT” “ “ formula r±(„„+l,„ co.,U.„«tur; dabitar po- 

s as / quae per »i» + 1 divisa relinquat a pro rouiiluo. lu, uuui obeer- 
TOsaem fonuulam 2 “-l ease per (141 diraibilom, ob m-w ii„t „_io 
^itur quoque potestM dignitutie decimao, quae pur (Ml diviea relinquat 2 . 

1 ulr»-( TT? 'i«Pr«b™<H ««.. ai". I■ru,.to.m vu o cum 

2 -1 uou at d™.tale per 041 , hoc caeu Ht et „-ai; uulla -igitur 

potestas diguiWis vicesimw, quao per (Ml .livi«r reliuuuit “ V.Sta, 
h™L‘'°proraffi„rur‘ -“"“‘“r dumonstratio 

fitntf. Zr “«‘«»«“><r in (brmula 

Quaium uroDoaitim “ * P® ma+l divimoiiem non admittora') 

esset ”viZ H ^“<>“«tr«^ poeaet, aiuml voritae alterlu. 

r~a fuerit divisibile perZ+ Z 

+ dim ibilis. In hoc genera latius patet fcheorema sequens. 

menta&ne ®W«tis ij*e d<i 4 it is Oom- 


44—46] 


divisores NCMERORUM 


83 


THEOREMI 14 


M. Si fuerit f-ag- divisibUe jer n«mn,m primun, m« + l, tm. .ucgue 
-1 erit dwtsibtle per mw + 1. ’ 


DEMONSTEATIO 

formula f a g , quippe quae per illam diyidi potest, divisibilis per 

tT + ^ numerus primus, per eum divisibiUs erit haec 
forma / ~g j unde quoque differentia p»"(a”‘-l) seu ipsa formula a--l 
per mn-i-1 ent dmsibihs, propterea quod g per mn-^-l divisionem admittere 
nequeat, nisi simul / per eundem esset divisibile, qui casus in nostro ratio- 
cimo perpetuo excluditur. Q. E. D. 


COEOLLAEIUM 1 

65. Si ergo a"*— 1 per mn + l non fuerit divisibile, turn quoque nulli 

dmtur numeri / et g. ut haec fomala per «» + l Bat divisibUie. 

COEOLLAEIUM 2 

66. Si superioris propositionis conversa demonstrari posset, turn quoque 
evictum foret, quoties /'" — a per mn + l dividi nequeat, turn ne banc quidem 
fomulam t-ag” divisionem per mn + l admittere posse; simul vero etiam 
pateret, bi r~ag’' sit divisibile per mn+l, turn quoque dari buiusmodi 
formulam /■* ■— o, quae sit per mn + 1 divisibilis. 


THEOREMA 15 

67. Bi huiusmodi formula af^—hg' fuerit divisibilis per numerum primum 
nn+l, turn (juogm haec farmida oT— b’” erit per mn + l divisibilis. 

DEMONSTEATIO 

Si fuerit af” — bf divisibile per mn + l, turn quoque baec formula 
u /* erit per mn -1- 1 divisibilis. At ob mn -)-■ 1 numerum primum 



84 
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|4fi~.47 




erit quoque haec fonnula f""*— f'* Hleoquo ei hjM*iT 
divisibilis; subtrahatur haoc ab illu orf*" « 

seu a’'*—//" per mn-\- I erit diviaibila y. E. I). 


I^ihiier a">;r per 

irtjf”'' attjue residuum - //'*\ 

4 ^ II ’ ' / 


GOROLLABJUM 1 

68. Si itaque non ftierit per mn+l divbibiie, turn milli <iab«n. 

tur numeri pro / et // Hul)8titu(m{ii, «t huiuammli f.mmula af- hr nit oer 
jw» + 1 divisibilis. ' 

COEOLLiiaUM 2 

69. Hums propositionis couverim, quod, at fuerit formula «“ - (r diviai 

1+T 211- 

e^rzi tur -■» ■>- 

80HOUON 

» r “'«»« -iunKuwtruri potout. ,.m> numuri 

— ;“rT«r T r ^ 

oneritio inH+i+naf ^ ± 1 “ Noinquo at inter tmmeroa m et tt m 

er=mr“ rr ..ii. 

~;itr ^ »- 


THBOKBMA 16 

<*««« sit r«uirt.Tri r! f r .-'* "9“ 

mn + 1 . ^ uf-hr dimMlk jHr 

D1MON8TBATIO 

Ponatur et « Tik + 

Q^j.„ • fomuk uf''~-bf abibit in hanc 

^«+i— rw, habebitar 


47—48] 
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Quao cuBot sit divisibilis dpt* 

daMt. oa.., ,uo 

-“Ci; "/=^' r- 

mn + 1 divisibilis. Q. E. D. ideoque ent per 


COEOLLARIUM 1 

72. Si ergo m et, n fuerint numeri inter se primi atque mn + l numerus 
primus, turn istae propositiones sunt demonstratae: 

per mn-^l, turn qmque erit per 

wn+1 dtvisMe, et s^ tUa formida mllo mode sit divisibilis per mn + l t^m 

ettam haec non erit divisibilis. ^ 


II. S fmnt dwisiUle per mn + l, turn dabitm numerus huius 

formae af --bg' per mn+l divisibilis, atque si a^-b”^ per mn+l dwisionem 
non admtttat, turn nullus dabitm numerus formae af^ — bg’' per mn + l divisibilis. 


COEOLLARIUM 2 

78. Si m sit numerus par, turn b aeque negative atque affirmative accipi 
potest; hoc ergo casu si «”■-&”* fuerit divisibile per mn + l, turn etiam eius- 
modi formula af^ + bf per mn + l divisibilis assignari poterit; id quod etiam 
inde patet, quod n sit numerus impar ideoque potestas negativa fieri queat. 


COEOLLARIUM 3 

74. Simili modo demonstrabitur, si fuerint ut ante w et numeri inter 
so primi atipie haec formula a”* -6"* sit divisibilis per mp + l, turn quoque 
exhiberi posse formulam huiusmodi af^ — bg^ divisibilem per mp + l. 



DE NUMEBIS AMICABILIBUS') 

Oommenktio 162 mdioiB Ekb8t«»»;»,uni 
O pusoula v&rii &rgu«eaU t, 1760, p. 33-107 


DEPINITIO 

1. Btm nmnen vomnfur amtcabiies, si ita mni mnpnmti, iti mmmm mrHum 
quotae^Tctrrmtf^ ^ amicabiles; priori« enim 220 partes ali- 

1 + 2-+4 + 6 + 104-114.20 + 22 + 444.56 + 110 

faciunt 284 et bums numeri 284 partes aliqaotae 

1 + 2 + 4 + 71 + 142 
prodncunt priorem numemm 220. 

SCHOLION 

hos 

videtur; Analysin enim inent.«rr, ^ speculationein deductus 

rorum paria inveniantur. CiETEsiusn Tero IIT 

modare est conatns reeulamnnA + -^aalysm a<I hoc negotium accom- 

regulamqne tradidit, qna tria talium numerornm paria 

G. W. W.T, Be ^ Lm d \ ^ 

ment. acad. so. Petrop. 2 (1749) 4751 ^ doeinmm spedmUbm. Novi 00m- 

Etoerdm soripsit, Lbosma.rdiBvi.sri Opera Lmm ’ *!““** ^^40 Kbaw ad 
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ehcmt, neque praeter ea Sohot™>), qai maltum in han inveatinatione 
desudasae vdetur, plura ernere vaWt Post haee tempora nemo ferfZ- 
metrarum ad Uaao. quaesfonem ma«is evolvendam opeL impendisse rel 
ntur. Cum autem nullum sit dubium, qmn Analysis quoque ex hao plrte 
mcremonta non contemnenda sit consecutnra, si methodus aperiatur qua 
multo pluxa humsmodi numerorum paria inuestigai-e liceat, baud abs re Le 
arbitror, si methodos quasdam hue speetantes, in quas forte incidi, commuui- 
caveio. In hunc 6nem autem sequentia praemittere uecesse est. 


HYPOTHESIS 

3. S n drrwta nwnerum jumemgm mkgnm pmilivum, miusmoii numen 
htr smtper sunt miaiigmdi, omnium dus divkorum summm hoc sigm fn indi- 
edho, da ttt cJmraeter J numen empiam praefims summtm. omnium'’ eiusdem 
nwnen divmrum demtet; sic erit |6 =. l 2 4 - 3 -f 6 = 12. 

COROLLAEroM 1 

4. Quoniam inter divisores cuiusvis numeri Me ipse numerus refertur, 

partes aliquotae autem censentur divisores ipso numero excepto, manifestum 
est summain partium aliquotarum numeri n exprimi per J'n n. 

COROLLARIUM 2 

5. Quoniam numerus primus nullos alios divisores admittit praeter uni- 
tsitem et se ipsum, si n sit numerus primus, erit l^n = l-{-n. Cum autem 
casu » 1 sit ^ ^ 1 » 1 , patet unitatem non recte numeris primis annumerari. 


LEMMA 1 

(!. Si m H n fuerlnt numeri inter se primi, ut praeter unitatem nullum 
habeaut divisornu awmunem, turn erit j'mn =‘J‘m-J'n seu summa divisorum 
product} mu act/ualis est producto eso summis divisorum utriusque numeri m et n. 

1 ) Viflifi Hotam 1 p. 60. P. B 
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i24'..26 

Productum enim mn primo habet aingulos divisort‘H utritiH(au> rn(4,m>j 
m et n, turn vero insuper divisihilo est per prodnclji ex Hm^uVm <iiviHoriIms 
numen m m smgulos divisores nntneri n. Hi vero omiu‘H ip8inH mn divi. 
sores iunctim prodeimt, si J m per /« iniilfcipHceiur, 

GOROLLAETOM 1 

T. Si ramerorum « ot « ater,ne sit prim..» i,I™„|,.a /•„, ^ .j 

J n + ent summa divisorura producti 

^fmn >»» (1 + w)fl + ») — 1 4- m -f- « -f. tun. 

Si praeterea p sit numeras primas diveraus ah m et «, t^rit 

+ „,)fl + a)(l 

Hmcque samma diyiaorum cmusqae mimeri, qiii ml. pw<lmt.mti ox i,iiotr.inn„o 
numens pnmia divmis, faeile asaiBialdtor, •« nuotomqaa 


COROLLARIUM 2 

pmtt titeteltdlurhaW di“ 

numeri inter “ '^^7” “"‘T""";. »*" 

/«-/«./«. “‘o'o 

8CHOLION 

prod„«“ 

lemma singnU diyieoree factonim 'm T T mT d- 7'" 

referantnr, ei haberent divieorem comLnem I’™''"'*' "V 

numeraretur: at dum nnnAofiV a «« inter divisorea producti bis 

rtituitar. ndlnm dMeoZ7 

nnmeri aT 71 TTon ^ritTr / " ““ 

Cum igito perioo iJj; 7 *yi»orem „ bis poni o„„vo„it. 

ductum ex quotcnnque mme77rim7T'” 'iui >»t pto- 

est, ut pro factorib.^ aequalibus ^la t^7“’ ’’f'’’*" 

producti defiuiri queat. ^ ^ tradatur, cuius ope summa divisorum 
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LEMMA 2 


n 


10. Si n sii mnnerm pri„, crit fn’^l + n + < /„■_ ! + „ + „.+ 

= 1 - 1 - n + «* -f- w» 4 ■ n* d generatm erit fn^ = 1 + w + + . . . + ' 


COROLLARIUM 1 

II. Cum «it /« erit /»•_/„ + „. etiam fn'-l + nfn. 

S.m.1, „„,d„ er,t ,/„•»/„■+„. ,el e«a» /«- = l + 4',.; p„4™ 

Jn ^Jn + « mn jn ^l + nfn\ et ita porro. Sicque ex cognita summa 
diviaorinn c.mmqm potestatis facile summa divisorum potestatis sequentis 
M Jissignatur, cum sit / ^ Jn* + n*"-* seu /*n* + > = 1 + n fnK 


COROLLAEIUM 2 

12. Quo summae divisorum facilius per factores exprimi queaut, notan- 

clum eat esse 

Jn* =- ft 4- n) (1 4- n*) = (1 + n*) f n, 

y ^ (1 4- n* 4- n*) / «, y V - (1 4 n* 4 n‘ 4 n*) J n = (1 4 n*) (1 4 n*) Jn ; 

sicquc siimmao divisorum potestatum imparium semper per factores exhiberi 

possunt, at potestatum parium summae divisorum quandoque erunt numeri 
primi. 


COROLLAEIUM 3 


13. Hinc igitur facilti tabula condi poterit, qua non solum numerorum 
primorum, B«»!d otiam potestatum ipsorum summae dmsorum exhibeantur. 
C'uiusinodi tal)ulaui hie adiicoi'e visum est, in qua omnium nmnerorum pri- 
morum milhuiario non maiorum eorumque potestatum ad tertiam usque et 

altioroH pro minorilms numeris summae divisorum per factores expressae 
traduntur. ') 


1) In editionn jirtncijw talmla B«»quen8 nonnuUos errores continet, qui omnes etiam in Com- 
mntathiiihm arithntttu’in (wi. P. 11. et N. Fuss) inveniantur, hao in editione autem correcti sunt. 
Quae correelioties iwtinent ad nunifiros 6®, 37» 41* 149* 173*, 283* 461», 523*, 663* 571*, 
013*, 769* 81 1 , H27. Prat'fen* addondae erant summae divisorum numerorum 79, 79* 79®, quae in 
duabuH prioribuH editionibuH omissae sunt (sod vide Prooemium Comment, arithm.., p. LXXXI). F. R. 

Bsos»a«»i Kouwi Opera omnia Is Commentationes adtbmetiose 13 
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Num. Summa divisorum Num. , Siimma diftsorom ;; Num. ' Hintuaa divixorum 


2 3 

2* 7 

2 * 3-5 

2* 31 

2 ® 3*- 7 

2« 127 

2'' 3-6-17 

2* 7 • 73 

2 » 3 -11 -31 

2»® 23 • 89 
2 “ 3®-6-7-13 
2 “ 8191 
2i» 3 -43 -127 
2 ^* 7.31151 
2 “ 3- 5 •17-257 
2 « 131071 
2 ” 3»-7-19-78 
2 « 524287 
2 ^® 3 -5®- 11 -31 -41 

2 »o 72 . 127.337 

2*1 3 -23 -89 -683 
2 ” 47-178481 
‘ 2 *» 3®-6-7-13-17-241 
2 “ 31-601-1801 
2 *® 3 -2731 -8191 
2 *« 7-78-262657 
2 ®* 3-5-29-43-118-127 
2 *« 233-1103-2089 
2 *» 3®-7-11.31-15l-881 
2»® 2147483647 
2 »V 3-5-17-257-66587 
2»® 7 -23 -89 -699479 
2 “ 3 -43691 -181071 
2 “ 31 -71 -127 -122921 
2®® 3®-6-7-13-19-37- 78-109 
2®® 223-616318177 


I 3* 18 

3® 2®- 5 

3* 11 * 

3® 2®- 7 . 18 

8* 1093 

3* 2®- 5-41 

8* 18 - 757 

8 * 2*-ll®-61 

3»® 23-8861 

3“ j2»-6-7. 13-78 
3» 797161 

3*® 2* -547 -1098 
8‘® 11*. 13-4561 

3“ 2»-5. 17-41-193 

5 2-8 

6 * 81 
6 ® 2*- 8 -18 
6 ® 11-71 

5® 2-8»-7.Sl 

5* 19681 

5* 2®. 8.18-818 


j 11 ,2»-3 

:j II* !7- 19 
11* ‘2®-3.<U 
11® !6-3221 
11® ;‘i*-3*.7v 19-37 
I 11* ^13 -4.5319 
I 11* 1 2®. 3 -61-7321 
11* It. 19.177289.3 
11® i2*- 3 -5- 3221 -13421 

1.H 2-7 

13 * ‘ 3.61 
18® <2*. 5 . 7 . 17 

IS® .309-11 

13® j2-S-7-6M57 

18 * 15229043 

18* j2*-5-7.17-14281 

17 '2 -.3* 

17* 1807 

17* j2*.8*.5-29 

17® 1 88741 

17 * 2 . 8 ». 7 - 18-307 


5 * 

19 . 81-829 

19 2*- 5 

6 ® 

2 * 8 - 11 - 71- 521 

19 * 3-127 



1 19 * | 2 »* 6 . I 8 l 

7 

2 * 

1 19 ® 1151-911 

7 * 

8-19 

19 ® 1 2 *. 8 - 6 - 7*- 127 

7 * 

2 *. 5 * 

,,, 1 

7 * 

2801 

28 2* -3 


2 *- 8 - 19.43 

28 * 7 - 79 

7 ® 

29 - 4783 

23 * 2 *- 3 - 5.53 

7 * 

2 ® - 6* -1201 

23 ® 292561 

78 

8 * - 19 - 37 . 1068 

29 2 - 3-. 5 

7 ® 

2 * - 11 . 191- 2801 

29 * 13-67 

710 

829564467 

29 * 2 *. 3 -. 5 -421 



NUMERIS amioabilibus 


’Sum. 

Bumma divi.<;onun 

Nuin. 

Summa divisorum 

j Num. 

Summa divisorum 

31 

2® 

79 

2* -5 

137 

2-3-23 

31* 

3-331 

79* 

3 -7*- 43 

137* 

7-37-73 

31* 

2«-l8-37 

79® 

2®-6-8121 

1 137® 

2*-3-5 -23-1877 

37 

2-19 

83 

2*.3-7 

139 

2*- 6- 7 

37* 

1 3 • 7 • 67 

83* 

19-367 

139* 

3-13-499 

37* 

2* -6- 19- 137 

83® 

2®-3-6-7. 13-63 

139® 

2*-5-7-9661 

41 

2-3-7 

89 

2.3*-6 

149 

2-3-5* 

41* 

1723 

89* 

8011 . 

149* 

7-31 • 103 

41» 

2»-3-7-29* 

89® 

2*-3*-5-17.233 

149® 

2*-3-5*17-653 

43 

2*- 11 

97 

2-7* 

151 

2»-19 

43* 

3-681 

97* 

3-3169 

151* 

3-7-1093 

43® 

2®- 5*- 11-37 

97® 

|2*-5-7*-941 

151® 

2*-13-19-877 

47 

2*-3 

101 

2-3-17 

157 

2-79 

47* 

37-61 

101* 

10803 

157* 

3-8269 

47® 

2®*8-6-13-17 

101® 

2*-8-17-6101 

157® 

2*-5*-17-29-79 

68 

2-8* 

103 

1 

2* -13 

163 

2* -41 

63* 

7-409 

108* f 

3-8571 

163* 

3- 7- 19 -67 

68® 

2*-3»-6.281 

103® 

2*- 6 -13 -1061 

163® 

2®- 5 -41 -2657 

69 

2* • 8 • 6 

107 

2»-3»'’~~‘ 

167 

2®-3-7 

69* 

3641 

107* 

7-13-127 

167* 

28057 

69® 

2*- 3- 6- 1741 

107® 

2»-3®-5*-229 

167® 

2®- 3 - 5- 7 -2789 

61 

2-31 

109 

2-6-11 

173 

2-3-29 

61* ' 

3 ■ 18 • 97 

109* 

3-7-671 

173* 

30103 

61® 

2*-81-186l 

109® 

2*-5-11-13-457 

173® 

2*- 3-5 -29-41- 73 

67 

1 

2*. 17 

113 ■ 

2-3-19 

179 

2*-3*-5 

67* j 

3.7»-3l 

113* , 

13-991 

179* 

7-4603 

67® 1 

2»- 6 -17- 4-19 

118® 1 

2*-8-5-19-1277 

179® 

2®-3*-5-37-433 

71 1 

2®. 3* 

127 

2’ 

181 

2-7-13 

71* i 

6113 

127* 

8-6419 

181* 

3-79-139 

71® • 

2*- 3*- 2621 

127® 

2«-6-1613 

181® 

2*- 7- 13 -16381 

78 I': 

2-37 

131 1 

2*-8-11 

191 

2®- 3 

78* 1: 

I 

3 • 1801 

131* j 

17293 

191* 

7 -13*- 31 

78® !! 
^ 

2**6-13-37.41 

131* j: 

2®. 8 -11 -8681 

191® : 

2*-3-17-29-37 


12 * 
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Num 

■ 

Summa divisoram 

193 

2-97 

193* 

3.7.1783 

193* 

2* .,5*. 97 -149 

197 

2.3*.ll 

197* 

19.2053 

197* 

2*. 3*. 6 -11 -3881 

. 199 

2*. 6* 

199* 

3-13267 

199® 

2*. 5*. 19801 1 

211 

2*. 53 

211* 

3 -13 -31 -37 

211* 

2*. 63. 113-197 1 

223 

2*. 7 

223* 

3-16651 

223* 

2*. 5-7.4978 

227 

2*. 3 -19 

227* 

73 - 709 

227* 

2®-3.5. 19-5158 

229 

2- 5-23 

229* 

3.97.181 

229* 

2*. 5 -13 -23 -2017 

233 

2 -a*. 13 ~ I 

233* 

7 • 7789 

233* 

2*.3*. 6.13-61-89 5 

239 

2*. 3. 6 t 

239* 

19.3019 5 

239* ; 

2*.3.5-13* a 

241 ; 

2-11* a 

241* { 

M9441 a 

241* i 

2*-11*.113.257 ■ 3 

261 5 

J*-3*.7 3 

251* ^ 

13.1471 3 

261* 1 

!'-3*.7.17>.109 I 3 


Hum. 


1 Summa divisorum 

i 

■'' Nnm. 


SlUUHUl 

divisoruin 

t ^ 





-:i •. - 

2 • 3.43 

i 


■' 817 

*> 

' m 

8 . 68 


61.1087 


i, '*t 7 * 

m 

i 

I 1(01 


2 *. 3 . 6*-48 

• 1.821 


2 * 

■ 3 .. 5 . 1 . 

• .38 • 77.1 

2 *. 3 .tl 


1 3.31 


-88 


' 7 *. 13 -109 


. 381 * 


7 ■ .3288 


2 *. 8 . 6 . 11 . 

6917 

1 . 381 * 

2 * 

29 . K 8 

18 H 9 

2 . 3»-5 


887 

2 . 

18 * 


13 . 37 .161 


387 * 

3 . 

•18 ■ 8«3 


2 *. 8 ».r>. 97 . 

878 

1 887 * 

m * 

■ 6 . 18 *., 

1 ! -277 

2*.17 

■' i 

847 

2 *. 

8 ■ 29 


3.24671 


847 * 

7 - 

18.1327 

2 * - 17 -86721 

I 

847 * 

2 *. 

8 - 6 ■ 29 

■ 12041 

2-139 

' 

.349 

‘i-i 

3 *. 7 



277 » 2 *. 5 . 189.7678 


849 » 8 . 10.2148 
349» 2*. 5*. 7 .60901 

858 2 . 8.59 

8S3» 19.6677 
85:}» 2*. 8. 6. 17.69.783 
869 2*.8».6 

869* 7.37. 499 

85^ j2*.8».6. 18.4967 
867 2*. 23 

867* 8. 18. 8463 
.867* ,2*. 6. 23. 13469 

878 '2. 11- 17 
373* 8.7*. 13.78 

878* |2».6.U.17.13918 

879 j2».7.l9 

' 879* {8.61.787 
379* |2». 6. 19-71821 

883 1 2’'. 8 

883* 1 147078 

888* 3'*. 8 -5. 14669 



29-301 

i 

Nuin. I Summa divisorum 

389 2-3 -5 -13 

389* |7-21873 

389* |2*- 3 -5 - 13 -29 -2809 


397 

2- 199 

461 

397* 

3-31-1699 

461* 

397® 

; 2*- 5- 199-15761 

461* 

401 

j 2 - 3 - 67 

463 

401* 

1 7 • 23029 

463* 

401® 

i2*-8-37-41 •53-67 

1 

463® 

409 

i'2-5-.tl 

467 

409* 

;8- 65897 

467* 

409® 

1 2*. 6 -41- 83641 

467® 

419 

2*-3-5-7 

479 

419* 

13-18687 

479* 

418® 

2»-3-6-7.41 -2141 

479® 

421 

2-211 

487 

421* 

8-69221 

487* 

421® 

2*. 13- 17 -211 -401 

487® 

431 i 

2® -3® 

491 

481* 

7 - 67 - 397 

491* 

481® 1 

2®-3»-‘i93.317 

491® 

438 ! 

2-7-31 

499 

433* j 

3*37-1693 

^ 499* 

433® 1 

2»-6-7-31. 18749 

499® 

439 i 

2® • 6 - 1 1 

503 

439* i 

3 -31*- 67 

603* 

439® 1 

2*- 5- 11- 173- 667 

603® 

443 

2*. 3-37 

509 

443* 

7 - 28099 

609* 

443® J 

2»-3-6* 37 - 167 

609® 

449 1 

2- 3*. 5* 

621 

449* 

97-2083 

521* 

449® 

2*-3*-5*-l<MlHOI 

521® ; 
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|| Num. I Summa divisorum N 


2-229 

* 3-7-9967 

* 229 - 4177 

2-3-7-11 
' 373-571 

' 2*. 3-7-11-106261 
2^-29 

' jS- 19-3769 
|2'‘-6-13. 17-29-97 

1 2*. 3*- 13 
19-11503 

2*-3“. 5-13-113-19 

2*.3-5 

43-6847 

2«- 3 -5 -89 -1289 

1 2*- 61 
|3-711317 
:2«-5-87. 61-641 

2»-8-41 

37-6629 

2®- 3 -41- 149-809 
2 * - 6 ® 

3- 7 -109* 
2®.6®-18-61-167 

2®-8*-7 
18-19601 
|2*-8*-6-7. 26801 

12-3-6-17 
! 43 -6087 

|2*-3-5-17-281-461- 

|2-8*-29 
; 81* -383 
2* -8* -29- 136721 


Num. 

Summa divisorum 

523 

623* 

523® 

2* -131 

3 13 -7027 

2®- 5- 17 -131 -1609 

541 

541* 

541® 

2- 271 

3- 7-13963 

2*. 13-271 -11257 

547 

647* 

647® 

2*- 137 

3163-613 

2®- 5 -137 -29921 

557 

557* 

567® 

2-3*-3l 

7* -6343 

2* -3*- 5® -17 -31 -73 

563 

663* 

663® 

2*-3-47 

31 - 10243 

2®- 3 -6-29 -47 -1093 

569 

569* 

569® 

2-3-6-19 

7»-6619 

2*- 3-5-19- 161881 

571 

671* 

671® 

2®-11-13 

3-7-103-151 

2®- 11 -13- 163021 

577 

677* 

677® 

2- 17* 

3- 19-5851 
2®-6-13*-17*-197 

687 

587* 

687® 

2*. 3-7* 

547-631 

2»-3-6-7*-34467 

593 

693* 

693® 

2 -3® - 11 

163-2161 

2*- 3®- 6*- 11 -13 -541 

699 

699* 

699* 

2®-3-6* 

7-61343 

2^-3 -6* -17 -61 -173 
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ISTum. 

Summa divisorum 

Num. 

601 

2-7-43 

661 

601® 

3-13*9277 

661® 

601® 

2®-7-43-313-577 

661® 

607 

2®- 19 

673 

607® 

3-13-9463 

673® 

607* 

2®-5®-19-7369 

673® 

613 

2-307 

677 

613® 

3-7-17923 

677® 

613* 

2®-5. 63-307-709 

677® 

617 

2-3-103 

683 

617® 

97-3931 

683® 

617® 

2®-3-5- 103-38069 

683® 

619 

2*-5-31 

691 

619® 

3-19-6733 

691® 

619® 

2®-6-13-31-14737 

691® 

631 

2® -79 

701 

631* 

3-307-433 

701® 

631® 

2^-79-199081 

701® 

641 

2-3-107 

709 

641* 

7-68789 

709® 

641® 

2»-3- 107 -206441 

709® 

643 

2®- 7 -23 

719 

643® 

3-97-1423 

719® 

643® 

2»-5*- 7 -28-8269 

719® 

647 

2® -3* 

727 

647® 

211-1987 

727® 

647® 

2* -3* -6. 41 -1021 

727® 

663 

2-3-109 

733 

653* 

7 -13®- 19® 

738* 

653® 

2®-3-6-109 - 42641 

788* 

659 

2®-3-6-ll 

789 

659® 

13-33467 

739® 

669® 

2»-3-6-11-17-63-241 

739® : 


2- 331 

3- 146861 

2*- 331 -218461 

2-337 

8-151201 

2*- 6 -337 -45203 


2*- 3 -5- 113-45883 

2“-3*-19 

7- 66739 

2®-3*-6-19-46649 

2* -173 

3-19-8889 

2»- 178 -198 -1287 

2-8»-18 

492103 

2*.8»-l3-17-97-149 

2- 6-71 

3- 7-23971 
2*.6-87-71-6793 

2 ^. 8*- 5 

487 • 1063 

2®-8*-5-68-4877 

2».7-18 

8- 176419 

2*-5-7-18. 17-8109 

2-867 

8.19-9489 

2* -6- 18 -867 -4188 

2*-5-37 


,2"- 3 -31 
552793 

:3<.3.5*-3l -61-181 

2^ -47 
3 ■ 7 - 26H93 
2“ -47 -282001 

2 - 379 j 

3-13-14713 I 

I 2* -5* •73- 157-379 

1 2- 3- 127 
1 679883 

|2*-3-17-127-17033 

: 2 - 5 - 7 ■ 1 1 
|3-3l-6367 

U-17-17898 

12- 3*- 43 
I 698303 

|2*-8*. 6-48. 69753 

i 

:2*-197 
3 -37*. 151 
I 2“ -5- 197-241 -257 

2-3- 7- 19 
• 157 ■ -1051 

; 2*. 3. 5- 7 -19 -63521 
l2-8^-5 

*7- 13- 19-379 
2*. 3*. 6 -229. 1429 

,2*- 7 -29 
8-31.78.97 
1 2»- 7. 13 -29- 41 -617 

i2-3-187 
7.229421 
1 2*. 8 -187- 887021 
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823 2»-l03 


888 

883* 

883® 

887 

887® 

887» 

907 


2- 3®-7» 

19-40897 

2® -3® -7® -388081 

2®-13-17 

3- 260191 

2®- 5 -13 -17 -77969 

2®-3-37 

13-60589 

2*-3-5-29-37-2713 
2* -227 


953 

953® 

953® 

967 

967® 

967® 


971 


2®- 3 -79 

7-277-463 

2®-3-5-79-89681 


2 -3®- 53 

181-5023 

2®-3®-6-53-90821 


2 ®. 11 ® 

3-67-4657 
2^-5-11®. 13-7193 


2® -3® 


823® 

3 ■7-43-751 

823® 

2^-5- 103 -67733 

827 

2® -3® -23 

827® 

68-1757 

827® 

2®- 3®- 5- 13-23-5261 

829 

2 • 5 ■ 83 

829^' 

3-211 • 1087 

829® 

2®-5-17*-29-41-88 

839 

2® ■ 3 ■ 5 • 7 

839* 

704761 

839® 

2®-3-6 ■7-109 -3229 

853 

2-7-61 

863® 

3 •48 -5647 

858® 

2*-5-7-18-29-6M98 

857 

2-8-11-18 

857* 

j 

736307 

857® 

2*-3-5®.li.l3-37-897 

859 

2»-5-43 

859® 

3 ■ 246247 

859® 

2®- 5 -43 -137- 2693 

863 

2®-3» 

863® 

7®. 15217 

863® 

2«- 3®- 5 -13 -17 -337 

877 

2-439 

877® 

3-7-37-991 

877® 

2®- 5 -439- 76913 


907® 

3-7-39217 

907® 

2*- 6® -227 -16463 

911 

2®-3-19 

911* 

830888 

911® 

2®-3-19. 29-41-349 

919 

2»-5.23 

919* 

3-7 13- 19-163 

919® 

2'‘-6.23*37-101-113 

929 

2-8-6-31 

929® 

157-5508 

929® 

2®-3-5-3l-431621 

937 

2 ■7-67 

937® 

3-292969 

937“ 

2*. 6.7. 67-87797 

941 

2-3157 

941* 

811-1093 

941® 

2*- 3 -13- 167- 34067 


971® 

13-79-919 

971® 

2® -3® -197 -2393 

977 

2-3-163 

977* 

7-136501 

977® 

2®-3-5-53-163-1801 

983 

2®-3-41 

983® 

103-9391 

983® 

2^-3- 5-13 -41-7433 

991 

2®-31 

991® 

3-713®-277 

991® 

2® -31 -491041 

997 

2-499 

997® 

3 -13 -31 -823 

997® 

2®- 6 -499 -99401 


SCHOLION 

14. Usus huiuft tabulae ©st amplissimus in quaestionibus circa divisores 
©t partes aliquotas versantibus resolvendis. Eius enim ope cuiusque numeri 
propositi summa divisoruiii facili negotio inTeniri potest; qua reperta si inde 
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ipse numerus propositus auferatur, remanebit oiuH .Humiua purtiuiu aliquo- 
taxum. Ex quo statim constat buius tabulae subsitiio lunnoros anucabiles, 
quos sum traditurus, facile explorari posse, utruni sint iu«ti nocue. Quein- 
admodum autem ope buius tabulae cuiusvis nuraeri sumina diviHoruni cognosci 
possit, in sequent! lemmate explicabo. 


LEMMA 3 

15. Proposito quocmque nuniero eim sumnin dwisomm mfUi'nti nuxio coUi- 

gitur. 

Gum omnis numerus sit vel primus vel productum ex primiH. resolvutur 
numerus propositus in suos factores primos et, qui inter ho futu-iiit aoquales, 
coniunctim exprimantur. Hoc modo numerus propositus semper a<l buius- 
modi formam redigetur m"- w^-p>'-g^.etc. existentibu.s m, n, p, q etc. numeris 
primis. Posito ergo numero proposito ■«- J'/ cum sit A — w’’- et 
factores m“, pf, ^ etc. inter se primi, erit /’A'"— J W- / V* / j'*. etc. 
et valores Jm“, f fp\ J ^ etc. ex tabula adiimctii patohunt.’ 

EXEMPLHM 1 

Sit mmerus propositus N — 360. 

Eesoluto boc numero in suos factores primos orit JV— 2*-3*"r» ideoque 
■fseo — J'2 * -jy . fB — 3 . 5 . 13 . 2 • S 
Ob /2® = 3 • 5, J 3* « 13, J‘6 - 2 • 3. Unde his factoribus ordiuatis tiot 

/360 - 2.3*.6.13-m0. 


EXEMPLHM 2 

Phplorentur nmmi 2620 et 2924, utrwm sint amkabiks mcne. 

Gum sit 2620 =»• 2 - S-lSl et 2924 »= 2* • 17 '43, examen ita insMtuetur. 
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1)E NUMERIS AMICABILIBES 


Nuiuori propositi 

per factortw ('xprossi 
Hiiiiuiiao (livisoruni 
sivts 

sumnuu* partiiua aliquotaram 


ji.uiauiu anquoTiarum 
les, i)a,i,ot propositos munoros osse amicabiles. 


2620 

2924 

2®- 6 -131 

2^. 17 . 43 

7 • 6 • 132 

7 • 18 • 44 

5544 

5544 

2924 

2620 


9? 


SCHOLION 

1(5. His igitur praomisHiH, cpiao ad inventionem divisorum cuiusque 
numen portmoiii, ipHuiu probUniia de investigatione numerorum amicabilium 
aggrodiar atquo Hcrut^ihor, quonuidmodum buiusmodi numeros ratione summae 
divisoruni uit,or ho (uauparatos oHse oporteat, quo deinceps facilius eorum in- 
veutio por rogulas post tnuUnidas suscipi queat. 


PEOBLfc]MA GBNERALE 

17. hiimdri' nttmrrm amkahilm, hoc est duos numeros huius indolis, ut alter 
aequalk sit smnmm purtlum aliquotamm alterius. 

SOLUTIO 

hiiit.^ m ot n duo huiiwmadi numeri amicabiles et per bypothesin 
Jm lit Jn BuriiiMiwj divisorum eoruudem. Erit numeri m summa partium 
alitpiolarum mmj m — m «t numeri « summa partium aliquotarum == fn — n. 
Hinc ox natura iiumororum amicabilium nascentur hae duae aequationes 

{ — et fn — n<^m 

sive ’ 

J m — ■ J'n w -f «. 

Numeri ergo amii'abiloH m et n primo habere debent eandem summam 
divisorum, iiim voro oport^'t, ut haec communis divisorum summa aequalis 
sit aggregati) ipHorum numerorum m + n, 

hummmt hlmmt Cl|i«rii nmnisi la Camwiutalionei ftiiid^aeMeae 


13 
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l.'if. ;u! 


COROLLAEIUM 1 

18. Problema ergo Imc reducitar, ut t|uaeraniur duo (nuaiuodi iiuuieri, 
qui babeant eandem divisoruiii suninuim haecqiu' atsquiiUH sii aggrftgato 
ipsorum numerorum. 

COltOLLARlUM ‘i 

19. Ipsa quidem problemutk ratio exigit, ut hiiii uumori (luaoHili Hint 

inter se inaequales. Hin auksm desidereutiir lunjuakis, id. Hit. Hot 

J« = 2w et Jn — n'^n; buius Hcilicet nuinori geuiiuaii n Huumia partium 
aliquotarum ipsi fiet aequalis, quae oBt proprietaH iiumeri porfiH’.ti. Krgo 
quilibet numerus perfectus repefcitiis uutiieroa oxhibot. amicabiloH. 

COEOLLAiiiUM 3 

20. Sin autem numeri amicabiles m «t «, ut tmtura quttOHtioniift postu- 
lat, sint inaequales, manifestum est alteram esse rodundaiitom, altorum deti- 
cientem; summa scilicet partium aliquobinim altoriuH ipHo orit luaior, alte- 
rius vero ipso minor. 

SCHOUON 

21. Ex bac quidem general! propriefate parum adiunumti ccmw^quimur 
ad numeros amicabiles inveniendoB, eo quod t»ta AiuilyHooH upocitw, cuius ope 
aequationem Jia — Jw — m -f « evolvore liceat, otiaiiuiuiic puuitus sit iiiculta. 
Ob quern detectum formulaa magis particularos conteraplari cogimur, ex qua- 
rum indole regulas speciales pro inventione numerorum amicabilium derivare 
bceat; quorsum etiam pertinet regula Caetksiana a Bimoi’KNio comimuimrata*). 
Ac primo quidem, etiamsi non constet, utrum deiitur numeri amicubileH inter 
se primi necne, formulas genorales ita reatringam, ut mimtui amicabiles fac- 
torem communem obtineant. 


f . B. 


1) Tide Ooimuent&tionem 100 hoiug rolttmittis. 
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NUMERIS AMlCABlLIBTJS 


PROBLEMA PARTICULARS 


22 . 

torem. 


hwenire indolem mnierorum amicaUlium, 


qm commmem habeant fao- 


am. 


SOLUTIO 

Sit factor numeromm amioabiliam, quorum alter ponatur 

alter an, »,ut vero tem « et a quaru » et a uumeri inter se 
pnm,, ut Utauaquc chv.sornm summa per praecepta data reperiri queat 

Cum Igrtur prune utriusque eadem ease debeat divisorum summa Set 
Ja-J m — J a - jn idooque ’ 

fm-fn. 


Deinde vero iiooesse esl, ut ait fa- fm seu fa- fn ipsornm 
aequalis aggregato am + an, unde habetur ^ 


numerorum 


^fa "j" w 


, h-. 

»M + M 


PositiH ergo numeris amicabilibus am et an prime esse oportet Cm = fn 
turn vero requiritur, ut sit «(/n + n) ^fa -fm. 


COBOLLARIUM 1 

^ 23.^ Si ergo pro m (it n oiusmodi numeri iam fuerint eruti, ut sit 

Jm^^Jn, turn numerus « investigari debet, ut sit * = , seu ex ratione 

quam numorus ad smumam divisoinim suorum tenere debet, ipse numerus a 
erit iuviistigaudus. 

COBOLLARIUM 2 

24. Si factor communis a fuerit datus, quaestio ad inventionem nume- 
roruni m (d, n reducitur, tjui prouti vel primi vel compositi ex duobus plu- 
ribusve ptimis asHumuntur; quoniam turn divisorum summae actu exhiberi 
posHuid., regulae specialos ad (tos inveniendos toadi poterunt. 


18* 
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COEOLLAIUIJM :i 

25. Statim autesiu i«'rHpieitur utniiiinuo m .>t « prsimim esse 

non posse; quaro aiHiw aimpiicisHtmuH ni idf«-r in-tnutH. ult^n- vent pro- 

ductum ex dnobus munttriH pritniH iwttiuiiutur. Tuin pru.liunimi 

duobus pluribuavo iiunwriH primia statui ptilmil, iimli* tJinmijiiao n^f^ulao 
speciales pro iiiveuieudtH uuiuoriH lunicHbililtns ibnivari jHiti'nini. 


SCHOblOX 

2G. Diveiw ergo wiiinoruruin iimicttbiliiun btrinin'. tjoae him- iiuHfuiitur, 
sequent! inodo ropratweuliiri pittitruiit. Hit a utriiinqin* ruinimHiis fuctnr et 
p, q, f, s etc. nuiued primi, quorum uuIIuh nit tiivi.niir iiuiumutis tkrtoriH 
atque numerorum amicaltilium foriniie uruut : 


forma prima 


ftmwa wtfcniijila 


forma tertia 


forma quarla iforiua quinta 


DUS non occurrant, powafatoa wmaaimi iiunmri prmu. Uemiio pariter non 
constat, utrum non dentur tuiinori uiiiitnrbilwa, qui vo! nullum habtnmt facto- 
rem communem a, vei in quibua farkir hie mm proraua wit idem, veluti si 
darentur numeri amitaibikta imtua furtuim m"/* id in quibuH I'Xpommtcs 

a Qi (i essent divetii, quim forimi pri>|ifcwrwii in «ujii»ritir»bim non rmiiinerctur, 
etiamsi P ot Q essent protluct4i e* ineriM iiuitieria nriniis inlnr ««♦ tliverniH.'] 
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PROBLEM! 1 

27. Tnvmlre nmneros amicahiles wimao 

munis a sU datus. (^pg, et ar, si factor com- 

SOLUTIO 

(!nm sink .mmori primi a^ue /r _ 

^ (i’ + l)(s + 1), 

ponatui jt) ~|~ 1 =s if; otj fiGtQufi i tj 

esse oportet, nimieroH, ut tarn a; — l et wl. 1 ' y ei^ismodi 

primi. Deind*' iil rtfir; — ___ ^y — 1 sint numeri 

altenitritfs xp fa; ande nanciscimur hanc aequationem' 


xyja ■=■ 2axif 
Sit brevitatia gratia 

'ia—Ja 

termmos reductae eritfju© 


• ax ■ 


■ ay seu y 


ax 


(2 a— fa) x — a 


I ot * sit valor fractionis ^ • ad minimos 

2a — Ja 


uiide habebiraus 


CX‘ 


seu cy 


"hex 
cx — h 


■b4- 

^ cx-h’ 


(nx — b)(cy — h) ~ hb. 


h!'llln,n'r~''r''‘', quadmtom cognitam hb 
^ . sM,ad Imrns (art,™ maalvi .lobot. quorum uterque uumero h anctus 

r'-l q'lot'i at y mde emergentes ita sint comparati, ut 

1.5 f T/ conditio quoties obti- 

■ i poioui, ,,,md quidf.m pn, .nmvin valore ipsius a assumto statim dispi- 

Tn^ V qui erunt a(;r - 1)(2/ - 1) et 

COBOLLAEIUM 

2H. Front, i^r}i 4 „. p,.(, „ jiiiitpQ numeri accipiuntur, unde valores b 
«. c mnoriw'.suit, iTgubu- mmu-gont particulares, quarum ope numeri amicabi- 
u*8, HI qm in 00 gennro dantur, facile eruentur. 
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HKimriA i 

29. Sit facfa)!- communis « {lotosUw nimomuuitm^ hinarii. }nita a -.2»; 
erit fa - 2" - 1 -« ".I" “ ^ a., ” *** ““ t'*‘'H»terea 

5 =«» 2” ot c i. llmc (u itui 

{/ 2 -.if.V ^ T) - 2 **. 

Quare cum 2^“ alios non hiibnai fsicluioH niHi pcjln.^taioH fnnarii, «*rtt. 

» O* «• O* ' * y , 2* 2* ' * 


Quocirca dispiciendum oat, an ninaimHli valur pro k tlninr. ni wnpmntos tres 
numeri 

+ i, 1 --2^ * -I 2" -1. 

a;,/- I -.O’"'* 4 f* I 2’* * 1 

fiant numeri primi. Quoti si «m;ctabt. oriiiit mmiori amicHhiliw 

2»(2«** + 2» - 1)(2-* + 2» - 1). 2'(2- • • f 2’* * * b 2- * ^ 1). 


Vel sit n—k>">m sou w — ?« -f I: finbiuo 

iB - 1 «. 4 2*) — I — a 1 — T( \ 4 2‘) - I — />, 

- I - fit* * » 4 f 4 2*) ~ I - r . 
qui numori, (luotios fuerint primi, pinotudnmt miinoruH iunirahtloM, 


CASUS 1 

U). Sit A'-»l ot miiHori amieabilm otitiimliuntur, »{in>tji*h s«*i|n«'nt«*a trt»« 
numeri fuerint primi 


Turn eiim mm 


I, «.r-i ft !H.2'~ 1. 


- 1, — i ft r*-i«'2*** 
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BXEMPLUMl 

ol. bit Wl< 5®=3 1 6l*lt('jll6 

pma. 3-2 — 1 = 5 numerus primus, 
(;.2-l=»ii numerus primus, 
r « 18 . 4 — 1 — 71 numerus primus. 
Hinc ergo oriuntur numeri amicabiles 

2*" 5 -11 ot 2“.7l sive 220 et 284, 
qui sunt minimi omnium, qui exhiberi possunt. 


EXEMPLUM 2 

32. Sit m 2 erit({in^ 2"' - 4 et 2»» « 16 atque 

p-m 3- 4_1», XI numerus primus, 
qmm 6. 4__x— 23 numerus primus, 

— IH * 16 1 an 287 numerus non-primus; 

hinc(|ue adeo nulli nunn'ri amicabiles oriuntur. 

EXEMPLUM 3 

33. Sit in — 3 eriique 2"* 8 et 2*’“ — 64 atque 

3. 8 — 1— 23 primus, 

6- 8 — 1— 47 primus, 
r •» 18 . Ct4 _ 1 an 115 X primus. 

Ergo hinc numeri aniirabih*8 erunt 

-*'-‘^•■17 et 2* -1151 sive 17296 et 18416. 
I) Vitb r’i»ii)mnntiitimn*»i 100 Imias volumiais. 


F. R. 
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t»K JIl'MKHIS AMU’Aini.im S 

KXBMFf.A SKyi'KNTlA 

34. Iki'f. t'Xt'uipla rujii HinjumitiltiiH, in <iui!>UH vmuuvnli m lauKnvs va- 
lores tribuiintur, iHiiumoiliu# um» itn j.ut.Tui»t: 


Hit. ni «— 1 


:t 

4 

h 


1 

K 

1 

crit w— •'» 

!! 

23 

47 

‘15* 

I!»i 

;k3 

Itu* 


23 

•17 

‘If.* 

!!>! 

.'IKI 

7*m* 

ir»:rt* 

r «« 71 

287* 

llfii 

4iJ«i7* 

|H43r 

73727 

2t»4‘»tl 

ii7!«;.{7* 


Ubi tiuniwi nnn-priini iwti'riwif**) mint niiliiii; uihIm lum- iiintmn tanii iiuinwi 
aiiiicabiles*] obtinnntnr, nrtnijM* 


I. 


II 


! I . 


iH 


•:i 4 ? 


•i‘ i if»i 


HI 


I'-*’ I!'! ;ih:i 
1 '*'■ • i . lTl * I 


UlfceriuR iintem |>r»j(ri*«li nna liri'l. ijuuniain viiliir«*« ijwitw r nimia fiimfc 
magni, (nmra «i dipinufi titrnni niiil j»nim mi ni*. nnmtjiw 

nuraerorum primtmiiti mihnc rnnstmctiM’b vii ulirn H«m«io jMirrigimtur, 


1) Qiii ijiiMtin ttt mlllmm |iniiw|»^ iii« tl m noiniiiiiii i<ia« 

priffiis dtiimi f . li 

S) Qiii attittfiri miaillltttiiil mU Irl# pmm nai* m fmgmU: fi4p I |i. ill f. li 

S) ?iii I, W., L flMWimi mmi lli^l m 

Mttihfmiktil fuMei, llrii Aiwa li»|» 11411* |> t, §» 31 lit. Iiii#r IiWm Iw 

ii rilitioai iiinmPimtoi minmtm Um mt^ « I i!i<i timi,, i|iii Uc s 

l) J. ii %%m% list r«niii»ei ^litimnitu iiiii»*rtiriiiii iiiipirii® 

$d S4lMlf|, ~ $) hmm «nia# te 

tmmMftl mt §flk0 $mh II ti#f4l amimmi^hif 

l6Si. (fill# II, 4^# lf$naiiii liitjr lliMfi 

(Ik mglkfkn dyfifimm 4€f iUhlimlh I* Il3i l|«i m irtit4AliftttF 

J* PiWi tiliiltiii i Ikmmm m4 itmumt 

aullis (SCI) fiiiTitrlbiiri tiiiiiii %mh%\m *M%i J m «|iif4 «i^rriktiir 

J Tmikf^ #/ Akrlmi^ ilifiirti link (kMn Tr«si IV, |, laiSi • ■ i j if, Uuru$:», Unirnkm iw 
4#* Hftll# I74i VmUmt W^li^ 

siiii iliiliiti lili m hkiAf'iim 

Fititti fsfii 1} *h4‘ !,«!## I, ^ 

SehiiTimiidmi Muhffm^rkmdm 4## 4^* {Mmlmrs^r 

li it, |i ifi; fi4«s p 1*^*^ „j;vr/lsffi 

BSeiirtitorf . Ill , 
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CASUS 2 

35, Sit k =- 2 ot valores litterarum p, q, r oui 3ABor.+ • . 

/"> », qui debent esse primi, erunt 

y«.2().2'''-l, r=100.2^"‘-_l. 

(USUS 3 

3<). Ponatur k ■' t i eritcino 

l) xmt J) . 2'" 1 « ^=1 7‘> ‘J«I i , 

t -s — 1 , r >= 648 . 2^’" — 1 ■ 

A j 

quornni cimi nulIuH JM‘(‘,«'Hsario viileatur divisorem 'idTvii+f^.v« i 

i., .■ « „ZdtT»r:r 

sentabo: ^nunaos me conmnctim reprae- 


w 1 2 

^ 8 

4 

5 

F- !7 *55* 

71 

143* 

287* 

q mm 14;}* 287* 

575* 

1151 

2303* 

r 2591 !().1(i7* 

41471* 

m5887 

663551* 


Hinc erg(j, qimniam nltoriuH progrodi non licet, nulli 
veniuntur. 


numeri amicabiles in- 


CA8U8 4 

37. Ponatur « 4 oi so(inonteH tros nnmeri debebunt esse primi 
17-2-- 1, ./».272.2''‘-l, r-4624.2®»-l. 

amirawL’. "‘'‘'“P''"" Mne nullos procBre nameros 


CASUS 5 

•w. Ponattir k «. f, ot aoipieatos tres numeri debebunt esse primi ‘ 
;> «• .’5.1 • 2” — !, q>m, — r — 34848 •2’ “ — I. 

biOMAw, Ein,«w Op«i 0«i,i» Ii ComaenteMonw witlimeticae U 
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DE NUMERIS AMIOAUILlIUm 144-45 

Ubi statim patet casum m — 1 esse inutilem, cum <let, p (iO. Bit ergo m «= 2 
fietque i? =. 131, g'===4223* r « 557567 ; ubi cuni <■/ wui sit primus et maiorea 
valores pro m ob defectum tabularum numerorum primorum examini aubiici 
nequeant, neque bine etiam novi nimieri amicabiloH tvrmmtur. At vero ob 
eandem rationem maiores valores ipsi k tribuore non licet. 


SOHOLION 

39. Quoniam potestates binarii pro a positee valorem ipsiua c in frac- 
tione = unitati aequalem reddiderimt hinequo sohitionoa oljtinere 

licuit, alios valores pro a, qui pariter ipsi c valortmi » I inducant, ponam 
Inter bos autem imprimis sunt notandi, qui ex bac forma « « ^ » -f- e) 

nascuntur, siquidem sit numerus primus; turn enim fit 



6 -)“ 1 





si igitur c-pl sit divisor numeratoris 2’*(2'* '■* -I" valor ipsiua c fiet 
itidem =1. 


BBQULA 2 

40. Sit factor communis a - 2"(2"^ > + 2* 1). at + 1 numerus 

primus; ’erit ob e + l «.2* fractio * « ‘ + ^ 2''"*(2'’' ‘ + 2* ~ 1), 

siquidem non sit k>n. Hac ergo bypotbesi babebimus 


n. 


(2-‘ + 2*-l) at c«l. 

Quadratum ergo hh in duos eiusmodi factores resolvendum es 

ex quibus non solum valores numerorum - 1 at ?/ - 1 sed etiai 

,1 • ^ easus si eruore liceat, erunt m 

men amicabiles apq et an Yerum bic notandum est eos casus reiiciendc 

«pn ’uT primorum p, q, r prodit divisor ipsius 

divisibile^ ^ aullum alium numerum primum es 

Sit fi — k *=> m seu n ■==! di erit 


a= 2'"+*(2'"+*+^ -j- 2*-. 1) et & — 2”‘(2"''^*+‘ + 2* -- 1), 
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ut sit 
erit 


numeric amioabilibus 

lam quia 2 "“ * > ‘ 4 - 2 *' — 1 dAhm- nua« 

1 -t- « i uoBot esse numerus primus, ponatur 

+ - -~^^f seu /■=. 2‘-(2"‘'" + 1) - 1, 

«x.« 2 "“Y ot 

hf) am 2 '*'"//’ «« — b)(i/ — b). 

Nunc oh f mittuu'itni primum mimorus 2*’’7/' duulici mnrin I'v, 

factores n'solvotur. '' ^ m duos 

Priori modo flot 

(.r 6)0/ — /;) tta 2 "‘““/’- 2 "*+"/’ 

ideoquo ' " / 

a »* 2'"~''/‘4- . « - 

/ I « / ^ 1/ ™ ^ ^ -*[-* 

" + 2"‘)7~ 1 , ^ (2"'+« + 2’'‘)/‘— 1 


f' »»i i ^ — j 


(jui ti 6 B uiHitciri f dsbint sibb priini. 

Posteriori modfj rosolufcio dot ita 


unde fit 


et 


(a; — b)(y — h) « 2 "'*" • 

X «M 2 "' * " 2 "*/, If mm 2 "' -T “ f f 4 . 2 "* 

2 * "" S'" *• " 4" 2 '" / — 1 , q ^ 2 "‘ '"f " f -\- 2 "‘) f 1 


Y mm 


( 2 ®""*^*/’ 4 . 2 *'*!'" 4 . 2 “"‘'t‘' 7 y’j/'— 1 


liZtm -wYJ!” 

OASUS I 

^ 41. SitA*-. 1; orit ««2”’'‘(2''‘'’4.1), /v-»2''‘f2’'‘ + ‘' + l) ataue /’-» 2 »‘+*j-i 
qui mimenis dohet osao primus. Piim ergo sit (x~h')(y - h) erit ’ 

vel 


p « (2'«~« ^ 2’"}/ — I , 

r w ^ 2 *""’'* '4 2 *"*" 4 . 2 ***“‘'} 7/*—- 1 


I ^-.2«±“ + 2Y“-'1, 
£-(2'"^Y+2“)/‘-1, 

r mm ^ 2 **‘‘''‘/’ 4 - 4 - 2 ®’"^*//) 7 1 , 

J4» 



DE NIJMERIS AMICABILIBCIR 


;.17-48 


Notandum autem est, ut 2"*+^ + 1 sit numt'i'ns primus, t^xponentam m + 2 
esse oportere potestatem binarii; valores ergo ipsius m artmt 0, 2, <i, 14 etc 
At casus m = 0 reiici debet ob nullum valorem ipsius a assigiiahilem. 

EXEMPLUM I 

42. Sit ei-go »_2, „t sit 0-K.17 ot. .1 , n (W ataw 

Cum igitnr esse debeat (a: — ii)(y _/,)■..(>. n‘, iirit rTOulutiuiiu in I'aclairee 
instituenda: 


ii/ — 68 =» 

2 

1 4 I 

y 68 

8-17» 

! 1156 1 


70 

72 1 

^ j »» 

2880 

1224 1 


69* 

71 

^ Ba»q; 

2879* 

1223 

a« 

166599* 

88127* 1 


1545* 20B* 


Hiuc ergo nulli numeri araicabiles obtinentur. 


EXEMPHTM 2 

~ "91 ^ okJs ^ ” f ' /’—‘ifj?. Cum igitur sit 

)0 ) =-» 2 '257 , resolutio ita institui debebit: 


« — 16448 — I 82 • 257 
y — 16448 128 . 257 

X «. 24672 

y 49844 

24671 
U - 49848* 

r— . . , 




48 - 49 ] 


f UMERIS AMICABILIBUS 
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CASUS RELIQUI 

+ 2-1 debeat esse numerus primus, quaeramus 


44. Cum f 

prime casus Bimpliciores, ‘ qixibus^Tc^lve^^ 

evolvei-e no,. Kit ci-g„ et ob f-T» + TJT^ ™mpositos 

m omiit 1 , 11, 4, Sit erit /'—p-h-* i , . ralores idonei pro 

2, 4, 6. Oa»« 4-4 o,t /_2»«4 is / P™ ” 

progrodilic*. + » ®t 1 vel 3; peque ulterins 


EXEMPLUM 1 


45. Ponamus ergo 

/p:=2 

et m = 

/; «= 2 • 1 i) 38 ^ unde fiet 

(ir-38}(x/-3 

38 

1 ^ 

4 

P " ‘38 

! 722 

361 

in'*, mm 

1 40 



i 760 

imp. 

-■ !■ 

39* 



Neuter scilicet factor 
assumi potest impar. 


Quia hit: ituu p non ost primus, pt 
sultare. 


b bine nullos uumeros amicabiles re- 
EXEMPLUM 2 


4b, 1 uiiamus k km 2 et jw “a 3, ut sit f — QTj erit ci 
& — 8 • b7 « 530, unde fit (a; — 5y6)(2/ — 536) — 2“- 67^ 


32-67 et 


tc - 636 - 

*268 

i 16 


|/ 153 

1072 

17956 

Reliqui valores pro p praebent uumeros 


804 

652 

per 3 divisibiles, quos propterea omisi. Se- 

!/ ! 

1608 

... 

queutia exempla ad nimis magnos uumeros 

jP " ' " i 

803* 1 

651* 

deducunt. 

^ :Bi* f 

1607 j 

. . . 




DE NUMERIS AMIGA BILIUIJS 


[49-50 


RBJGlILi 3 

47. Situtante + ot 2-" f-.' | - /■ pri,„™ 

at i. ftaotione .* - + »*- » sit i > „ .,,itqua 

1 et e- 2^ ^ 

■Ponamus k — n^ m, ut sit jsfit, 

«-2-(2-+2--_,), 4„2.,. + a.,. 

unde haec liabebitur aequatio 

(2“fl5 ~ ■— //J mm Jtlt, 

eive ^ ^ 2- 

a;«2’’+2"+i“’« et ?/ - (2*+‘+ 2**+"— l}(2*4. 2''+»-«). 

lam notandmn est hoa quataor numeroa aaao oportere primoa 

/aasaj 2”*^^ 4- 2^ + **™ 1 ^ 

# p ^ y ^ I 11^ ^ _ I 

numeri amicabiles a^/tt atf ^ conditionibua si satiaflat, erunt 

CASUS 1 

48. Sit ^ A«4i . 

nequit, ut simul et /" et u sit nuffiftWH ®t jp — . 2*+‘~- Ij fieri autem 

ff-27. .Ergo ex hyuotbffli . I q«o vero fit 

yp w-l uuUi ommtur numeri amicabiles. 


49. Sit ergo ut sit 

/‘=3.2"+i__i^ a!«8-2"-i et 


CASUS 2 


*(8‘2”+‘~i] atque a — 2"‘/’. 


N'UMERIS AMICABILIBUS 

Sequentes ergo quatuor numeri debent esse primi 

^ — I , 2 ' = 3 - 2 ’‘~‘( 3 - 2 "+ 1 — 1)_1 

r = 9 . 2*'‘-=(3 . 2“+i_ 1) _ 
unde formantur haec exemplar 


111 



1 

2 

3 

4 

5 


11 

23 

47 

95* 

191 

‘p issaa 

2 

32* 

5 

11 

. » . 

47 


137 

563 

. , . 

9167* 

f* 

98* 

827 

6767* 

. . . 

• . . 




'4-23 nascuntur numeri ainicabiles 

f4 < 23 . 5 • 137 
14 . 23 . 827. 


UABUS OETBUI 

.i '* 7-7 ^ S’ idem eyemt. 

81 val 7 etc* Sit argo m«»4; ©rit 


/’— 9.2''+‘~l, if; — , 9 . 2*-'’ et j/»-9-2"“®(9-2’‘+‘— 1) et a = 2^-f, 
unde formantur hmjc exompla: 



1 

4 

6 

6 

j «»| 

35 * 

287 * 

575 ^ 

1151 

^ * 



. , . 

72 

y mm. 

. . . i 

1 

. . . 

82872 

P j 

i 


. . . 

71 


! 

, . . 

. . . 

82871 * 

r --.a 

* » , 

. . . 


. . . 


Neque ^ ergo liinc neque ex maioribus valoribus ipsi m tribuendis numeros 
amicabiles elicere licet. 



m NIIMKHW AMiCAIlIUBf’ 


nmniLk 4 


[SK63 


ol. Possunt etiam aliat* mpmmmm |jr»» • • 

qmbus fmctionk denomh.at^.r r v.l uniLu Z \ 
lis. Pingamus nampa a — rif/i r. * ^'***®**ji dafc aequa- 

primi; erit ‘ # i v% h « i numeri 

Ja -» (2'* ♦ ' l ufft ** ‘j” ‘ * *;/, ^/, . 

at est 

*. § + i**'\ i„nj„ III 

2a ^ I _ j,, M/, 

Ponatat 2« -/i _ i. ,rit j,A _ + «; + y . . _ 

2* » * f-. 2*'* ♦ * 

unde per resolutionem in ,. 

“* ^-X et *-i aa.t „„„eri primirr^'Jtr *“ " 


Bt *„« 

IT rf 


!• Ponamus w — i; 

If. 

Sit 

(s'— ,4)(A — 4|»^j0^g g 

"' I uyicis 0 

/» O e, 1 


“-2-6.il atqne i_.y-U 

<! I 

Sit = 8j 0jq|, 


®t c».2. 


(;? 4)(A — 4) sw. 20 ■» 2 . 1A j 

^•10, mdB 

■" 2 • 6 • 18 atque A £’6 • is 

® 8 * 61^0 5 ■»» 5 • 18 et 


a — 4. 


53j 

. NtIMElHg AMlCAfilLlBtJS 
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Sit d ^ 16 * erit 









(g ~~ i)(h — 4) 

= 28 

= 2 . 14, 

unde 

9- 

= 6, 

A = 

= 18, 

a =*= 2 • 6 • 17 atque 

i ^ 2'6-17 
c " 

ergo 

h- 

-5- 

17 

et c = 8. 

IL 

Ponamus w 2; erit 









(^- 

8)(/i-8) 


56 




atque a 

“ 4(.g l)(/i 1). 

unde 

sequentes casus 

resultant: 


Bit 

erit 









{g ’ 8)(/i ■— 8) “> 60 «*» 6 • 10, 

unde 

9 = 

= 14, 

h = 

= 18, 

a ^ 

=• 4 • 13 • 17 atque 

h ^ 
c 

^ 4-13-17 

ergo 

b- 

= 13 

•17 

et c = l. 

Sit 

c^— <8; erit 









(^ - 8)(/i - 8) - 64 4 . 16, 

unde 

9^ 

= 12, 

h = 

= 24, 

^ » 

- 4 • 11 • 23 atque 

b ^ 
c “ 

4-H-23 

, . ^ 

ergo 

6 = 11 

•23 

et c = 2. 

Sit 

d^W] erit 









{tj — ^Qh ~ 8) !w 72 

-6-12, 

unde 

9^ 

14, 


= 20, 

^ mi 

a4'13‘19 atque 

h 

c 

4. 18-19 

16'~ ' 

ergo 

^ ss= 

= 13- 

19 

et c = 4. 

UI. 

Ponamus n — 3, ut sit 

Ot »» S(0 — 

-1)(A- 

-1). 

oportebitque esse 


to 

~ 16) (/i' — 16) msBs d 240. 




Sit 

ciJ 4; erit 



* 






(^~16)(A-16)« 

244 ~ 2 . 122, 

unde 

9^ 

= 18, 

h: 

= 138, 

a *. 

* 8 * 17 * 187 0t ~ - 03;*gQ j , 

= 2 

-17- 

137 

et c = l. 

L»o»ii«bi Boxjai Opara, omnia Is 

CommeEtationes arithmetioae 
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:D£ NUMEIUH AMIOABILIHUS 


53—54 


Sit d = 8: exit 


{g — 16)(/2. — 16) *= 248 — . 2 • 124, unde g — 18, h — 140^ 


a»=8-17.139 et 

c 8 ’ 


17.18') (,i e- 1 , 


Sit d ra 16; erit 


(g — 16)(/2' — 16) =» 256 -» 4 . 64, unde g « 20, h 80, 
a = 8- 19-79 et ^ erg„ 

Sit iterum d: «= 16 et 

(5' ~ 16)(A — 16) « 8 . 82; unde .// — 24, /i.«48, 
a -8. 23 -47 et ergo l»^28.47 ot c - 2, 

ab ?"*? P™ “ “i "““Ori MnicabilM statuantar 




EXEMPLUM 1 

52. Sit a 2 • 5 • 11 ; ent /j -« 5 . 11 - 55 et c — 2 , unde llet 
(2a! 65) (2 2 / — ■ 65) »w 5®. H*. 

2a; — 65 1 5 26 

2^-55 3026 606 121 

28 30 40 

y 1540 330 88 obtinentiir 

aj — 1 27* 29 39 -N amicabiles. 

y — l ... 329* ... 

xy-rl I 


54—65J 


DE NOM EBIS AMlCABltilBtlS 
EXEMPLTJM 2 


115 


53. Bit (I >= 2 • 5 • 13 ; ©Ht h l rr i. 

’ "“•>-13 = 65 et c = 4, unde fit 

(4a: — 65)(4?/ -- 65) = 5® • 13^ 

At hie numerus 5“.13^ lion resnl-pi r^Afoci- i., i ^ , 

.. r ■ M -1 factores, qui 65 aurfi fipnf 

per 4 dmsilul™; quod idem in valore 0-2.6.17 usu Teml 


EXBlMPLtJM 3 

54. Bit a «— 4 • 13 "IT; erit ?> «=« 13 . 17 =_ 221 
(x ^21)(;;/ ■■•• • 221) «»» 13 ®*- 17 ®, unde 


et c 


1 esseque oportet 


X ~ 221 

13 

I— «. 

?/ — 221 

_ 3757 

» * * 

a; — 1 

233 

237* 

y — 1 

3977* 

• * . 

y — l 


. . : 


169 

289 

389 

609 

198899 


In reaolutioius ultima fit » — 1 ©t « — 1 numAvnc 

redit, utram j-,/ - 1 _ 19889S sit nmneraB primus necna. E^sraSem Me 

zr ‘?r 

pnmum, undle niimen araicabiles erunt 


(4. 13. 17. 389 - 609 
14.13.17.198899. 


8CH0LI0N 

.55. Niiraerum autem hunc 198899 esse primum inde colligo, quod ob- 
semvi esso 19H899 « 2 . 47* + 441®, ita ut 198899 sit numerus in hac forma 
coiitimtuB* Certum autem est, si quis numerus unico modo in 
forma taa-^hh contineatur, turn eum esse primum, sin autem dupHci vel 
p uiibus modis ad formam 2aa + bh redigi queat, turn esse compositum.^) 
tiuaesivi ergo, utrum a numero hoc 198899 aliud quadratum duplum praeter 

1) Vide Oommsatationem 266 huius TolumiaiB, theorema 10. P. E. 


16 * 



DR Nt'MKUlS AMD 'A mu nr, >4 


155-66 


47® subtraH queat, ufc rcffliduuiu tn-atlat «{u»dmtiiin, iiulUtraquit sulitlucto cal 
culo inveni; ex quo fcuto I’ont’lswt hiinc iiuini’nitit iwi* |»rtiimiu Itleooi 
numeros inventos esae anucnhil(»a. Kx r«‘Iiquia nuUnn vaiorihua ipsius a 
quos exhibui, imlli repiriuiilur nunipri jwiarnlulw. ’ 


RKUOLA 5 

56. Possunt etiarn alii imiiiert iduuoi |»r« « tuwnmi, quiluia numeros 
amicabiles eruere liceafc. (bini iiuti'ni pw iia riyitia g«»ni*nUia tratli nequeat 

aliquos tantum bic evolfam, ml quorum iwu orit «limcila alios 

excogitare. 


I. Sit ergo u » 5*’ 5 • lllj erit | u -*» l.l > li 1 4 fq i»h , jy gjj 

erit aa-Za — <Ma aUtw •* _ ^ 

, ^ a.» f,t »i ta a wtoque 

0 — 16 et c — 2. 


n. erit ID. 7 • i.i, uiide oh 2 tf«.lH. 7 .i 3 

erit 2fl —Ja «« 2 • 7 • 16 id«»oqiio * J ‘ ® «* ^ ^ ^ r ««. 2. 


m. Sit o^8**7*48; erit Ja«.I3"8«l9.14«»*J*3«7.tS-l!» lit 

uttde 2«-/a-4-8-7.1Ii W(»qui. * - ~ 


IV. Sit a — 8*. i; erit Ja — 6 . i . « — m . g . f,, j,{, 2« «- I« • 8 • 5 

erit 2a -/a » 2 . 8 • 5 hincque J « f \ ^ * i 4 6 »i iq i- « 2. 


[Ifl mm ' 

^ ^ t M k t 


V. Sit a — 8*. 5 . 18 .19; «rit Ja — 13 . i» . u - m W • .1 . f* . | . iB et ob 

2a -114.3.6.18 at /a « 112 . 3 . 6 . u 1 _ .i* n. is o. _ s.is 

&-.3. 19-67 et 0 - 2 . ® 

VI. Sit a« 8 *. 7 *. 18 . 19 ; erit Ja - 13 .3 . 19 . y • ail - H ■ .1 .. 6 . 7 • 18-19 

42 . 3 . 7 . 18.19 erit i umlw flt 5*»21 et c—2. 

- i;ij, - tj „i Eeri 


57 - 58 ] 
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EXEMPLUM 1 

57. Sit, /> = 1;), f;==^2; erit « ==.32.5.15 «+ „„j.- ^ . 
tioni (2!K — 15) (2 y — 15) = 225. atisfien oportet huic aequa- 


Numeri ergo amicabiles erunt 

3*' 5 -13 -11 -19 
3*- 5 -13. 239. 


EXEMPLTJM 2 

5a Sit h^9, 0«2; orit vel a « 3’- 7 -13 vol « ~ 53 ^ , 
solvonda (‘2x -- 9)(2?/ — 9) — 81. 3 • 5 et aequatio re- 

2;r - 9 

21 / ™ 9 


2a; ™ 15 

1 '*■ 

5 

9 

2y - 15 

1 225 

45 

25 

X 

8 

10 

12 

y 

120 

30 

20 

X-... 1 

7 

9* 

11 

y ■ 1 

119* 

. . . 

19 

xy — 1 

. . . 

* . . 

239 


X 

y 

™ 1 
y — 1 

xy ™ 1 


3 

27 

6 

18 

5 

17 

107 


^ Unde cum sit tr-l^f,, hie valor 
cum 0 — 32.5 combinari nequit. Erunt 
ergo numeri amicabiles 

3’- 7- 13.5. 17 
3’‘ 7 • 13 ■ 107. 


EXEMPLUM 3 



— 

21} — 

4x — 

21 

3 

4y 

21 

147 

f ! 


y 

^ U 

1 42 

i 

X — 

** 1 

1 

y- 

- 1 

I 41 

xy — 

■ 1 

; 2f)i 


Quia X b\, y debent esse numeri pares, alia 
resolutio locum non habet. 

Ex bac ergo prodeunt numeri amicabiles M 


3®-7*.13-5-41 
3'- 7^. 13 -261. 



DK NUMKllIH AMIOABILIlinH 


[58-59 


EXEMPLUM 4 

et c».2; erit ft-Jp. T®. IJMB *4, aoquafcio rosolvenda 
{2x — 21)[2y — 21) = 44L 


.a (iiitABa valcir - I lani in 
» « crmfcinetiir, hhic nitlli olithiori- 


2® -21 

3 

7 i 

22/ -21 

147 

63 1 

X 

12 

14 

y 

84 

42 

a; — 1 

11 

13 

2/-1 

83 

41 

xy — 1 

1007* 

mi 


BXBMPUJM f> 

(2Js7)(2',-77)Zsm~'’ ”* -xi-M" 


Mine ergo oriuntur numeri 
amicabilei hi '* 


2»-57 

3 

19 

22/ -67 

1083 

171 

X 

30 

88 

y 

670 

114 

x~l 

29 

87 

y~l 

669 

113 

xy-^l 

17099 

4381* 


|3®.5.13.m.20.f>6fl 
la®- 5 . IS ■ t9 • noffs. 


EXEMPLUM 6 


2x — 45 


“ 2026, 


3 

15 

676 

186 

24 

30 

360 

90 

23 

29 

369 

89 

8639* 

2699 


' ergo oriuQtar numeri 
iles 

(8*. 6. 11. 20. 89 
1 8*. 6. 11. 2699. 


I)E numeris amioabilibus 
BXEMPLUM 7 


fifl Sit 77 et c =» 2; erit 
(2a5 — 77)(2?y - 77) = 49 • 121, 


2x — 77 

7 

11 

21/ ~ 77 

847 

539 

X 

42 

44 

y 

462 

308 

X - l 

41 

43 

n-i 

461 

307 

X j/ ■— 1 

19403 

13551* 


^ 7 • 11 • 13 et aequatio resolvenda 


Hinc ergo oriuntur numeri 
amicabiles 

f3*-7^-ll. 13.41.461 
7 ^ 11 . 13 . 19403 , 


EXEMPLUM S 


64, Sit h 10f)j c 2j erit it 
2ui— 10r))(2?/ -» 105 ) « 1()5». 


2x — 105 

• 3 

7 

i 

16 

2 fi ~ 105 

3675 


735 

X 

54 

56 

60 

V 

1H90 


420 

X — 1 

53 i 

55*^ 

59 

|/~1 

1HH9 i 

♦ . . 

419 

XI/ — 1 

102059 1 

» » * 

25199* 


3 . 5.7 et aequatio resolvenda 

Gum 102059 sit numerus primus, 
quia continetur in forma 8«4-3 
et unico mode ad formam 2aa-\-hh 
reducitur, numeri amicabiles hinc 
orti erunt 

(3*. 5 . 7 -63 -1889 
. 3 ®• 5 ^ 7 . 102059 . 


SOHOLION 

65. Numeri ergo amicabiles, quos hactenus ex forma an a, ar inveni- 
mus, sunt 


|2*.ri.ii 

,2*. 71 


|2*.28.47 
12* ■ 1161 


1 2’. 191. 383 
12^ 73727 


|4.i^.5.137 
14 . 23 . K27 


4 . 13 . 17 . 389 . 509 
4-18.17. 198899 


3'. 5 . 13. 11. 19 

3’. 5. 13.239 



DE NCIMEEIS AMICABILIBim 


3^7-13-5-17 
3^ • 7 • 13 • 107 


3*- 5 . 11 • 29 • 89 
3' -5. 11 -2699 


3* -7*. 13. f). 41 
3 ®. 7 ^ 13.251 


f3*.7>'.11.13.41.4(!l 
■ b- 7MM3 . 19403 


[ 60-62 

IX. 

• n • 13 . 19 . 17099 


[ 3 ’. r .. 7 . r , 3 . 1 B 89 
13®. 5.7. 102059. 


PEOBLBMA 2 

66. Invemre nmum amicabiks sectmdae fomm apq, ars misitm par, 
nwmrts jjnmw et factore cmmmi a data. ^ P, 9 . t, s 


SOLUTIO 

Cum factor communis a detur, quaeratur ox 00 valor fractiouis — m 

iu minimis t0rminis hincoue erit a • /// » /i • v/. .. n • 1 * ^a—Xa 

Cr, Cn r. Co «•./«- Bemde mm ease debeat 

^«aa 3 -l, r-./?a5~l, 

r » “ r/primT "* *' 

«(«»-l)(^2/-.l) et a(^ir-l)(«y-,l). 

Praeterea rero ex aatura nametonun aoicabiUnm ease debet 

- Wp - 1 ) + o & S * - l)(«y _ 1 ) 

seu ob /a : a = 2J - c : & erit 

'iba^xy I ^ piha^xy — hax — bfiy -f 2b 

vel 1 -b fix -buy 


cafixy — b{tt 4- fi)(p 4. 2^) __ 2&. 
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Unde fit 


D E NUMERJ S AMICABILIBUS 
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■“•■ hcaji(a -[- ^ ^ P) • 

Quare satiafieri debet Imic aequationi 

(cc/ix ~i(a + fi)Xoafiy - J(„ + ■ 




et ,/_i±l(?±« 

ca^ 


hi numeri « et fy mm solum flant integri, sod etiam <xx~l, Sy-i Sw 1 
et ap~1 numen pnmi. Krit igitur fifx~l 


^ mm 


ca ’ ' 
+ <9+&« + (&-c)/3 

' Vf- ---• 


, dispi- 


Qitovia ergo valoro ipsiua a proposito, unde reperitux - == : 

oiendum oat, utrum cum numcd „ et ^ ita asamui tmn resolutol^c 

bh{a -{■ 0f :n^ FQ 

ita institui queat. ut valorea modo traditi pro p, q, rets fiant numeri primi 
6t tales qmdem, ut factor communis a nullum eorum involvat. Quoties 
autera his conditiombus satisfieri poterit, erunt numeri amicabiles a:pq et ars. 


COIIOLLABIUM 

^ 67. Quoniam esse nequit « * /?, pro his numeris « et /? ponantur numeri 

aimpliciorea liiucque orientur casus sequentes: 

I. Sit a *— 11 ^ ^"•2; erit — '4&c et 

j 2c ’ “““ c ' 

— i o <? + 36 — 2c 

C ' 2c 

ImoMHXMjn Eirumi Opem oamia, It CoamenMones ttrithmetioae 16 



^ _ BE NUMERI8 AMIOABILIRCTS 

II. Sit a=»l, — 3; erit .PQ^lMb ■-: Uc ot 

M Ma ^ ,, 4* 4 b r* 


P -j- 4h —• c 


^+44^ — 3f 


(<»3-~64 


HI. Sit a ^2, /9«3; erit P(^ «« 2,5M ~ t2//r et 


^ P + 5& 
He 

P + 5J 


'' * 2» '• 

:. S-. ^ + I 


IV. Sit a-.!, ^«. 4 ; erit Pg^mb-Bbe et 


P+bf) 04.r>b 

4c" f - ■ »- 1, 


0 X j 


Q 4" b 


V. Sit «-=3, /9«4; erit PQ^im-^Ube eb 


^ 4a ^J- 


Q + 7 h 
Bg 


+ . a + 76 , 

8c «*- Xo ~1. 


VI Sit «-l, /?„6; erit P^^8865~106 c et 


P+6ft 


* 1 


Q + 6 b 


c , > 5c "~’‘' 


vn. Sit « « 2, /? • 5; erit PQ ^ 49J5 _ 205c 


P4-76 


■1 + i 

1, gr_. 


$ + 75 


1 . 


123 


64-651 


Dl'2 numeris amioabilibus 
VIII. Sit a 3, /3 «. 5; erit JPQ = 64&& - 306c et 


P 


P+a?) 

be 


• 1 , q 


< 3 + 8 5 
3(? 


• 1 , 


T KK — i 5 .™ 1 „ < 3+85 

3c -i. S “ — 1. 


IX. Sit /9-=r); Grit «= 8166 — 406c et 


P mm ^ ^ 1 ^ < 3+95 ^ 

4 c >. . 9 - 


X. Hit « 1 , /V«e; eril; P() «. 49ft5 126c et 

.„<3 + 75 

^ fic K~" — 1, 

r '^'+ ^ 1 <.^<3 + 75 

« 1, s= g^-l. 

XL Sit a — f), ^ - 6; erit P<3 =. 12166 ~ 606c et 

<3 + 115 

^ ec + 6c 

r I <5 =-, <3 + 11 ^ 1 

6 c *’ “6c“ ^• 


beciTOdum hoB igitur casus valores ipsius a iam ante adhibitos, quia 
pma ceteris ad numeros amicabiles inveniendos videntur apti, evolvam, ex 
us autem potisBinmm aos eligam, qui actu ad numeros amicabiles deducunt. 

IXBMPLUM 1 

68. «Sit » •» 2®; erit 6 ■■ 4 et c — 1. Sumatur casus secundus, quo a — 1, 
“ 3, lit rmmari amicabiles sint 2^2) q et 2*fs, fierique debet 


atque 


P 


P+16 


P^-»16-16-6.4»232 


1, g-^J + ie-l, r««p+i6_l et 


— 1 . 


3 

16* 
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DK NUMEEIS AMIOABILIBUS 


[65-66 


Factor ergo numeri'282 ita dobrnt oaae comparati, ut 1(1 „ucti fiant, m-r 8 
dmsihles. i 


p= 

2 


116 

16 = 

18 

16 =*« 

132 


5 


131 

r «« 

17 

$ tasss 

43 


Alia resolutio nulla succndit; hi onini ixHiftrutiu* 
^ «=• 8, fleret Q numerus imimr iwhiuo argo q at 
s numeri primi ess© possent, Hinc <»rg(j ol»ti- 
nentur hi numeri amicabilos 

p.g.isi 

I 2 *. 17.43. 


EXBMPLUM 2 

et /9-=3 et a potestas bmarii altior. invantio numewmiTv. 
amicabihum non succedit, donee perveniatur nd « m T numerouxm 
et c»l atque pervomatm ad a^T. Turn autem erit 

i>e - 16 . 2« - 6 . 2< » 2-(2'‘ _ 3) _ B12 . 204B - 512 . r, . 4011, 

JP "|- 1024 

8 1, «-e+1024-l, r-P+i 024 _i, s - _ 1 


©4—1, s ». 1 
B > 


vel, ut fl^aut ptfe! “TeiTdwSf' P“ “ 


<24-1024: 


sssst • • , 

r « 1025* 

S S=S3 • « , 


8 20 

32 

80 

128 

320 

*• 4 


18088 

8180 


1032 1044 

1056 

1104 

' 1162 

1844 


« « « 

14112 

9204 


343* 347 

: . . . 

367 

883 

447* 

^ ♦ * i * 

. . . 

14111* 

9208 

* » * 

• • • 1043* 

1065* 

1103 

1161 

1843* 


. . . 

4708 

3067 

% 


Erunt ergo mmeri amicabUes p'8«8-920S 

12' • 1161 • 3067. 
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67-68] 


AMlOABlLlBtrs 


erit 


EXEMPLUM 3 

70 . Sit « » 2 at ^ 3 et sumatur a == 3* . 5 




13, ut sit 6 = 15 et c == 2: 

7 

PQ =« 25 • 225 — 12 • 30 = 3*1 . 5 . 13 ^ 

1. 


uncle factores PQ eiusmodi esse debent, 
sibilee. 


ut ternario aucti fiant per 24 divi- 


4rf) 

iy-117 

75 »a 120 
^+75-W2 

»sii ][0 

^ mm 47 

f ~ 29 
B * B1 


Aliae resolutiones non inveniunt 
locum; unde bine numeri amicabiles 
prodeunt 


f3».6-13.19.47 

l3“-6-13-29.31. 


et 


EXEMPLUM 4 

7t. Sit « « 1 rd. (immi et sumatur a — 3* • 5 , ut sit 6 «== 9 et c = 2 ; erit 
PQ «. 25 • 81 —• 8 - IS — 9 • 11 • 19 


P 


F + 4fi 


I, 


f 


Q 4* 46 


1 , 


' 2”' 


1 , 


< 2+45 


■1, 


unde P iii Q aiunmodi debent esse numeri, ut quinario aucti per 8 fiant 
divisibilas. 




3 

; 19 



(127 

I 99 

p -t* 

45 

48 

1 64 

Q "f* 

45 »« 

072 

144 



5 ^ 

1 7 


f- 

335* 1 

1 71 



23 ! 

81 


$ »ai 

83 1 

17 


Hinc ergo oriuntur numeri amicabiles 

(3»-6-7-71 
13“ *5 *31 -17. 



168-89 


DR NUMKEIS AMH AHItJItr 


SnilOLION 


72. Hae autem opmti,,,,™ |.l,.,-u,uqun „1„« 

frustra mstituuntur, antequam ntiHH»ri iimirjiDih'n «». iiflVrunt, liahtu. ^ 
foret vehementer proIixuB, »i »iiiK„li» vahiril.iw ip.i.i!. .i, 
exhibai, per suKuta ca»u» littemrum a -I p, ‘ 
mo evemt, at quatuor nmmn pro p, ,■...,,11, up... “ .T " 

Turn vero otiam inveatio n,„„er„r„.„ 

oniB « et A mmis reatnoptar ,iUp,o . 

quibus ratio tarn ost c.„„plin,l,.. „| „„|i„ ” 

tuisset, cumsmodi sunt numwi aiutriihilw 2 *. |»t . •«« . , -jfrt*!*! i 

bac via iavemeados ratio «:,i a™,,,.,; 1 ■ Z 'T 

«m hair aiethodo ..imia aWli ol „p,.r.,«„. j “ 

viain aperiam, qua faciliua ot oapialiti,,, “ “ 

::t fr" ™ 


pkoulkma ;( 

73 . Invmmmmsmamialnin, huim „„„ ,, „,,■ , . , 

nimm primi, f dm primm »>r nmpmilm .mi L .„ I f , '' '' 

sit datus. ^ ‘ nr (nrht rttnmunm a 

HOLllTiO 

^ } laerantiu iterum ex cogruto faelorf ciuniiuiiii « vaj«»r«w h «t ir, ut ait 

« " 6^^ «t nurneri f uumma. iiivmrum 

r + l-^y. p + i_i '«+ •)-.«»<.■+ 1). IWtur 

mmori primi, scilicet p _ A* ... , ® 

est, ut sit ' I 0t r ,r|/ -- I, Ilnirirla opui 

/aM-,Axj,/a_„(Ax-i),„ 

- — - — “■ + f)«iy ~~ /<x ffg , 4. 1 ... 

1) Sed vide aotam p. 61. f, g 
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Dlj NUMilRIS AMlOABILlBtTS 


n!ll,,.y J _ - Mr. - S„ + }(1 _ ^ 


69-70] 

sen 
vel 

{b f — hgh + cgh)xy », __ ^ 

Ponanius bravitatiB gratia 

6/ — ^ hgh -p cgh « 

61 it (tBocy ’ €hhi)(t cbgy ][J siy0 

S".:r.rs,r-'' -;’ '■ "- — -« - - » . 

numari intagri, turn vara h%-\ i ^ ^ 

d®, i„.,,i,„.i ^pr™. Qu« con- 

tlT . , ] "o™” nJ«oJ^p"rin.£l* 

ipaiiiB a 'll iio'n / „t “ '“"I ^ divisorem ease debere 

ipsiuB not noil / ol. 1 ease debere numeros primes inter se. 


COKOLLABIUM 1 


74. Si /■ ait imineruB primus, uti secunda forma 
postulat, orit f-^-l^^gh et propteroa f^gh—i, 
em^ agk h of, I'Q bbgh be(jgh — 2) seu 


numerorum amicabilium 
Hoc ergo casu erit 


J’Q brgglih — 2hcgh + 2hh. 

tit proprietotibus praediti, 

X et v_«+l*, 

i e 


COBOLLAEIUM 2 

76. His igitur formulis ita uti conveniet, ut pro a successive alii atque 
alu valorea ex iis, quos supra exposui, substituantur atque pro singulis lit- 
erae f varii numari tern primi quam compositi substituantur, qui quidem ad 
uumeros amicabiles inveniendos idonei videantur. 
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M Ktfl!f:HW AMIfAJifr.onw 


CASOH I 


f 70-71 


76 . Sit a «4 (ex valore eiiim ntiiir« • 

obsemvi) eritque S-4 et c - i. ral 1.!^^ T 
4/V sit Jfmmgh et ri • « HUiit'i'w iM»itmhiIih«8 

tores p-^et ^^t ait ^ .uamnjfa^! 

-« 18f il 4 . ie(f^ Ij^ 


Hmcque eruantur numeri intepi « Qt j 


lit ill 




?« »« ftaemt mmeri primi, omnt 4p/et i fr mZT"- , 

J'u m •iff MuititiTj lunicftbihw. 


exempwjm 1 

77. Sit /'wsas, 0J Slit J L* 

tao hypothesi mhil obtSieri. 

^ . EIEMPLUM 2 

8 . at /■_ 6 ; 6 rit/;^.^J_j^ .-20-1S_2 

■PC— 16.6 + 8.4_i2h, 

FAimo 0^2 cit k^B fii 

® et p ™ C .+ y 

cn«e .e,aeuteB babob^W raaolutioaea: 

-P“=* I 2 4 I o , 

n ^ 8 ig 82 I fi4 

^=='64 32 j 0 64 

^ 6 fi o ^ ^ 

^ 8 12 20 9c 

22 14 .. ^ 

P = Sa; — - 1 24 * 8 7 , 

? = 22 /-i.« ... ^ 35 69 107 

... 131 j 13* 18 

119* igg^ 


12 - {). 


patet ex 


ffiuc ergo prodeunt 
nomeri amicabiles 


4-17.48 

4-6-181 


f4.18.107 

14 - 6 . 261 , 


1)E NUMElilS AMIOABILIBUS 
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71-721 


Ponaiur socundo /i == G fletque 


et 

2 ^ 2 


p 

4> 

4 »* 

4 

8 

16 

32 

64 


64 

32 

16 

8 

4 

2 


3 

4 

6 

10 

18 

34 

y 

44 

28 

20 

16 

14 

13 

P mm ~ 1 

17 

23 

35* 

59 

107 

203* 

g mm 1 y 1 »« 

1 43 

27* 

19 

15* 

13 

12* 

mm 1 

j 181 

111* 

119* 

159* 

251 

441* 


Sunt ergo hinc numari amicabiles 

4.17-43 j4.13-107 

' 4 . 5.131 14.5.251. 


EXEMPLUM 3 

79. Sit /■«7; Btii ff’^ e-28-24 = 4 et 

P(;)™ 16- 8 + 16 -6 = 224. 

Sit ergo primo — 2 , A — 4; erit 
P+8 


y 


^+16 

4 ' 


jp = 4ic — 1 , 2 “ 2^/ ■ 


P 

4 

8 

28 

Q 

56 

28 

■ 8 

X 

3 

4 

9 

y 

18 

11 

6 

4a: — 1 

11 

15* 

35* 

2^-1 

35* 

21* 

11 

xy — 1 

63. 

43 

63 


56 

4 
16 

5 

63* 

9* 

79 


liBOitiUBBi Etoioi Opera omnia Is Commentationes arithmetioae 


lidem ergo pro- 
deunt bini numeri 
amicabiles qui ante. 


1, r = xy — l. 



— .. NUMEHIS AMIfAlULimiH 

Sit secundo 

4 ’ 


[72-73 


^ + 32 

T ’ ^ - 8a - 1 


a; 2 




8 

i 28 i 

i 1 

' 28 

s 

' 8 i 

: o i 

. 4 

1 15 

O 

1 10 1 

23 

m* 1 

14* ! 

s* ‘ 

1 44* 1 

79 i 


me ergo nulli prodount immeri amicabiles. 

MEMPLUM 4 

80. Sit li* «7, io 

9 «a resoluta erit ^ 1 , rtapnautu,. ,„1 p,, , _ 

ponate P_l, J_ 12 ^ Bive 22 2. “I- Siva autom hie 

pumen primi pro p, ^ et r. ’ ~ * ~ ■», uulli prodount 

EXEMPLUM 6 

81. Sit /'=»13- e«j4. .. 

(10a5-4^)(102/~4A}'«704, qnZ depri^f' -^^4 + 40 . Ig 704 et 

“tern nulU alii numeri armoabilos obtoonto " 

j 4-6.251 

I 4 . 13 . 107, 

qui iam ante (§ 78} sunt inventi Simni , • 

“™ri primi atataantur, nnlloo 

1 P TOl i Borbetor ralorem minorem oui * ^““abiles prodiro, quoniam 

qm pro /• assumi potuissei 

EXEMPLUM 6 

(8 ' - *4^p l“2i* t 'Bot."2 ' - W ■ 84 + 82 . 64 - G4 . 58 

( 2 *-p)( 2 p-h)_ 4 .B 3 , Hinequa in- 
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DE Nt JMEBIg AMlOABILIBES 
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venietur in numeris prinais = 43, ff == 2267 pt r ns? 

amcabu™ ’* »■ - US’. -ide eruat numeri 

I 4 • 43 ■ 2267 

1 4 . 5 . 13 • 1187. 


CASUS 2 

83. Sil 0/ 2'* 8! pi’if. h ts=s= w /> i . j.., *1 • • . 

„ . positis numens amicabilibus 

^pq et 8/r at Jf^yh erit e^^Qf—Tgh atque 

(ex — Hy){ey - 8A) = 64^;i + 8e(f~ 1), 

unde casus sunt dignoscendi, quibus fiunt nunieri primi 

pu^hx — l, g^yy^i et r^xy — 1. 

EXEMPLUM 1 

84. Sit /*« 11; erit gh — 12, c =« 4 atque 

(43; — Bg)(4y — 81) 64 • 12 + 32 ■ 10 = 64 • 17 
seu 

(a — • 2^)(2/ — 2A) « 4 • 17 = 68. 

Hinc autein iiulti nunaeri amicabiles reperiuntur. 


EXEMPLUM 2 
86. Sit f — 13; erit — 14, e =» 6 atque 

(6iC — 8g)(Qy — 8h) = 64 • 11+ 48 • 12 = 64 • 23 
(3a!-4^)(33/-4i^) = 16.23; 
verum etiam baec hypothesis est inutilis. 


seu 


17 * 
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BE numriuh 


f? 4~75 


EXEMPLlfM a 

86. Sit 17; erit gh « 18^ ^ _ jjj 
seu ^ ■— 8^} B« fnt . IH 4- ^) . Ii; ^ _ ,|^ 

(.')® — 4r/)(f)t/ — 4/ij ^ ;j2 . |«|. 

liincque prodeunt numeri amicabilea 


8.23.60 
8 * 17 . 79 . 


EXIMPLUM 4 

hypoth«iH r~ II 


compo»i«» subatitui wquit; ^rit - la “j , m f 

seu — 12.24 4.(14.252 


Hinc autem reperiuutur 


sequentes numeri 


ataicabiles 


8* 383 -1907 


8 * 467. 1151 


'8-11-23.2643 

l»H 28-1871 Is. 11. 28-1619. 

iiuinsmodi iiuiKi6.ris 

vemuntur numeri amicabiles.*^^^^^^^ ^ Poneadis multi inauper alii in- 


88 In SOHOLION 

i-chcet cam ait ala® format 

61 formulia I ~ ^j')(6J/ — M), 

:t-i^ et y_.«+i* 


be numebis amicabilibus 


c 


1, r 


75 - 76 ] 

eliciuntur valores 

^,hP-{-hgh 

c if 

Sit ergo ob gli^ j'f 

o-l.f-(l,-c)ff, L-Uff+U{f-1) et MN-Lff, 

1, ^^ ^ + KM + N) + hlff ^ 
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. ff^Q’\-f>QiP+gQ) + Ucih 
ee ’ ' 


1 . 


erit 


y+s/^ 

^ ^ c 


ee 


t Tl'’" ^ £/?re80lTate in duos factores 

M ot A, quor„,u nterquo quantitate 6//- auctus Sal divisibilis per r et ui 

quot, bine reeultauta unitate minuti sint numeri primi. Denique oportet, 

ut sit r + 1 ™ »+ ) et r numems primus. Hunc ergo calculum in non- 

millis caaibits illustrabo. 


CASUS 3 

89. Sit a « 2* « 16; erit 6 -= 16, c === 1 atque 

e^Wf^Wjy^ X_256//’+16e(/-l) et MN==Lff. 
Numeri igitur primi esse debent 


P‘ 


M+u/f 


■U §■ 


E±l^ff 


■ 1, V'- 


X + 256 //'+ 16 (lf-f JiQ 


« ■ e • ee 

quibus iiiventis erunt numeri amicabiles IGjtj^f et 16/V, 


1 , 


EXEMPLUM 1 

90. Sit /'*»■ 17; erit 

’ //'—18, c — 2, X — 1024-5 et 1024 • 5 • 18 = • 3' • 5, 

^__-^+288 , ^ 512-19 + 16 (Jlf+-ZV 0 . 

2 ’ X, r l; 

seu sit M"m2m, N 2», ut sit jwm =» 2° ■ 3“ • 5; erit 

WH -j- i4!j^ qmmn, 143 et r ~ 8(jw -j- + 2431, 
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DE NUMEHIH AMKIAlilElBim 


qui tres numeri debent esse primi, ut numeri iunicabileK sint et 
Hoc autem succedit duobiis modis, primo, si m >* *J4, w »* {vt, aecundo si* 
m = 9C) et ^*==240; itnde numeri amicabilaa prodeimt 


|16- 137 -1103 1 16. 233 -383 

lie -17. 10303 lie.l7.f>IW, 


EXEMPLUM 2 

91. Sit y™ 19; erit 


//’« 20 , e = 4, X-.128.4i) et 512 • • 4 !) 


Ergo 


ft <71 


p « _ I ^ g, ^ 83{) ^ ^ ^ ■ ^9 + U5 ( M + N) 


4 


4 


J«5 


1 ; 


sen sit Jf =, 4 ^ et TV — 4n, ut sit mn »» 32 • 5 • 40 «■ 2 ® . 5 . 7 *^ oj-if, 

g. ■■ _j- 79 0 ^ r »« df'wi “f* «) + 71 1, 
Hinc, 81 w = 70, » - 112, prodeunt numeri amicabilt* 


|16.149.191 
tie '19.1489. 


92. Sit /*— ■ 23; erit 


EXEMPLUM 8 


//■-24, 8-8, £-256.6.7 et JK-iV-2048. .1 .6 . 7 - 2" .3.6. 7, 

7 — — 1 r _ .*« 'ts + iarJIf + W) 

^ ' U 


sou sit JIf— Sw, . 8w et wn«®2*.8.5.7; erit 

P‘^m + 47, £ — « 4 - 47 0 t y ^ 2(m -f #) 4. 235. 
Hinc tres casus oriuntur 





et numeri amicabiles sunt 


135 


{ 


If! -103 -107 (16 -89 -127 

16 -23 -467 1i6-23-479 


16 • 53 • 607 
16 • 23 . 1367. 


EXEMPLTJM 4 


03. Sit /’-31; erit 

//«.32, |g-«i6], JS».512.31 et M=2“.31, 

P “ M,*’ ’ ~ 1, <1^ _ 1 . ^ _ 16 (-M +771+512 

' 266 

Sit ergo N^Un, ut sit wm = 2+31r erit 


p — m + 31 , g « w +- 31 , r == m + n-\- 93. 

Hinc autem nulli prodeunt numeri amicabiles. 

EXEMPLUM 5 

04. Sit erit 

^y7 — 48, c«. 32 et X — 1024-5-7 et JfJV— 2'*-3.5.7, 

unde 

^-.^+^+4^ ^«^+t6.48_j ^_16(Jlf+i7) + 10^4.47 . 

•»-i .H2 iQ24 " ■^• 

Sit et iV’'''>*S2w, ut sit jww »» 2^*3 •5-7; erit 

p — m +■ 23, g — M +■ 23,' T -= I (w + n) + 46. 

Ergo M + w debet esse numerus impariter par, ut g- (w + «) fiat impar, quod 

evenit, si vel m vol n sit impariter par. Sit w = 30, # = 56; eruut numeri 
amicabiles 


16 • 53 . 79 
16-47 -89. 
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DB NUMKEIB AMIOABTLIIJOS 

EXKMPLUM 0 
94[a]*). Sit /•« 17 . 137; erit 

J f — 18 • 138 «. 4 • 27 • 23 « 24H.1 , r «. 4 , 

J: - 256 ■ 2484 -I- 64. 2328 «. 512. 3. 7. 73 ©fe M.V - 2(48 . KI . 7 . i>3 . 73 


n ^ 4 - 16.2484 , 

4 *> -...— I, f 


hlU-nib-i 18(47+ A*) 

18 


Sit M — 4m, iV‘»«4w; erit mw— fil • 7 *2;! • 7;t ot ' 

p-rn + mm, + ,.t >■ - 4(,i, „) + 

Sed hic semper prodit valor ipsius r maior qiain luxKIO. itii nt dillirile «tf 
diBceruere, utrm sit primus necne, 




95 . Sit /■=.l 7 . 45 ij erit 

//■- 18 • 162 « 16 . 9 . 19 - 276 , « - 32 , 

1024 . 1967 - 1024 . 7. 281 atq«e JfAr- 2 «. 9 . 7 . 19 . 281 . 

Sit Jf- 32 w, i\r„ Q2n; erit ww - 16 . 9 • 7 • 19 . 281 et 
l^-«+ 1367 , ^-^ + 1867 , + 

Sit w- 2 ^, erit 7 . 19. 281 et 

p ®= 2 jtt +- 1367 , ff — 8 i/ 4-1387 *. 14 

» H 0 »^-j-ldb 7 , r ^ + 4 ^ +. 2650 . 

turn ^ non posL desinX^m^9^Xl »™eram format Ba + 2 , 

turn resolutiones locum liabeut- ’ observatis saquentes tan» 


3 ■ 281 7-19 21 . 281 21 63 • 281 u 

*' 21 19 9.281 67 r.,.,,, f ‘ 

' .*°1 19 399-281 1197-281 
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quonuii ii, 

7 (livisibilo. 


(im aunt notati, excluduntur ideo, ne p, q vel r fiat per 

(yiiaiia, losolutio dabit bos numeros amicabiles 


flfi. 1409 -129503 
ll6- 17- 151 -66739, 


si mode hie iiumorus 129503 est primus.^) 


IXEMPLUM 8 

96. Sit 17 ■ 167; erit 

J 18 - 168 »= 16 . 27 ■ 7 ■== 3024, e == 64, 

// « 204H • 1797 « 2048 • 3 * ,599 et MN= 2^° • 3*^ • 7 . 599 
Sit Jf « 64 w/ , M mm 6'l tj; erit mn «= 2' • 3^ <•7 - 599 et 

p m b 755, f n + 755, r =» --(w ™ - 

Sit m »» 2/i, n »»« 4 erit fxv « 3'^ - 7 ■ 699 et 

p •• 2/i 4" g a- 4j/ -|- 755, r «= j/ -j- _j_ 1086. 

Ubi patet iaae oportero ne r fiat numerus par, nec ,it = 3a f2 

nee y-*3«+l. Hinc prodeimt numeri amicabiles 

j 16. 809- 61071 
116 . 17 ■ 167 ■ 13679. 


CASUS 4 

97. Bit vfil a«.'l®.,5 vel a — 3^- 7 -13, ut sit ?> = 9, c = 2; erit 

i.-8l//’+9e(/’~l) et 

v ~ ~ ^ fi- ■ “ “ _ 1 ; 

qui immari ja, r m ftiariiifc primi, anint numeri amicabiles apq et afr. 

1) Kst 1 20603 «» 11 •61*198 ideoqua namexi correspondeates aoa suat amicabiles. 

F. K 


LioMEAmai Emmt Opem ornttis Ii CoEimeaklioaeg arithmetioae 


18 
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BXEMPI,lfM 


98. Sit /•»» 7, ^/y- 8; erit 


e»«7, jf/»» 2 • 27 • 19, it/jV — • Ji; . 27 • 19, 

71^ _ j _ 9t ,1/ I ,V, I a ;si 

' 7 ' 451 

Unde posito Jf«o>54, i^—152 nriuntiir nwiiwri inniciihiliw 


«• 17.81 
a. 7. 71 


|.1* • f> . 1 1 . 3i 
1.1®. r». 7 . 7i. 


PROBLIMA 4 

99. ImmirB numms amicaldlm hums fnrmar «/ir. «W », « , «,•„/ 


BOLUTIf) 


, . cemmuni a qtiaaratir in minimia terrainia frartio * - “ , 

sit yj^ ^ ©t ex prima pmprietatn ittimnranim ainirftljiliujn erit* 

(p + 1)(q + l)fg - (f + 1)J% ugij ^ I ^ I jj|.^ y 
Altera vero proprietas praebet 


vel erit 


ir+t)fa-fh^a(gpy + hf) 


(^+t)i2b^clfh^Mgp^ ^ Hr] 

et pro r silbstituto yalore 


"(2»-«)0 + %+l)yj 


+ l)f#/ 4* 1) — nh). 


821 
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amioabilibus 

Sit bravitatis griitia. 

»((24 - c)s-,/J'a - h(mUy + ngxy _ ngx - „gy + „g_ „j) 

[mill + nhg - 2 mlij k + vwfh'jxy -nligx- nhgy _ nb(k - g). 
Ponatur brevitatis gratia 

e -» h(m h + ng) — (21) — c)m f h 
eritque ■ '' 

eesp — nbgex -- nhgay -|- nnhhgg = nnUgg -f nl(h — q)e 
sou ^ ^ 

(ex ~~ nhg^(ey — nhg) =«■ nnhhgg -|- nh(}i — g'^e. 

Ponatur orgo nnhhgg + nh(h - g)e « JlfiV fietque 

I _*■+»''« at 

e ^ e 

eeu 

^ e *• g- g ■ - 1 , r^^^xy-l. 

Qui tre« numeri p, q ot r si fuerint primi, erunt numeri amicabiles 
et a^f, dummoda utriuaque factores sint primi inter se. 


COBOLLARIUM 

100. Si sint at numeri primi, erit ^ sit ergo g = hm 

hmmhn-~l; orit fh •« kn, unde fiet 

e »• b^ikmn — m >— a) — (2S — c)k‘inn = cJcnin — h(in + n), 

iifJV— nh{nb(km I)® + k(n ~ m)e) — > {ex — bn(km — 1)) [ey — hn(km 
et 

pmmX—^l, qmmy~..l atqUO 1. 


agpq 


1 et 


1 )) 


18 * 



DR NOMEHIH AinrAHlIJIir.*^ 


D’AHIJH 1 

101. Sit Waal, » » il, WgU if '<ma k I, A — . ,’i|: j 


riUjiK* 


ideoque 


e KB ilcJk ~ 4/j et MN »« llkllhik I -f- 

.Y+3fta-.., ti 

J" » I# »m» 

e " 0 

p « a: - ■ I , </>«?/• - 1 (>1 r — * j tf I. 


KXKMl’f.PM 1 

102. Sit (j •«« 4, h 4 f a »■ 1 j itrit 

e -mm ;U’ ■— 11! rt iJf .v«* ja .. | 


iji *'■ 0, 

Hie poni potest 

li~r, aetquej-r., ~ 17 .,t r-2. .,,,1 hi,„ nihil ..nhitnr, 

11 . J; — 8 aetque j — 7 , lit r — N, . 1 /.V— I'itia ■ 4<l |. l'i«l »>,, 

."-ix-rr*-'-"’ 


EXEMPI,OM 2 

108. Sit a«8, A« 8, c-l; ©rit 

e 8 A ~~ 32, 3fN mm 24(24(A' ■ • 1 j* |. ^Atj 

48 {mkk ~ 56A + 12) ».« (r / ~ ^-IfA - i j) (n/ 


Terum ne hinc 


quoque quicquam conclialom liepf. 


J4fA- I)). 


CASOS 2 

104. Sit m — 3, ««* 1; Qfit 

e — 8eit — 4A ^ ^ g|. _ | 

MN~ b {b{Sk - !)■ _ 2i,) _ _ 4(3^ 

atque7,-x-l,j„j_, etr-3„„,. 


iSlSiaDi t'-aa §i-^ * 

ff*. »»» ^ I ^ 

- 1 1| fry - AfliA 
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EXBMPLUM 1 


105. Sit d xss 10, 5 5, c “*=• Ij 0rit 
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— 20 Pt 5(5(3/c 


1)“ - Ue) = (ex 5(3/c - 1)) (ey — 5(3^ l)). 


Si Me poiiatur fiet 5 • 29 ■ 89 = (4£c - 116)(4,y _ 115). 

a; 30, y »=« 374, Hxy «. BOOflO et niimeri amicabiles erunt 


Unde prodit 


10 • 28 . 29 . 673 
10.7. 60659. 


EXEMPLUM 2 

100. Sit a •*« 3* • 5, /;«k9, ci=» 2; erit 

« - C,k. ~ 30 et .'l(3/.- ~ If - 2ke - (| ex - 3(3/<; - 1)) (i ey - 3(37c - 1)). 

lam lint k - H; ^orit e « 12 et 3 • 1623 « (4a; - 69)(4y - 69) hineque oritur 
a; — IB, y/— .398, 3j;f/ — 21492 eruntque numeri primi p==23, fe=7, == 17, 

g — 397, r — 21491 et numeri amicabiles 

|a»..5.2Sa7-397 
S" . 6 . 7 . 21491. 


SCHOLION 

107. Ex Ma exeraplis usus huius problematis in inveniendis numeris ami- 
cabilibiis satia luculeriter perspicitur; sed ob ipsam nimiam fingendi libertatem 
non parum moleatum oat secundum praecepta Me tradita omnes casus per- 
currere. tJum igitur suffleiat hanc methodum tradidisse eiusque usum mour 
atrasso, ei prolixins non immoror, sed ad ultimam methodum, cuius ope nu- 
meros araiailnles eriicsre liceat, qua quidem sum usus, exponendam progredior. 
Nititur ea autem singularibus proprietatibus, quibus numeri ratione summae 
divisorum gaudent, quas oblata occasione explicabo^), ne plurium lemmatum 
praemissio taadium creet. lis autem expositis non difficile erit plura alia 
problcmatii ad hoc genus pertinentia resolvere. 

1 ) Vide «s. gr. OoMunentatioaein. 248 huiuB voluminis. 


P. R. 
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DK NUMEHI.S AMIPAilU.IHrg 


|H5-8e 


PRO BL KM A f> 

108. Jnvenire mnmw amkaldk^ huim fhrmue ,up , t uU fluimm « ? 
stnt daU, p et q nunmi primi e{ faiim- rommUHiH s imruHtjtni tMmtf. ‘ 

mumo 

Bit Ja:J b ot cuui sw th'bnit | Is , /’a . . i<, 

m(p 1) n(q i- 1). Ponatur p } I 

amicabiles t i wiuitiju,, 

Ij ih(mi 1 

»bi quidem reqniritur, ul. mx~ I ,.i ■ . . 

ntnusque numeri oadom ait miuinra .livkiruni ~ ^ J ““ 

ut ea sit aequalia amiimao immwumm iii»a ( ,, ’/ "IwiW, 

netur iata aequatio ‘ “''U- 

* nx fa 

Jtf (na + mb)x a - b 

Quo lam ex bac aequatione valor ipwuit ^ olid qumi, rr»cti« 

ad minimos terminos redofahii* f,,...,. u r i«« i »6ijf a-b 

maos reaucatur, qma mt - , mt ui bala.atur * hiac 

que aequentia smt notanda. Pri.iia ,»», , v d i„«i , a..,,,,.,.. J‘ ■ ‘ , 

euipiam, pata ir. Priori <»u air | “'-t®'" «'< ™“ 

Posteriori, casu, si r~ir mit'li T ' ™ « -Jr, 

/*«• , p *> ,/ *'• t|u» 0 (|uul «it enfc 

• 

que ergo fkr •> k Cr n • • ^ dtvMMlt* erit- 

S>/; £ si T ‘f“' ‘iOllqu., sou 

posse. Deinde cam sa*"'*' * '**" ainiimiiiiiw invoniri 

_ ' »/o nzfa /a*/4",i/a' 

dmmrrn r. Oonrtsit f. B. 
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DE NUMEEIS AMIOABILIBUS 


ob <1 1 ^ i^^oque multo magis j^>~, ita ut ;s 

sit semper numerus deficiens. Hincque patet aequationem — = ~ semper ita 
fore comparatam, ut sit ^ >--■ seu s<2r. Unde si sit fr = s, erit Jr<2r, 
et si s>Jr, erit multo magis Jr<2r. Utroque igitur casu r erit numerus 
deficiens. Quocirca si » tanquam numerus incognitus spectetur, proposita 
aequatione .! =* , , valorem ipsius x ita determinari oportet, ut 

^ J$ {na + mh)3&--a — b ^ ’ 

^reducta fractione minimos terminos — fiat r numerus 

deficiens et ut sit vel s=Jr vel s>Jr. 

Quibiis conditionibus animadversis tarn r quam s in suos factores sim- 
plicoH piimoB resolvatur, ut prodeat buiusmodi aequatio 

Jg ’ 


tunc autem successive vel -4“ vel altior potestas ipsius A ponatur factor 
ipsius i? sen ponatur erit/^=/4“+’'/P et^- ideoque 

p Ja^ 

Jp”" A''E’F^G'> 

Similique modo ponatur ulterius et hoc pacto procedatur, donee 

tandem perveniatur ad aequationem huius formae^=^^, ex qua habeatur 
Z<^u. Saepe quidem haec operatio successu optato caret, sed pro quovis 
casu oblato facilius erit operationem hanc per exempla docere quam per 
praecepta. 

EXEMPLUM 1 


109. Sit « = 
amicabiles erunt 


3, 6 = 1; erit Jo==4, ^^^6 = 1 et 
3(a; — 1> et (4fl5— 1>, 


m = 4, n — 1 ac numeri 


1) In editione prinoipe (nec non in Gommmt. arithm.) Me et in priori formula a — b loco 
a + 6 scriptum est. Oorrexit E. R. 


DK .UiU’AHlUftt' 


si sint (D — l et 4a? 1 numeri tirhui i»t 


# 4 jf 

■ * 

Js far— 4 

Hie autem prime patet, ai 4 ox iiumomton* imn lolliitur, fiirt* lx 
ob Ergo mwaw* *-«t, ut «it. Ta » } pur. 

a:s=4p; erit 

M ■itt 

/# tp ’■■ ■■ t 

Nunc flat 7jp — 1 numorua par potiomltf p — ‘Jitf t { ; j.rit. 


< fix 


» liithi i 1} 

^ ■ »» '' * 

/* ?«/ ^ a 


et a =,8^4*4 atque 

X-~~\ mm Hq 4 .| j I ^ ;|a,^ | |r,_ 

Dnde j nequit ease multiplniii Uirimrii. iin j- i (ii,t ;| ,|ivi«ibih' Erit 
ergo vel g-8r+l vel priori r„.„ ,lt , ,, ,,,3. 

quaesito a(!r~l)r lam meat lEctor a Hit igit„r ^ „rit 

atque*_24r-4, /«~a>r-4 

a? — 1 «« 24r ■— B ot ij' . - | 5 <j;i. .... 

habttr© ni«i |,itHtriu« t-x miiuonitoro 2(fir~l) 

tollatur, . ent dmaibile per 2 efc po»it« ^ ^ ^ 


8 /y 31 r — 4 


V 3|flr I i 

/f 3 1 r 4 


' hZa"® ■' ii»ri 

inarius ox imworatorit tnlH i —’is, at sit 

* ^ 4;e I «% ifrjs „„ 

S ISf—l 

•S^' ■■ . , 

J» ats-a 


eritque 
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I)® NUMEEIS AMiCABiLlBtrS 


Iain si s nit iiuiiinriiM ^ 

r 1 f-y\ 00 ^ mimerum imparem. fiet auonnp- 

j >« q«o sequitar nmnernm . fore quadratum; 


, ' . / aeqmtur numerum ^ fore auadratoTn- 

sm .u.tern » a.t nu.uerue par, factor eommuuis * aoa erit qnadrato e3’ 

vantur ergo u ipama s valoros, qui cfflciunt :r_l_48s-5 etL- 1 _l 92 lie 

mimeroH primus, et dispiciatitr, utruin aequatioiii == ^ satisfieri queat 

Hit ««7; arit a; 4®- ! == 1327 et .|L~A. ^ 

debeat osHO <|uadratum, ponatur oj-it /^=367-19y^J et ~= 

Nunc auteni i|«i,.,s J lUctor atatni acquit lip'ob /:U)’_3.127- wodiiet mi™ 
d tacter ipaiiiH xl; altionlms veto potoBtatilras 'snmeudis mox devenitur ad 

mmK'roa tsim grandoH, iit facile pateat upas succedere non posse. 

Hit s »»« 12i erit j* -■< I »--*f)71, dir-— -1' — • ue,Q 7 nf ^ 

M, IX i et quae neque 11 * 

neque 1.5 pro fiuituribua ipsiua ^ assumendo resolvi potest. 

Netimj voru id-iam e.K maioribiis valoribus pro s milii quicquam prae- 


110. Hit fi 5, /j 
cabiles aruat 

habebiturqno 


EXKMPLUM 2 

1 ; erit J a « (!, j‘l) « i, m = 0, % = l et numeri ami- 

rj(iF--lj^ et (flic— " 1 )^f 

j® ^ ‘ 5 ^ 

Itx -() 


Quae uecptatiu at alt pmssibilis, ex numeratore (Ux vel binarium vel ternarium 
tollero opurtet, quia aliuquin numerator maueret numerus redundaus. Habe- 
bimuB ergo tluos caaus evolvendos. 

I. Tullatur ox numeratore tenmrius ponendo je — 3j); erit 

If 6 p . 

/k Up- 2* 


nunc vero porro punatur p — Bq + 1 eritque 

# „ 2(82 + 1 ) 
fs ” 112 + 8 

L»okh*ii»i Ewmw Oi»r» oania. It OommentotiomeB arithmetiofle 


19 
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m NUMKKIri AMiCAWLIill'S 


^ ..... *.■ 

fS9~90 

et ob a3«9fir + 3 numeri prinii (w tlnhwit 

a; — 1 *« iif^ .j. 2 t*t Itx I -* I'i4q } tT. 
ubi patet (j esse debere niimerura imptirojii. Hit «*rg*» </ -. 2r !; 

® ~ 1 ”” 18f — 7, 6;c -- I « if)Hr .’i" nt ^ -« SfSr .™ n 

" I* '*/ 

J» Tir ^ ,!Ir -4 ' 

Evolyantur iam caaua, quilm, I8r_ 7 „t iiw,- a; n„„t ,,,,,,,,,,i ,„. . 

qm sunt: numnu primi, 

1) J" — !; erit 


■1 — 11, (la; — l«."i 


# :i a i 


^ ^ 

Cma igito hie ait 7-^4, erit ,-4 <,t „um,.ri a.uic«l.il.H. orui.l 


14-5.11 
1 4 < 71 

quos qmdem iam invenimus. 

2) f«2; erit 

«•— Iw. 29, fia — l 1—179 g| f 

At r factorem 5 habere tie,uit ''' * ’ 

3) r « 5; erit 

e*-l_fo 3 et ‘ 

at bic 3- 17 <1^.7. • ^ 

4) y — 8; erit 

l«.ia7, 6»~.i«,g27 «t *— 

Ponatur jS?«23P; erit !* 

JiSmm24:J*^ 0^ — ^ < 

, ^ /P as'/*""?' 

undo JP«aa4 ©t WSJ 4 * M 

’ op«»yonem ita breviter repriusHunto 

* ^ n m> 4 4 . 

/> s.a.TiJil', Ifj; 


«t * «• , 

f» t-s-? 


P ^ 34^ « 4 

P'W'fc, * ' s* 
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unde fit s — 4-23 et numeri amicabiles erunt 

(4. 23 -5 -137 
14 -23 -827. 

Reliqui valores, quousque quidem examinavi, nulloS’ dant numeros ami- 
cabiles. 

II Tollatur ex numeratore binarius ponendo x = 2p; erit 

fe lijp — 3 

Nunc sit jp «= 2^' + 1; ©lit 

^ ^ (^2 "b 

Je ~ iiaTT 

et numeri primi esse debebunt ob a; = 4g + 2 

X 1 == 4^' 1, 6a! — 1 = 24^' -|- llj 

quare esse nequit g==3a — 1. Deinde cum z non esse debeat divisibile per 5, 
neque neque 4g' -f- 1 neque 24^' -)- 11 per 5 debet esse divisibile, unde 

excluduntur casus ^ = 5a + 2, 2==5a + l. Eeiectis ergo his aliisque valori- 
bus inutilibus ipsius g", qui pro x — 1 et 6a: • — 1 non praebent numeros primes, 
calculus ita se habebit: 


X — 1 


6a; —1 


0 


3 

4 


13 

83 

17 

107 


3<7 


37 


- nihil dat. 


8-9 

^ 9 

9 

13 

13 

' 7 ' 

Y 

‘ 48“ “ 

16 

Jg 

16 

_ 

"8 

8 


vel 


9 

27 

6 

5 

16 

40 

6 

J 


= 9 . 7 . 13, 
ergo 0=^27 -5; hie autem valor ob 


6 est inutilis. 

Brunt ergo numeri amicabiles 


I 9 • 7 • 13 • 5 ■ 17 
19. 7. 13 -107. 


19 * 








1)1 NUMKHIH AMlfA!frLmi:?l 



1 Bx -1 I f 
! 


nihil dat, 


8 - 21 ^ 8’7 • 7 * 3 * a* 13 13 
114 *" 2‘1^ ,3- ly 2 7 13 14 j j 


lyrgo ^ «. n * . I * , i;i t.t uufuttri Hmirnhili.a (« r»nt 
|3*-F. i:i.f,..ii 


' 3*37 .... , 

luhil <kt. 

' 8.43 , 

" 4.157 tint 


K'ly 8.13 
8 ' Sy *** H . i8 *'**^*^ 

, 28 _ 23 *23 4 j 

2*21 7 


4 ■ '^'1 Ht atile . 


- nihil diit. 

'‘482 

* MS *-isj a . 7 ., a. 18 3 . IB: a 7 laaijui 

llrgo »— .S'.?'. I!1.!I7 „J nH,„„ri umiaitiita at 
|3*.7'.!8.97.f,.Iii3 

Is ’- J -. is . aT.iiia 
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69 

79 

84 

93 

100 

244 


co- 


rn 

317 

337 

373 

4.01 

977 


6» — 1 


m 

I h 


1667 

1907 

2027 

2243 

2411 

5867 


3-139 

'~7'63~ 

3-159 

3-169 

92T“ 

3 - 187 

T02T 

3-201 

lioT 


3 • 169 


3 - 489 
2688 


53 

3' 169 

'8-116 ^32-29 
3-11-17 
13 

3-67 _ 3-67 
368 ~ 1^23 

3 ■ 163 
128-7' 


163 

3-41 

41 

32 

3* 

13 

13 

’ 7 

7 

4-41 

32-7 


16 

13 

16 

14 

8 

■8 


Ergo s! = 3® • 7 - 13 ■ 41 • 163 et numeri amicabiles 


erunt 

3' - 7 - 13 • 41 • 163 - 5 - 977 
3^ 7 - 13 - 41 - 163 - 5867. 

Hinc ergo bini prodierunt novi numeri amicabiles. 

EXEMPLUM 3 

111. Sit a — .7, Z) — !; erit ya = 8, fh — l, «i = 8, n = l et 

amicabiles , , , , 

7(!r — 1)^ et (8a; — 1);3 

existente 

g %x 

fg 15 ® — 8 

Ac prime quidem x debet esse numerus par; ponatur ergo x = 2p] erit 

x — — 8a;— l = 16iJ — 1 

g 


numeri 


et 


8jP 

7;“T67-i‘’ 

quae aequatio est im.pos8ibilis, nisi potestas binarii in numeratore deprimatur, 
quia 15^ — 4 < fSp. Ergo fiat = 4$r, ut sit 

a:«=8g, x — 1 == Sg' — 1, 8a; — l = 64g' — 1 

et ^ 

^ _8g 

fg 15g — 1 
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|«-~95 


Nunc sit g«=2r+ 1; erit 


« 4|3r+l) 

■ ^ HW 

Jz ISr-f? 


a;~ 1 »» IKy-j- 7^ I — !2Hr | O; 

quorum numerorum ut neuter ait per tl ♦liviaihilia, niHjuo mif. r - i 
nequer«3«. Sit ergo r- 1 ; erifc ^ 


^5^+22 fi 1 32 

~ ^ 48s -f 23, 8/ I *« p |i}|_ 


Nunc vel ternarius vel quateimriua ex tiuimn‘aton» tolli ih»he{ Ai 

Wh .eqmt, quia donominato,. n„„q„„,„ I; 

quaternanus, ad quod pono (jritt|«i» ’ • Hatur ergo 


nunc sit t tj ©rit 


'' ' * 

fz 4fi| p II ’ 

« 3(8»».a), 

Je Uu^t7* 


est s^4u 2 ideoque numeri priini of»e debarit 


a: — 1 


• 73, Kic 1 ,* 


^ a?— 1 8a;~l 


S 887 7103 u. 8’87 ( 87 I 3-19 I IS 3.5 . g , g, g, 

3 . 3 . |3)‘I8 ’ 

rgo «w.8 *5 '13 4 37 ut muicittjjlgg enmt 

j8*.f».19.37'7.8H7 

— — — 1 8* . f) 4 10 . 37 . 7103. 


11 2039 16319 

2-289 

18 2423 19391 

'S'TT 

^8 4919 39369 

U68’ 
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atque 


BXEMPLUM 4 

112. Sit «.===« 11, 6 = 1; erit = w = 12, ^^6 = « = 1, numeri quaesiti 

ll(!r — l)^!’ et (12a; — 1)^! 
e I 2 x 


fe 23®— 12 

Hie ex numerator© vel 3 vel 4 tolli debet. 

I Tollatur 3; ponatur a; = 3p, erit 


et jp = 3g — 1 ; erit 


S 12jp 

7J“°237-i’ 

0 ^ <1(33 — 1) 

fe 283 — 9 


et ob a; ==“ 93 — 3 3 debet esse impar. Sit 3 = 2r 4 - iit sit a;==18r4-6i erit 

0 4 (6 r + 2) ^ 4 ( 3r + l) 

46»-+l4 ~ ’23r + 7 

X — 1 = 18 ^ + 5, 12a; — 1 — 216r 4* 71- 


et 


2 

3 

6 

7 


a;— 1 


41 

59 

113 

131 


12a; — 1 

71 

603 

719 

1367 

1583 


0 


, «f=«4; numeri amicabiles 


4 • 11 • 5 


4-7 

'63' 

ill9 impossibile. 

4-19 4-19 , 

' 146 “ 6 -Ig 


impossibile. 


11 11 

If 

4 

'4 

21 37-7 ^ 

12 

. 7 : 

IL 


, sed ob factorem 11 hie 
valor 0 non valet. 


n. Tollatur factor 4 ac ponatur a; ==• 4^;, ut fiat 




lam ait = 1; erit 


DE NtlMERIS AMinAUfriHirFS 


# :i(4v+n 

JM 23f •{■..=» 


et ob a; == Ifig- + 4 numwi iiriini msa tielwnf. 

iC — 1 »a Ifig' -j- 3 0 {; 

bine excludimtur valores 
i ic-1 I 12a:~l I f. 


[86-98 


4' 47; 


0 3 


13 211 


impossibile, 


1 19 239 3*;3*jl.H:iS 



4*7 13.;}1 14 :i8: u 14** ^ ' '» ’ *3 vt mimori arnica- 

biles eruat 

8 * 'ft* Ilf. n ■ Iff 

H**b-i3.aia 

/fJ ! 243 , 7-13 18 . 7» 7* , 

2'27;«.19i4.7.i3|a.3.l« ‘J-Tia JS Jl-isf 

Ibrgo ««-3 .7 ^, 1 , rntiimri amiaibiles erunt 

3 . 11.211 

la® . 7* . 18 . r,3 . 2 f 48 . 


EXlMPLtJM 5 

113. Sit a-5, 5-,17 et anmeri amicaMlea 

5(3a;-..l)j at 17(«~i)a; 


h 82«™2 


Cum X debeat esse uumeras 




par, pouatur ®-.2p; orit 


^ ^ IB/i 

A’' ^ * 
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DE NUMERIS AMICABILIBUS 


et ex numeratore 18^ vel factor 2 yel 3^ tolli debet, ne sit Bumerus redan- 
dans. At fiictor 2 tolli neqnit; tollatur ergo factor 9. Ad hoc ponatnr 
= 9g -)- 4 , ut sit » = 18(? + 8 et 


erit 


X — 

l = 18fir-f7 et 3a! --1 = 542 + 23; 




2 2(92 + 4=) 

322+13' 


1 

3a! -1 

0 

0 

7 

23 

impossibile. 

2 

43 

131 

4-11 4 , , 

7-11 7 ’ ^“4 et numeri amicabiles 

[4 - 5 • 131 
[4- 17-43. 

4 

79 

239 

16-6 

3-47 

5 

97 

293 

2-49 

173 

17 

313 

941 

2 •167 
”657 ' 

19 

349 

1049 

2 • 6® • 7 

27 • 23 

20 

867 

1103 

16 '23 

063 ' 

24 

439 

1 

1319 

8.6-11 . 8-5 
— gj inutile, = 




EXEMPLUM 6 


114. Sit a»=B7 et 5-»227; erit /a = 38, /ft = 228 et | unde si 
numeri anaicabiles sint 


37(6a;— 1).2 et 227(a;-l)^, 
fiet 

e ^ 6-38» ^ 4>3^19a; 

yV 4493/ — 264 4493/ — 264 

Ubi cum X debeat esse numerus par, ponatur 3;=='2jp, ut numeri primi esse 
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I)E NUMEEI8 AMr(!A!«LfiH?H 


109-100 


debeant 


a; 1 2;} 1 ot {».(■ ~ ! -« I2;i - ! 

eiitqiie 

# 4*3-18h 

- »sa ■>' - ' > * * 

Nunc ex numeratore vel factor 4 vel factor 3 tofli dofit'i, 
I. Tollatur factor B; ad hoc pomitur p *« ih/, nt «tt 


nunc fiat g' = 3r+l eritque 


M 4.3.190. 

^ mm * I 

JM 44tf--4l 


et jp = dr + 3 et 


x — t 


M 4.19(8rfl) 
fe ^ 449r!.l3f) 

r+f), (to-. I KWr 4. 


r ic — l 6a! — ! 


41 261 


4.19.7 

“ioiF 


3 59 369 

usa 3.13 

6 113 683 

3.28.41 


13 239 1439 
17 311 1871 


4 . 19.40 

16-18.19 

"■8.971” 


22 401 2411 - ! 97 1 18 iifil 

10018 17*. ai jFnj 31 igj * 

16.67 et immeri amicabiloH 


117 2111 12671 

32668 


16. If?. 37 . 2411 
16.67.227.401. 


128 . im 9 g.^ 

62668 4 . 7 . 9 . 11 . 19 - 63 » 

^-32 et numeri araicaWte 

iM. 227. 2111. 


NUMERIS AMICABILIBUS 

11. Tollatur lactor 4; ponatur p = 4(^; erit 

— = <t-3-i9g . 

/« 4492 — 33’ 

nunc ait q == 4r + 1 ; orit p == I6r -f- 4 et 


atquft 


£C — 1 « 32r 4-7, 6a: — 1 == 192r 4 47 

i_ ‘^■ •''■^(^4 + 1) 

,A 449 >*4 104 


2 

8 


15 

23 

26 

30 

41 


a; — • 1 


6 a; — 1 


7 

47 

71 

431 

263 

1683 

_487 

2927 

1 

j 

743 

4463 

839 

6039 

967 

6807 

1319 

7919 




19 

3 ‘5 

6 ' 

3» 

3* 

4 - 5 

2 -'is" 1 

1273 

, 13 

13 


K 3 “ . 5 . 19 et numeii amicabiles 


|3'-5- 19-37 -47 
13' • 5 ■ 19 • 227 • 7. ' 


9-19 


2-167 

3-19-33 ^3-19 
16 - s' -7-11 ““ 16 - 7 


19“ 

3-5 

“5 

3* 

■33 

13 

13 

476 

4 -“7 

2-3 

2T7 

13 

14 

14 




3' • 5 • 13 • 19 et numeri amicabiles 


|3'- 5 -13 -19-37-1583 
l3'-5 -13-19-227-263. 


8- 19-61 
"7^'977"'' 

9 - 19 -81 ^31 

F-IT- 61 61 

3-19-105 3j_^6-7-19 

2-8 - 13 -161 ■“ 2 - iF-ISl 
8-19-11 
T- 617 ' 

8 -19-166^ 6-19 

9 - 121 -17 ” n - 17 ■ 
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DE NUMEEIS AMICAHUJfiim 


[ 101-102 


EXEMPLUM 7 

116. Sit a = 79, 11 • If) »• !-0f), /« « HU, jf h v-i “iP); iu'it' m I, ^ ^ y 

et niimeri amicabiles sint 

79(3* -1> et 
erit 

g 240X ISO* 

■ ■ .... .. wm^ - * 

fg 446*- 28H 236* -114 

Sit * =H 2j?; erit 

g „ 1 ** 20 /' 

fg "" 228p - 72 

et numeri primi esse debent 2|i-l et ll|i - I. Hmw miteni es immemkim 
120 jp vel factor 8 vel 3 tolli dabei 

I Tollatur factor 3; sit|j-«9f; erit 


et fiat — ut sit 


p^21r-9 et 


« ^ ISOf 

fs 328^™ H 

M 4()(8r~l) 

Jg 228 f- 77’ 


iC — 1 «, 64 f 19 jyj I ^ 


Nunc autem ob 40 numerum redundantem vel 6 vel 4 tolli debet 

a) Tollatur 6 sitque i; erit 

g 8 ( 1 § s ~. 4 ) 

fg 228s -80 

et numeros primes esse oportet * ~ 1 - moa -- 7.1, .1r • . i ««, hio* - 217. 

in Eumeratorem intret, excliidendt Hunt 3 « —!.') 

lime autem nihil mvenitiirt 

/?) Cum tollatur 4 sifcqno r«4s.-t; erit 

t aa 10(l2s~ 4) ^ 40(3«- 1)^ 

A 223s -78 "228 s -78* 

1) Observandum qwdem est numeratorftm nuHqttM, pw 8 dit»iWt«ni w. P. R. 


i03--1033 m NUMERIS AMICABILIBITS 

sit porro s = 4^ + 1; erit 
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= 10( 12^+2 ) ^ 20(6^ + 1) 
.A 223i+87 223 <+37 


Sit porro erit 


10(124{~6) 
A 223m — 93 


et ob + B — — 13 erit x — 1"=1728^^ — 721, 3a; — -1 = 5184^ 2161. 

At lios nuuieios non roddit prinios minor vtilor ipsius u c+iciTn. 16, unde fit 
qui ob factorem 11 est inutilis. 

II. Krgo ox ^(uiuatione tollatur factor 8. Ponatur 


erit 


et nunc ait //— Hr -1; erit 


g 120ff 

■ ■ 

Jg 223^—9 

? 3-r)(8r-l) 

« 223r — 29 ' 


at ob p gssia ()4f — H erit 

a: - I _ 128?- ~ 17, 3a: — 1 =- 3«4r — 43. 
Unde valores oxluduutur r-*>3«-|-l et r^^ha |- 1. 


a; ™ 1 


2 

3 


3a: — 1 


239 

i 719 

367 

1103 


A 

8-5» 

139 


8-23 1 23 j 3* ' 

■gi 

13 

i§ 

' 7 

7 

128 10 1 


16 

14 

8 

'8 


vel 


1 8-28 

i n 

1 3» 

|'8»'! 

6 ' 

T 

1 12H 

j8.3 

I 16 

0 

g- 

6 


et numeri amicabiles erunt 

(3'. 7. 18. 23 -79. 1103 
8* . 7 . 18 * 23 . 11 . 19 . 367 


vel 


, ergo ;» «= 3“ • 7 • 13 • 23, 


, ergo »=> 8* • 5 • 23, 


3® • 5 • 23 . 79 • 1103 
8». 5 . 23 • 11 ■ 19 . 367. 
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m NUMERI8 A.\fiaA!}Il,lWl8 


[108-104 


BXEMPLUM H 

116. Sit a = 17 • 19, «*a 11 • 59l writ Ja IH • lUi, j A «• 12 • tit} ^ 

n==2. Si ergo nimieri amicabiles ponantur 


erit 

Sit x = 2p; erit 
atque 


17 . 19 ( 2 a;~l}«, II . 5 b(.r»- 1 )^, 
s 7ac)3* 

■ mm 9 

/« lasifix OT'i 
0 72Qp 

SM • 

fg 1295;) — 4 Hll 


2/ — “ 1 ™* 1 , 2^ 1 4i 1 1 

quorum ut neuter sit divisibilis per li claliefe mm^ tit mi 


et 


# 

/« I285f- ir.a 


25 — • 1 ■» (Ig — 1, ‘2x -- I *« I2if/ I. 
Xollatar ex nunieratore iactor 16 Bitque tj ent 


nune sit f — lGs — i; erit 
et 


* „ 720r 

fg 1295f" kT 

0 45(1CS-I| 

mm - 

fg 1296s -KO 


® 1 192s — Hi, 2 ^ — I l®4i 25, 

Sit 8 - 1 ; erit ai-l-m, 2 ie-l* 8 r ,9 e| 


* M 8*»5* j3*j ft* I &*■ 

fg 1209 403 13-31 jis} 31 ,3ij 

Ergo «! — 3 * • 5 * et numeri aimcabilMs iront 


8*.6*.17.10.8&9 
8 * ‘ 5 * 41 . 50 . 179 . 


104-105] 
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SCHOLION 

in hac fact™. co,n.n„2 TaX “ <1™ 

gulari praeKstantiae genere est praedite nf if traque tamen sia- 

Itia niiV. .if r altera sme snbsidio alterius non 

_ . pU sit ad umltitudmem nmiierorum amicabilium angendam Posterior 

eniin nietliodus suppeditat emsmodi factores communes, quos ad usum pri 
oris vix suspican licuisset, prior vero sueeerif rpHn,-,n= ^ \ i. ^ 

Moneos. Ooterum onncta qnao Uc tS ’ 

snmTn'ift inr*iivf-iA no I tradidi, specimen continent metbodi 

summae incuUo quam, quantum licuit, ad regulas algebraicas reduxi, ut vaga 

tentandi incertitudo restringeretur. Coronidis ergo loco ultra exall 

uumeroruiu aimcabilmm park subiungam, quos his methodis elicui. 


OATALOGUS NUMEROEUM AMICABILIUM 


I. 


V. 


Vll. 


IX. 


XL 


XIIJ. 




|2>.5.11 

12*. 71 

(2*. 23-47 
|2*.1151 

j 2'. 191 -588 

12^73727 

^ |2*. 23-5-137 

12*. 23-827 ■ 

|3®- 7. 13. 5 -17 

(3* -5- 13- 11- 19 

l3*'.7.13.1()7 

l3*-5-13-239 

J 3*. 7*. 13. 5. 41 
l3“.7*.13.25l 

VriT -1889 

1 3* -5- 7- 102059 

|2*. 13. 17-389.509 

12* -13. 17- 198899 

• ^ j3*-5. 19.37.7. 887 
(3*. 6-19-37-7103 

f 3*. 6. 11. 29. 89 

18*. 5- 11. 2(199 

XII 

I3*- 7 *-11 -13 -19403 

[3*. 5. 18. 19. 29 -669 

|3*- 7*. 13- 97. 5. 193 
13*. 7*. 13- 97. 1163 

[3* -5. 13- 19- 17099 

■3*. 7. 18. 41. 163-5. 977 

3* -7- 13.41- 168. 6867 

xTi. 

l2*-23.59 



DB NUMBRI8 AMICABfl.IBKH 




XVIL • 

[2^ -23 -1367 

1 2*.. 53 -607 

XVI If. 

! 

j2*-47.H‘) 

l2*-KI-79 

XIX. ■ 

[2^-23.479 

1 2" -89. 127 

XX. 

1 2*. 2.1. 4(57 
l2*.H«.It>7 

XXL • 

[2^. 17 •5119 

1 2* -239 -383 

XXI!. 

1 2‘ •!(;<• IllW 

XXIIL • 

(2* -19 •1439 
l2*- 149 -191 

XXIV. 


XXV. • 

(2^37 -mi 
l2^ 227 -21 11 

XXVI. 

j2* .."i:|. !{«X5U 

12^79.7127 

XXVII. 1 

f2'- 79 -11087 
i2«- 383 -2309 

XXVIII. 

12*. iifii .mn 

XXIX. 

f2’-lM7-2G3 
[2* -11. 43 -107 

V \f 'V 

A A.:A* 

i3*.ri.7.ii 

XXXI. 1 

f3».r).13-29-79 

i3*-5-13-lM9£ 

, XXXII. 

|lf..5-l.1.I‘|.47 

13.29..11 

XXXI]L 

f3®-5.13-19-37. 158,3 
[8* • 5 ■ 13 . 1 !) . 227 • 2(13 

Ilf .<*. III. I 293119 

XXXV. ■ 

[3>-6. 19. 37-47 
[3* -5 -19. 7. 227 

XXXVI. 

jt*. (57. 3?. 241 1 

It*. (57. 221 .4(11 

1) Eumrm uumamm 220490 later Drima* a# .■ . . 

fisqftnt {„*• - ™ pnwM At •tiww M tinniM*, laaieti naa 

ossonu £itQ,ic8<biJ,Gs isti, immftifij, i i f *% ■« *** #* 

quiosm J 11 . ii0499 «*. »J M9 . 29899, at mlorw 

ot */ll -SiOl®© *» 54«i»©ai»8«tl(MJ 

3’- 7*. 18 . 19(11 . 220499 + 89 • « A4a2»8i>84(KMt 

^rdeleadm.^^*^”* R - 8U • im, Ummalmm hoc par XXXI? 


106-107] 
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XXXVII. 


XLIII. 


XLV. 


XLVIL 


XLIX. 


LI. 


LV. 


|3L5-7-11.29 

13^5-31 -89') 

xxxvin. 

f2.5. 23.29. 673 

I2. 5. 7. 60659 

|2-5-7.19.107 

12-5-47.359 

XL. 

[2® -11. 163. 191 
i2*. 31. 11807 

f3‘'-7-13-23-ll-19-367 

13L7-13-23-79-1103 

XLII. 1 

'3®. 5.23.11. 19. 367 
.3®. 5. 23. 79. 1103 

1 2® -11. 59. 173 

1 2®. 47 -2609®) 

XLIV. 

[2®. 11.23-2543 
[2®. 383-1907 

|2®. 11.23.1871 

1 2®. 467. 1151 

XLYI. - 

[2®. 11-23.1619 
,2®. 647- 719 

|2®. 11. 29. 239 
l2®.191.449 

XLvni. j 

f2®.29. 47-59 
i2®. 17. 4799 

j 2*. 17. 167- 13679 

12*. 809.. 51071 

L. 

[2*. 23 -47 -9767 
[2*. 1583- 7103 

(2®. 5. 13. 1187 
[2®. 43. 2267 

LH. 

[3®-7. 13. 5-17-1187 
[3®. 7. 13-131-971 

fS®. 7®. 13. .53. 11. 211 
l3“. 7®. 13.53.2543 

LIV. 

[3®-5®-ll. 59-179 

1 3®. 5®-17. 19-369 

[3®. 5. 17. 23 -397 
[3®. 5. 7.21491 

LVI. 1 

3*. 7 -11®. 19 -47 -7019 
3*. 7. 11®. 19-389-863 


1) la editione priucipe (atque etiaia in Gowm&nt. arithtn.') legitui* 3^ • 5 • 7 • 11 ■ 89 et 
3^‘0'31- 89.^ Hi autem numeri non sunt amioabiles. Est quidena /V • 11 • 29 = 2880 == /Sl • ,89 
at valores /s*. 5 ./v ■ 11 • 29 « 691200 et 3'>. 6 (7 • 11 ■ 29 + 31 • 89) = 673920 inter se’ 
discrepant. Ex aequatione autem ;e?(7 • 11 » 29 + 31 • 89) J a -Jl . li . 29 seu 

invenitur 0 «« 3^» 6. F, E, 

2) In editione principe (atque etiam in Comment ariiJm) legitur 57 loco 47. Hoc autem 
par XLIII est idem atque par XXVIII tabulae p, 61, Falsum numerum 67 tjpograpbico tantum 
errore ortum esse manifestum est, P. fi. 


gl* 
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DK N0MERI8 AMfOAftllJIlUH 


[107 


LYII 


3*- 7 -IT -19 •53 •(595!) 
3*-7-ll®-19.179-2{)B7 


iVUI* I . 

13* -7’. l3. l9*3K-i.K(;;i 


8^7*. 13. 19. .53. 3959 
8 ®. 7 *. 18 .iy.I 79 . 2 «W 


His adiicere lubet‘) duo paria soipuniiia, ijuao Bunt formao tiiveima a 
praecedentibuS; 


j2». 19-41 |2*.4i.4«7 

l^'-iee " ' r/'-iy-m 


1) Adiicere autem lubet etiam paria VIH ct IX. tma# ijivt'diimlttr in tabula p fii un- non 
^ f Oommeutatioiiis. Hwlttmt rniu. ml !,««• duu Ilia .,u*t«„r. 4unn.«. mentia- 
nem facit P. H. Puss in Prooemio OammerU. luithm. ip. XXVI wt bXXXI), ,,mn par XtU iUius 
tabulae non valet et par XXVIII coiigmit cum pad XUH tminis tnbuliut 
In summa igitur Eunimm tribus imrilnm nunn-ronun Hnurabi!,,,,,, 
adiecit, siquidem error nota 1 p. 16l correctus typograpbi «itwtttiwiiatt« iit. R H. 






OBSBRVATIONES ANALYTICAB VABIAB 
DB COMBINATIONIBTJS*) 


Commentatxo 158 iadicis Enesteobmiani 

Commeutax-ii academiae scientiarum Petropolitaaae IS (1741/3), 1751, p. 64 — 93 


1 . Proposita nobis sit series quantitatum quarumcunqne sive finita sive 
in infinitum excurrens baec 

a, b, c, d, e, f; g, h etc., 

quae litterae denotent quantitates quascunque sive inter se aequales sive in- 
aequales. Interim tamen quantitates, quae diversis litteris indicantur, inter 
se inaequales vocabo, etiamsi in exemplis earum loco numeros aequales sub- 
stituere liceat. 

2 . Nunc primo ex his quantitatibus formentur potestatibus sumendis 
novae series, quarum summae designentur litteris maiusculis A, JB, G, JO etc., 
ut sequitur; sit scilicet: 

A = ch — b ^ "t" c H" d — b ® "t" 6tc. , 

J? ^ 4. c® + + e® + etc. , 

G= 4 i!,» 4 c*’ + d!® + + etc., 

D = of' -j“ b^ 4 "f" d^ ^ ~t“ 6 tc. , 

== 4 6® 4 c® 4 + <3® 4 etc. 

etc., 

1 ) Vide etiam Commentationes 191 et 394 in hoc vol. 2 et in vol. 3 contentas nec non 
L. EuiiBri IntroducUonem in analysi/n infiniton<m, Lausannae 1748, 1. 1 cap. XVI; Leonbarbi Eulmri 
O pera omnia, series I, vol. 8. E. R. 
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OBSERVATIONES ANALYTIGAE VAHIAE HE C'uMHINA'I'IONJUnH 


l«'l (i(i 


quae series singulae erunt intmitao, si mtmerus (}U!Uilihitujii «. //, 
assumtarum fuerit infinitus; sin aufcem nunMU’iis hariim «j«Hntit4i.liun sit; tinitus 
ac determinatus, puta = n, tuni singuliie istne st'ritis t^itiiinin tormimos koui" 
plectentur. 


3. Deinde aequenti modo ex quantitaiitnis aMHinntiB «. A, f, 4 efe. 
ductis inaequalium sumendia forinentur «erit*a, {‘riiiiu stdlicei enlligantur 
quantitates singulae, turn facta ex bituK infi«w[tiulilni«. tcrfio ex tamis in- 
aequalibus, quarto ex quatemis inaeiiualibus, efc ifa ptirro; ut 4 |tui bae aeries 
litteris graecis a, y, ^ etc. indicentur, ul atHjiut.ur; 

+ acl + ae 4" + ©te. , 

y ■« Oibc 4” (ibd “{*• aft& -f> bed 4* ate,, 

S mm ahed 4" ubce + bede 4 et-t*. » 
e — abode 4- etc. 

etc.; 

quae series, si quantitatum^ assumtarutn a, b, c, d ete. minierui fuerit infinites, 
noil soliiin omnas in infinitum axcurrauti nf 4 iyu ipHuriim hoc 

mo 0 . oimandarum numerua erit infinitus, tiuudsi aut^un nunmrus quanti- 
a urn, o, , c, d etc. fuerit flnitus, pute «• w, tutu sc»ritia « contiiiebit h ter- 
minos, secunda series /2f constabit ox tenuinb, Uwlmym 

terminis, quaita ^ ex ^ i^.V. 8 . 4 ” tonnitiis, ut ite putnt, tlonoc tandem 

^ seriem pervematur ex uuico teiinino constantem, quiun MtiqumiteH omnes 
nescen emimis omnino earentes. Porspicuum aut^un «»Ht serierum, quae 
tflrm?!! ^ generantur, uumerum fore earnmqm* ultimani unico couatare 
, qm SI pro uctum ex omnibus quaiititetilnw assumtis a, c, 0 etc. 

tantum autem Me producta ox qimutitetibus inaequalibus 

tatibus in m*nR™ 4 ^ usque series expositas formavimus, tte, iistlora quaiiti- 

ductorum ot 6®^ poterit, repotandis nanctecomur novas pro- 

aequales non urn'^+^' temis, quatomk ok, soritts, in quibus fatitores 

aequales non ut ante excludantur; hae sorios ita so baboLnt: 


66—67] OBSERVATIONES ANALYTICAE VARIAE DE ‘COMBUSTATIONIBIJS 
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St — a etc . , 

S3 — a* -f- (i6 -}- 6* -|- ® c + -j- H~ ©tc., 

^ = a® _|_ _j_ _j_ 0 , 1)0 + etc., 

® = a* -t- «’& + -]- + abed + etc. , 

— o'* + a*b + ft’J* + a’&c 4- o,^bcd + etc. 


etc.; 

in his nempe seriebus omnes continentur quantitates, quae per multiplica- 
tionem ex quantitatibus assumtis a, b, c, d etc. product possunt. Ceterum 
notandum est, si numerus quantitatum a, b, c, d etc. fuerit finitus = n, turn 
seriem primam 81 esse habituram n terminos; secunda autem 95 habebit 
terminos, tertia (S habebit terminos, quarta % vero 

terminos, et ita porro. 

5. Tres hi serierum, quas ex quantitatibus assumtis a, b, c, d etc. triplici 
modo composuimus, ordines multifariam inter se connectuntur, ita ut uno 
serierum. ordine cognito bini reliqui ordines inde possint determinari. Atque 
in hoc negotio ad connexionis legem et rationem. investigandam observatio 
atque inductio plurimum adhiberi solet; hoeque pacto primum quidem cer- 
tissime constat esse At ==> o = 81 ac de reliquis compertum est esse 

a = A, 

^ ccA — B 


^A — ccB ^ 

r — - — 3 ’ 

^ yA — ^B + ccG — jD 

d A yB -\“ ^0 — ttJD B 

_ 


etc. 
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I’* * * i-* ^ ■' ?■ ^ M in . \ I i « I '^S 1 1 1 i : 


item 


§1 *™ ji j 

33 


H 


praetereaque 


2 ‘ 

S0^ + IIt + ^' 

3 ' ’ 

e^+SB+af f li 

4 

®^ + (£BH.Sf'+iB I A’ 
5 

etc. 


31 “* Uj 

® all; — j6l§3 4* fit — <t, 

*" «2) — 4- y© — ff SI -f. ^ 

etc. 

S^ota-nnftr™ ""•''™'® “Ii'i«™n.iu« diL»»i8 di 

fimn potemnt summu eeneram, quM in duabm reliquin nUnwibus ,-,,mtm™iu: 

“b Sbrt ‘”''7'“™™ indnrtiu,K.n, »..rita» i.Uu« ,„„tu,«, rda 

expediet aeouenti roa^iH de voritnU' luiiUH ik'xuh ccmvinnimui 

tontf nSj K ? ““ nimul alia 

viam aperit Aammi™ '*•1 ° 7”^”' '''‘l"d.io non tarn facil 

viam apent AaBrunlis aotot pro libitn quarrUtatibuB 

6, c, d, e etc. 

tanc expressionem serieb’aa supra rnemamtii contemplemui 
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cuius singuli termini iu progressiones geometricas resoluti more solito dabunt 

P= + ^!(a+&+c+d;+e+ etc.) 

-f- etc.) 

+ _p + e* + etc.) 

H- + 6* + c" + + e"- + etc.) 

etc., 

(juae series omnes in prima classe continentur. Quare si earum loco summae 
sixpra (§ 2) positae scribantur, fiet 

P = + (7 ^*' 4- 4- etc., 

cuius idcirco seriei summa erit, uti sumsimus, 


ag . 

^'—a0 r 


4- etc. 


Simili autem modo si fuerit 


a0 ,1)0 I c0 d0 . , 

4. 4- 4. etc., 


erit per series primae classis 


Q^A0 — B0^-{- — 1)0* + - etc. 


7. Consideremus porro banc expressionem 

P = (1 4" tt^i)(l 4" &^)(1 4" ~l~ d^(X 4" etc. j 

cuius factores si actu in se multiplicentur ac termini secundum exponentes 
ipsius 0 disponantur, fiet coefficiens ipsius 0 aequalis summae quantitatum 
assumtarum a, h, c, d etc. Coefficiens ipsius 0^ erit aggregatum omnium pro- 
ductorum ex binis inaequalibus, coefficiens ipsius 0^ erit aggregatum omnium 
productorum ex ternis inaequalibus, et ita porro; ex quibus sequitur fore 

p 1= 1 4- CC0 “I- H" d 0 * -|- 4" etc. 

secundum definitiones supra (§ 3) datas. 
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Quodsi autem ponatur 

S=(l — ad){i — h£)(\ — f^)(l - f4 

erit faciendo tantum ^ negative 

igeoa 1 a^f -j- _ y/ 4- 4* t'te. 

8 . Ut aeries hae li et S cum itmocedeutilniH P nt, fottiparuntur no. 
tandum est esse , - 



Zi?~Z(l + a^i) 4 -^(l .{ f. f/;) j, , 4 ..^ 

unde sumendis differentialibus erit 

djR ® _L L ^ rf 

M0 1 4 w •+■ 1 4 &*, + t + 4 j I ok., 

quae per 3 multiphcata dat illara ipsarn oxprcwaiotimn, {iimm atipra g 
viraus, ita ut sit * ^ 


voca- 


Q 


Simili autem mode erit 


Mdlt 

Htfe' 


Mr 

'■■i 

I 

. ll. 


unde habebitur 


dS 

Wg' 


l-~ag 'i «- 6 s 1 


■edS 


€M 


etc. 


am 


9. Cum nunc sit 

erit 1 + 4 * + ^#* 4 . ate. 


ideoque 


gdE 


mm ag~\- 2 4 Sj/f* 4 4 #i* 4 •’’>«/ 4 ate. 

Q’^A0-~b^+ Cf*~,i)s*4 

« 1 4 4 tfs* 4 4 fite. 
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At ex aequalitate harum expressioniiin sequuntur sequentes relationes inter 
litteras A, B, G, B etc. et a, y, d, b etc. 

A = a, 

ccA— J5 = 2/?, 

/SA-aB-i- G=3y, 
yA~i3B+aO— D = 4(?, 
if A — yB “f- /3 C — ccB -f- JEJ = 5e 
etc. 

Simili vero mode ex altera aequatione sequitur 

Pr==Az^Bz^A- + B^+ + etc. 

__ a0~2^0^ + 3^8^^ — Sfi/’ — etc. 

i — a 0 -^ p 0 ^ — + -j- etc. ’ 

quae pariter easdem praebet determinatioues, quas supra (§ 5) tradidimus. 


10. Praeterea autem ex aequatione = consequimur integrando 


di^ 


IB,. Quoniam vero est ^ == — 4- (7.?’ — D/ + etc., erit 


jQd0 


. B0\ DA , . 

A 0 — y 4- -g + etc., 


cuius seriei valor itaque exprimet logarithmum huius seriei 

B = 1 4” 4" “1“ 4" ^ A etc. 

Quemadnaodum igitur est 

Z(1 4" 4" yA 4” etc.) *= A 0 — — BA -j — ^ (7^** — — B^^ 4“ etc., 

Ji O 4c 

ita etiam ex aequatione erit 

1(1 — a0 PA — yz^ 4- etc.) = — — “ Bz^ — -i GA — 4 Bz*" — etc. 


2 3 

LiBowHAitpi Eulbri opera omnia I* Commenfcationee arithmeticae 


2? 
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7(1-71 


Quare si h scribatur pro numero, cuius logarithimis hjporholicuH ust 


habebitur 


et 


1 •-(“ -I- *4“ 4” *4 mm I 




1 — cc^ 4* (h^ — f / + i/ ™ ate* — k 


■4*w|a#.^ Hi* . 


11. Notatu praeterea dignae smifc ospriKSHirmoH hariim U oi. ,S* recr 
procae, nempe ^ et ^ . Est vero 


1 ^ 1 
S “ (1 -aii)(t - bs){l - Mi(i -- ({$) ’ 

ad cuins fractionis valorem per seriem, cuitiB t»rtnif»i Hocuudum pote-statos 
ipsras ^ progrediantur, exprimeriduin, perflpiinitiiu ukI. in mo invicom multipli- 
cari oportere cunctas has progressionas gfwimotricas 


1 , 

— 1 + 4- +• etc., 

1 -eg *“ 1 + 4- c*#* -f c*/ 4- c*i* 4- etc., 

1 

1 4* 4 4' 4“ otc. 


termmum 1 coefflcioim ip»tua ^ arit aumn 

ex biniq Timi A /.• ipsitia arit aunima factoru 

/ erit sumwin f ^ fl-c ores aequaUw in audam facto, cooffictmw ipaii 

sunra fS H ^mis, et ita porro, jjuaH pmductoruni aurami 

Z lie li w"' St. «. daaignavimu 

am itaque htteris mtroductis habebimua 


j — 1 4 - 8 [^ 4 . ^ ^ 

atque simili mode valorem ipsius M tractendo erit 

I « 1 -- 2 ti 4 . S 8 i* (S / 4 3 )^ 
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12. Hae ergo series reciprocae snnt earum, quas supra sub litteris i? et 
S (§ 7) protulimus. Atque hanc ob causam erit 


1 — (1 + ^ + etc.)(l — 58 — (S)/ + + etc.) 

pariterque 

1 = (1 - + d 2 ^ — etc.)(l + + etc.) . 

Ex utraque autem sequitur una eademque relatio inter valores litterarum 
2t, 58, (S, % etc. et a, /?, j/, d etc.; erit scilicet 

31 — a — 0, 

58 — ccjl + /? == 0, 

(S — ci:58+/5St — f = 0, 

® — aS^-|-/^S5 — ^21 + d = 0 
etc., 

quam eandem relationem iam supra (§ 5) tradidimus. 


13. Quodsi ponamus = T et == F, ut sit 


et 

erit 


hiucque fiet 


Quare cum. sit 


et 


T = 1 - 21^ + 58^^ - (£/ + ® - etc. 
F = 1 -|- 2t^^ "|~ 58^^ “1~ “l~ "4" etc., 

dR dT , dS dV 

"1“ "” "¥ “F “ r 


__ 0dV 
Vie 


et 


Q 


gdT 

TTs' 


2dV 

SSK 

dg 

gdT 

de 


^2 -f- 258i®* "f" 3(£^!^ -}” -|- etc. 

= 2C£( — 258^^ + — 43)/ + etc.. 


babebimus loco P eb Q valores debitos ex § 6 scribendo has aequationes 

22* 
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et 


+ 00^ + +• 6tc. « 


f 43 )j‘ f Ptr. 

1 + i (S^» I }, ,4,.. 


1 -SljSt 4' S#» (5 j* f ^g* .. ptc. 

ex quibus eadem sequitur relatio inter littenm A, B, O, 1) ot.c, et \>t, S, ^ 
® etc., quam supra (§ 5) dedimiis. Pirit scilicet 


2t « A, 

2S»«SfA(~[“ B, 

3 (S =a ® ^ 5 *i“ t/, 

43)« @;^4.§3B4.i(;+ 14 , 

5 ® •« -j- ^B 4- StJ-f- If ii 4. B 

etc. 


14. Ex aequationibns § 12 datis sequitur fort 

1(1 + + /i0» 4^/4. etc.) »- ~ 1(1 K# 4 ® 4 etc.) 

«(1 - 4 - j,# 4 etc.) « - f(i 4 4 . 4 (j/ 

His igitur ad § 10 accommodatis eiit 

!(1 - a< + »«*-€.- + etc.) A^+ i - [ CV + J i,A ... etc. 

*(1 + a« + 0^ + 6^ + etc.) _ . 1 , + ^ 1 ^ 

Hincque aumto h pro numero, cuioa logarithmue — 1, erit 

1 — Sf^i 4 __ (jift 4 etc. — 

1 4 |f^( 4 4 (5:^4 ^ ^-t»+| 1 1 0 »» ■*. I »((« + tj®. 


atque 
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15. Si iam litterae JR &t S retineant valores supra assumtos (§ 7), erit 

1 + oc^ + + etc. = E, 

1 — %e-\- ® — etc. = 4 

-ti 

et 

1 — az-{- — etc. = 8, 

1 + + 33 ® + etc. = • 

Ex quibus deducuntur sequentia consectaria 

1 + -\- 6^ -1- etc. == 

M 

ccz “1- Y^ H" “i" etc. = — ~ — > 


1 “H 33^* "|- "f" 4“ etc. — 2RS ’ 

^Iz + (S/ + + etc. = 

hiucque colligitur ista proportio 

1 + jS/ + d/ 4- 4- etc. ; az 4- y^^ + 4- n^'’ 4- etc. 

=» 1 4- 33;s' + ® / 4- + etc. ; %z 4- + (£.«“ 4- 4- etc. 


Cum praeterea sit 


erit 


E — 1 *= ciz 4~ 4“ y 4” d^"* 4" etc., 

1 — »»= ^z — ' 33^^ 4” 4" etc., 

ccz H- /3/2* + yz!^ -{■ Sz^ -\- etc. 
j_i ^ + + etc. 


similique modo propter 


1 — /S' = ciz — (Jz^ 4" y^^ — 4~ etc., 

4 __ 1 = + 35/ + e/ -I- 25/ + etc. 

p 

,, uZ — (iz'^ -j- y/ ~_d / + ^ 

^ q. q: 
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16. Deinde vero si ut supra (| 6) pouaiiiHH 

P =» + 0^ + ilp 4- (»tc. , 

Q^A^ — Bg^ 4- C'/ — Ih* 4 uk*. , 

erit ex paragxapho 9 

a8-\- 2^g^ 4" 4“ 4{)*p I' t‘tr. **- (^1 B, 

ccg 2/5^* 4“ 4{fp 4‘ t'k', ps 

similique mode ex pa^agra^ho 13 liababitiir 

*4” 2^^ 4* y 4" "-f- nt-i!, 

51^ 3(S^ 4' 4 . 

Ex qmbaa sequanti., corollaria facile derivantur: 


-Ik. * im 


,V 

a 

it 


J.g + 2ie^ + Og^ 4- Pk^ + etc. 
agf 2 /3^8 4- 3 )/«“ +. 4(!iy 4- otc. 

+ «‘”- " C.18.M «V - 4 

Pro Uttem igitur It et A' habemue quintuplicm volurea liu» 

P « 1 4" «« + /&#* 4- 4. ^ 

§t#— S8#»4.g4,*_^^^, I 

M *. 3y*® f + «t,., 

M am "" Pi* 4- eks. 

««- 3 S9<(*4. 8 4 3)1* 4 Bto. * 

quinque valorum ^multipH^f 

possunt, quas terni litterarum nostrar^^ 'T*” plurirnao propri<*takf« elici 

«; A r, (J etc., SI, S5, K, a) etc., mter se^ktart 

iuc supersederaus. oanant, quibuB autom ovolvendis 


^ Ag i fVq Hj* f fti’. 
f *JI|U»4 3UP i iVg*i. eh*. 

Ag^/U^,} rg^. /jji f 
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17. His, quae latissime patent, praemissis atque expositis ad magis 
particularia descendamus ac prime quidem pro serie litterarum a, h, c, d etc. 
accipiatur progressio geometrica infinita haec 

n, n\ w®, n\ w®, w® etc.; 

qua in formulas superiores successive introducta habebimus: 

A = n -p + # 4- w® 4- etc. == — — — , 

1 — n 

B — n''' n® 4" + ©tc. = — , 

l — nn 

C' = W® 4- M® + w.® + 4- etc. = — , 

J) = n*' 4- w® + otc. = — 

1 — 

etc. 


lam ex § 6 duplices pro litteris P et Q nanciscimur valores, qui erunt 
B -= , + ^ ^ -h 4- T--V + etc. , 

l~ng l—n^e ' l—tfg l — n*^g ‘ ’ 

0 _ 4 . . I I . I etc 

^ 1 + ng^ 1+w®^ + 1+nH + 1+n^g + 

Mncque ex inventis litterarum A, B, 0, D etc. valoribus nascentur M alteri 
P == . .Pf .... + 4 - -Jtl- + 4 - etc 

^ l_„-r i_# ^ 1 _# -r 

^ ng n^g^ I w®/ n^^g^ ^ 

^ ” I- « ■“ 1 - w w 1-M» ~ 1 - w®- ® 


18. Ex paragrapho porro 7 habebimus pro B, et' 8 sequentes expressiones 
P — (1 4- ng){l 4- w®«:)(l + n^z)(). 4- etc., 

„ (1 _ ng) (1 — n^g ) (1 — n^g ) (1 — iBg) etc., 

qui factores actu in se multiplicati et producta secundum dimensiones ipsius 
z ordinata praebebunt pro B et 8 has series 

4“ cLg “f" etc., 

8^l-ag + ^g‘--Y^ + ^^~ 
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ubi littsrae a, j'l ^ Qx soi'iB tissunito w, it , n , n \ ii’ etc. 

ita determinabuntur, ut sit: 

I. a= sammae singalorum tenainoram; untie erit 

^ ^ 4 - «« + «* + -f- etc., 

quae est ipsa progressio geometrica }isaumt4t, in tpta iimu'viK pnlamtuH ipaius 
n occurrit atque coefficientem habet + 1* 

II. /?=> summae factorura ex binis terminia; undo erit 

= n® + «* + 2»'* + + d»* 4* 4* 4n‘® ■ }- <jtc., 

in qua serie post potestatem tertiam erantw aequenttw ipaiuH n poteatates 
occurrunt; quaelibet autem poteaka tetle^a occurrit., <{uotieM c‘x multiplicatione 
binorum terminorum seriei a oriri pokai tJuiu aulom nuiltipliaitio pote- 
statum Gonsistat in exponentimu additiumt, coetViciens cuiuMtimj poteatatis 
ipsius n in serie /? ostendet, quot variia uiotlia »>xponenH ipaiuH n poMait in 
duas partes inaequales distribui sou quotiea i»t4» exponena ox additione 
duorum numerorum integrorum inaequalitim produci qm»at. Btc pottwtetis 
decimae coefficiens est 4, quia 10 quatoor media in duiw partes iiiae- 

quales distribui potest, nempe 

10 •*! 1 4“ 9 , 10 *■ 8 4* 7 , 

10 2 4* d, 10 4 4* 0. 

III. summae factoram ex temia torminia aariei « iitaoqnalibus; 
unde erit 

f 4“ 4" 4" 3«* 4* 471*" 4* 0?/“ 4" 7* id* 4" 4 **'k. , 

in qua post potestatem sextam omnea BtH|uentt»8 ipaiiw « pt>t»*Ht 4 itoa occurrunt. 
Cuiuslibet autem potestatis coefftciona indicat, quot variia tnodia expenens 
distribui possit in tres partes inaequalea sou quotiea idem exptmena produci 
queat ex additione trium numerorum intt'grtirnm int.«*r «o inaotjualium. Sic 
potestas w** coefficientem habet 7, quia exponoiw 12 aopitmi inodis in tres 
partes inaequales partiri potot, uti 


OB SERVA^I O HES AtTA LYTieAlB VARiAE Re GOMBIRATIORIBES I?? 

12 = 1 + 2 + 9, 12 = 1 + 5 + 6, 

12 = 1 + 3 + 8, 12 = 2 + 3 + 7, 

12 = 1 + 4 + 7, 12 = 2 + 4 + 6, 

12 = 3 + 4 + 5. 

IV. = summae factorum ex quatuor terminis seriei a inaequalibus inter 
se; unde erit 

(J = w'® + + 2%^* + 3w^“ + + 6w^® + 9w’® + etc., 

cuius priuia potestas est quippe cuius exponens est 1 + 2 + 3 + 4 seu 

uuinerus trigonalis quartus. Sequeutium potestatum quaelibet toties adest, 
quoties eius exponens oriri potest ex additione quatuor uumerorum integrorum 
inter se inaequalium. Sic potestas sexta decima coefficieutem babet 9, 
quia 16 novem modis in quatuor partes inter se inaequales dispertiri potest, 
quae novem partitiones sunt 


16 ==1 + 2 + 3 + 10, 
16=-. 1 + 2 + 4+ 9, 
16 = 1 + 2 + 5+ 8, 
16 = 1 + 2 + 6 + 7, 
16 = 2 + J 


16 = 1 + 3+ 4 + 8, 
16 = 1 + 3 + 5 + 7, 
16 = 1 + 4 + 5 + 6, 
16 = 2 + 3 + 4-1-7, 
+ 5 ■+ 6. 


Simili modo res se babet in sequeutium litterarum e, ?, r/ etc. valoribus, qui 
ernnt 

B = w'” -I"- n^'' + 2w‘’ + 3w^“ + 5w'“ -j- 7^^®® + 10»®‘ -|- etc., 

I ^ + 2w’"’ + 3»“ + + 7w®® + 11«" + etc., 

r; = + 2w®® + 3«®' + Sw”* + 7w“ + llw“ + etc. 

etc., 

in quibus seriebus omnibus cuiusvis ipsius n potestatis coefficiens indicat, 
quot variis modis exponens ipsius n possit resolvi in tot partes inaequales, 
quota series est a principio numerata. Seu coefficiens cuiusque termini de- 
clarat, quoties exponens ipsius n oriri queat ex additione tot uumerorum 
integrorum inter se inaequabum, quota ipsa series, ex qua terminus desumitur, 

Lbonhabdi Opera omma Is Commentatioaes arithmeticae 
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est numerando a prima a. Sic in serie aoptinm entdlicitnis iK)tt‘8t.atis »« ast 
11, quia numerus 34 undecim modis distribui pot<wl, in anpttiiu pai'ins inae- 
quales, quae distributiones sunt 


34 = 1 + 2 + 

3 4* 4 

4* 

5 

+ 

{> 

4" 

IB, 

34 » 

» 1 4* 2 4" 

3 4"^ 

+ 

h 

+ 

... 

{ 

■f 

12, 

34 1 *4- 2 

8 4* 4 

+ 


+ 

H 

-f 

H, 

34 “ 1 “4* 2 

3 + 4 

+ 

b 

+ 

y 

+ 

10, 

34- 

» 1 4* 2 4“ 

3 + 4 

+ 

0 

+ 

7 

4- 

11, 

34 

® 4 *’"!*" 2 *4'* 

3 + 4 

+ 

0 

4* 

H 

4* 

10, 

34 » 

1 4”“ 2 4" 

3 4’ 4 

"}■ 

7 

-f 

S 

4' 

11, 

34 X *®|*^ ^ «w|.« 

3 *-4 fi 

+ 

« 

4* 

( 

+ 

10, 

34 

® 1 4“ 2 4** 

3 + fi ■' 

“f* 

6> 

"1" 

H 


11, 

34 — 1 -h 2 + 

4 4" 8 

+ 

1! 

4' 

7 

+ 


34 wa 1 -4* 3 4* 

4 + 6 ' 


0 


7 

+ 

a 


Atque ex his natura serierum, 
prodeunt, facile perspicitur. 


hoe pMto pro lifctoris «, y, if etc. 


19. Investigando igitur, quot variis modiw qtiletiuo nunn'ruH in partes 
inaequales numero datas disteibui possit, aeries ist 4 M» Httcn-is «, /i, tf etc. 
signatae formari poterunt, quod autem opus foret aunimoptn’o nmlestum. 
Vicissim autem ex his seriebus aliunde ctignitia el fortiialts i'»‘aolvi p{>l 0 rit 

problema hoc non iiielegans, quod mihi a Viro Uhir, MAt.’iJKo'j proptjsiluni ila 
se habet: 

Defi/nire, quot variis modis daius numerus jtrwlut'i qmttt rs addUime aliquot 
numerorum integrorum inter se inmqualmm, quorum mmetm delur. 

Sic Olariss. Propositor quaerit, quot variia modis miuterus bO oriri possit 
ex additione septem numerorum inlegroram infwu|ualium. Ad quam cjuaesla- 
onem resolvendam manifestum est in aubaidium vocari dtdn'ro seriem in 

+ 1 , epWolam a Pa. NatoiS minra (1084—1747) «4 dateiii 4, OslondM Sep* 

tembns 1740, LmmAmi Buimi Ojjera mdm HI R li 
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qua coefficieus cuiusque termini indicat, quot variis modis exponens ipsius n 
resolvi possit in 7 partes inaequales. Quare series ilia 

= + 3#' + + 11%“ + etc. 

continuari debebit usque ad terminum, in quo potestas quinquagesima ipsius 
n continetur, cuius coefficiens, qui erit 522, ostendet numerum 60 omnino 522 
modis diversis ex additione septem numerorum integrorum inter se inaequalium 
produci posse. Ex quo perspicuum est, si modus habeatur commodus et 
facilis formandi illas series a, /?, y, d etc., eo ipso problema istud Naudeantjm 
perfectissime solutum iri. 


20. Cum igitur supra (§ 5 et 9) modus traditus sit inveniendi valores 
litterarum «, /3, y, d etc. ex cognitis valoribus litterarum A, B, G, B etc., 
in praesenti negotio resolutionem facile expedire poterimus, propterea quod 
ex § 17 cognitos habemus valores A, B, G, D etc.; atque praeterea est, ut 
sequitur, 

a — A, 


n CC.^. ’ jf? 

2 ’ 

/SA-ccB+C. 

^^yA-lBfaC-J) 


^A'~~yB-j~^G — txB’j-B 


etc. 


Ex his igitur obtinebimus 


_ — , 

1— M 


2j3 == 

an 

nn 

i—n 

l^nn^ 

3/ = 

I3n 

an^ 

1—n 

1 5^ 

i 1 

4d = 

yn 


1—n 

T— n® ■ 



etc. 


23 * 
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: 80-81 


Quodsi autem loco a, (i, y etc. succossivo sulmtihiuiititr V!ilor«<8 jint^v roparti, 
prodibunt 

n 

K s»a , , 

1 — M 


«* 

Y (i — n)(l — MM.)!,! * 


etc. 


Ex his itaque intelligitui' esse in hoc caau 

ft •» j 4 .} 

AJB f 

y —• AB(', 

^ ■« ABifli, 
i ABVD E 
itc. 


21. Lex haec, qua valorea littemrufii «, i#, y, 4 iqi*. |»njjgi't*4t sunt in* 
venti, compluribus formulis evolnMs ohservatur tutisijm* veritwa nisi jut iiitiitcti* 
onem adhuc non constat. Quo Igitui* hiwT veriftw flnniuM conflrinoturj con- 
veniet eandem progressionis legem alio hhkIo jihinitwinm, in quo inductioni 
nullus locus relinquatur, oMcere, Oum ifcaqtio ««l»w jirojjoHittini sit vuJoto 
htterarum a, /?, y, d etc. indagare, quos Morliunttir in wtHo 

” 1 + + 4 i* -f 'f* * 4 *’., 

si fuerit, uti initio assumdmu®, 

Ji — (1 4- 4. tAg)(t 4. 4 f,*gj , , „ 
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notandura 6st, si loco s scribatur ng, expressionem, cui modo H erat aeq^ualis, 
mutari in hanc formam 

(1 + -4- w®^i)(l + n^g)(l 4- 

quae multiplicata per l-\-ng ipsam priorem expressionem producit. Quam- 
obrem recte concludimus, si in serie 

1 ccg j3g^ etc. 

loco g scribamus ng, nt habeamus 

1 -|- ang -f- ^n^g^ + yw^g^ + + sn^g^ 4- ©i'C-, 

hancque expressionem per 1 4- multiplicemus, turn productum, quod erit 

14’ 4- H- yn’^g^ 4* d#/ 4“ SMS'* + etc. 

' 4" 4" “h + <^w'’/’4- etc., 

aequale esse debere illi ipsi priori seriei 

1 4“ “H H” y “b d “j“ ^g^ H~ etc. 

Quodsi ergo actu coefficientes terminorum homologorum coaequemus, nancis- 
cemur sequentes pro a, /3, y etc. determinationes 


n n 


a — 

i — n 

8S5SS ■ » 

1 - 

- 




an® 





P = 

i~n® 


-n)(i' 

-n»)’ 



/3n» 



n* 


y^ 

f— n* 

“ (1 - 

-n)(l 

~n®)(i 

— n”) ’ 

A = 

yn^ 



n« 


(/ 

i 1 

“ (i: 

-n)(l- 






etc. 




22. Hoc igitur modo invenimus summas serierum illarum cc, (3, y, S etc. 
satis commode expressas, ex quibus vicissim ipsae iUae series formari poterunt. 
Nam cum illae series secundnm potestates ipsius n progrediantur, eae prodire 
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debebunt, si istae expressiones auTOimirum ptT diviaittiunu moro cunauoto 
evolvantur atque in series infinitas sccimtium iKit-t’siaic'H ipHiuH « pnxuHlentea 
convertantur. Quae operatio cum divinione abaolvui iir, iuatuf(wtuin t'Ht omiies 
illas series a , ./?, y, d etc. ad id genua poriinern. notnitio Hiuderum re- 

currentium indicari solet; atque adeo quilibet t^Tiniiiua t'x iiliqinit pmtxjeden- 
tibus determinabitur. Ut auteni patfsat, tpmnicHhi in Hingnlia bin soriebus 
quisque terminus ex praecedentibus sit f()nnandu.a, tlciuiituinitureH illarum m- 
pressionum pro litteris a, (S, y, d etc. inventarurn per tmtUipltriititnuun actu 
evolvi debent, quo facto habebitur 


a ■■ 


i-n’ 


/J-r. 




-n— + n' 


¥¥ 

^ 1 — M — + W**"” w*’ 

d = : - 


«10 




1 — w — w* + + »® 4 . n’^ — 'fl* 


«** {'»** 4 »** -«**' 


- «*' 

1-w— »*-f + t h’* '1 »» 


Atque ex Ms denominatoribus intelligjfcnr, litKtitunbi in ninguliB aeriebus 
quisque terminus ex praecedentibus componi dehnat, »i prnwnpta, quati de 
formatione senerum recurrentium habentur, in subsidinni vnwntur. 

©xpressionum pro lifcterii «, pi y d inventenma, 
qua quaelibet est productum ex praacedente in navnin qnempiam bmtomm; 

uci ur^ mo .us satis, idoneua m i|iia?ig gmii* iiiiti iuvnutii ee- 

uen em mvemen 1. Sic, cum series « ^ ^ nil, pn>gn*B«it» gncnnetrica 

a « n + n* + »* 4. # 4. .p ,p 

per banc si ea mulMpMcetur per ® val ai rnoltipHcetur 

per banc progressionem geometrieam 

# + + »* + »*® + n'* + n** 4 i»t«. 
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Ex serie porro j3 hoc pacto inventa, si ea multiphcetur per 

+ w® + w® -j- 4- etc., 

prodxicetur series j'. Haecque multiplicata per 

i __ + w®® 4- 4- etc. 

producet serieiu d. Atque ita porro seriem cuiusque ordinis multiplicando 
per certam quandam progressionem geometricam reperietur series sequens. 
Hocque pacto non difficulter has series, quousque libuerit, continuare licebit; 
atque sic problema supra memoratum a Clar. Naudeo proposituin resolvetur. 


24. Facilius autem quaelibet series ex se ipsa ope praecedentis poterit 
continuari, si ad modum respiciamus , quo valor cuiusque litterarum a, /?, y, 
etc. ex praecedente determinatur. Sic, cum sit == erit I3=l3nn+ann; 

quare si ad seriem jS per nn multiplicatam addatur series a per nn multi- 
plicata, ipsa series /3 oriri debebit. Cum igitur constet seriei jS primum ter- 
minum esse ponamus 

/? == aw® 4- 4- cw® 4' 4- ew’ 4- 4- etc. 

eritque 

_|- an® 4 - 6 ^® -|- zn’’ 4 - bn® 4 - en® 4- etc., 
an® w® 4^ w'"' + + etc. 


Aequatis iam terminis propter /9 => /?nn 4- habebimus 

a**!) e = c-4-l'“3, 

b=-l, f=b + l = 3, 

c = a4-l»=2, g==e-|-l = 4, 

b = !54"l““2, Il = j'4’l ““ ^ 

etc. 


Simili modo, cum sit y == seu / = yn^ + ex serie § formabitur 
series y atque porro ex serie y ope aequationis d — dn*’ yn* producetur 
series d; pariterque sequentes omnes conficientur. 
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25. Qiioniam in expressione 

' JR =• 1 “j” (xz “f* (i^ “j" y ^ ”1“ ^ -f'’ t4’(*, 

valores litterarum a, y, S etc. invenimue Bitc|UO 

jB =3 ^1 -|- n^(\ -j- “f" "1" , 

convertetur productum hoc ox infinitis factoribua con.Biaij.s 
(1 + n8){i + 4- -j- nh) . . , 

in seriem hanc secundum potestates ipsius z prorodeirtom 

_L _L , X 

1 - (1 - «)(1 - M>) "'“(I _ n ) (1 - M»)(1 - M*J ( 1 - n)i S - I I +«tc. 
Atque summae hums seriei logarithnms hyperlioliciis ©x 1 10 prit 

^ i-n 2(1 -n») 8(1 - »*) 4(1- m*) 

Vel si /c scribatur pro numero, cuius logaritIunuB — I , frit 


4 . , «*** «•»* 


seu ista expressio exponentialis ast aequalis aumiwiio 
valorem ipsius JS transmutavimus. 


wortci, in quam 


26. Verum ut ad propositum problema ravertemur, quo tielinitmdum sit, 
HA Af ^ is datus numerus m partiri queafc in // piirti’S inaoqualos intfu 


se et integras, indicemus hunc modorum 
modi scriptione 


numeniin, quam qunfrimuH, huius- 


m por «!- 

hanc nartiiim r. ^ humeria mtegria inter hii inmtqualilma; attjuB ad 

omittetar .T taotandam aupm liMemm i niliunaimua. .laae 

dates mmema^m T Mmero mo.lorum invoniiimlo, quibus 

queat Ouod r.rchi™^° ^ partes tarn aaqunlrs fjiiam inanqualna diatribui 
qaeat. Qnod probW postea pari facilitate aolulum arhibabitur. 
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27. Iste ergo modorum numerns erit coefflciens potestatis in ilia 
serierum a, y, S, e etc., quae a prima a numerata in ordine est tota, quot 
fj, continet unitates. Hnius seriei sumina est 

n ^ * 2 

(1 — n) (1 «8) (1 _ ^4) . . . (1 __ 

ideoque seriei, quae ex liac forma nascitur, terminus generalis est 
Seriei autem, quae nascitur ex hac forma 

W ^ ^ 

(1 — w) (i — n^) (1 — > 

terminus generalis erit = ^ sen pro eadem ipsius n potestate erit 

terminus generalis = {m + Subtrahatur prior expressio a posteriore 

atque residuae expressionis 

n ^ 

(i — w)’(l — «^) (l — n®) (1 — n*) • • • (i — n^-^) 

terminus generalis erit + h^ius autem eiusdem seriei 

terminus generalis est quocirca habebimus 

unde banc adipiscimur regulam, ut sit 

(in 4- 

cuius ope, si constiterit, quot variis modis numerus m distribui possit cum in 
fA partes turn in fj, — 1 partes inaequales, hos binos modorum numeros ad- 
dendo reperietur, quot variis modis numerus maior m 4- /a distribui possit in 
(A partes inaequales. Atque ita resolutio casuum difficiliorum ad simpliciores 
reducitur atque tandem ad simplicissimos per se notes; qnippe constat, si 
fuerit m < + turn fore = 0, et si fuerit m = turn erit = 1. 

28. Cum formula sit terminus generalis huius expressionis 

n ^ 

(1 — n) (i — n®) (I — w®) • • • (i — ^ 

LgQKHAjiDi EuxiBRi Opera omnia Is Oommentationes atithmeticao 


24 
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videamus, qualem seriem praebeat ista expressio 

1 

(i — w)(i — '»’)(!' —w®) p' I * 

si evolvatur atque secundum dimensiones ipius n dispoimtm*. Ponatmis uutem 
prodire banc seriem 


1 4- + sn* -I” + etc.*). 


ex cuius generatione perspicitur coefflcifmtem {.uuuhijuc potoaPitia ipaiua n 
monstrare, quot variis modis exponens ipsius n jxir atlditioiu'm produtd tamat 
ex Ms datis numeris ^ 


1, 2, 3, 4, 


6 , 




Mcque nec certus partium numerus praescriliitur, ax (|uibiiK rampoiiaiur, nec 
ista conditio ponitur, ut partes sint into sa itiaaqtinlaH. liana iPnam ah* 
+ indicabit, quot variis omtiino madia numarua 

— P®r additionem produci queat ex numeriB I, 2, 4, 5, , . . 8ic 

SI quaeratur, quot variis modis numerus f)0 diatrihui posait in 7 partes in- 
aequales, propter }n«50 et quaostio 00 roducitiir. ut investigotur, quot 
varus modis numerus 50-28 seu 22 oriri qmmt per additi.mma ox his 

sep em numeris 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Hoc ergo pacto duplicia generia qimestitmea 
una eademque opera resolvuntur. 


arum V h ^ 1‘tter 

assnmsimn« 'n tHAnitan 

. : postulat, ut etiam in valores terfcii ordinis t, 58, ® 

@ etc inquiramus Adhibuimus autem haa litteras % 5D etc. in seriebui 
valonbus et j aequalibus; sumaimua enim supra (§ 11) osao 


I - 1 + + 58«’ + 4 . + f / , 4 . etc. 

et 

5 °™^ ®^(4’83^’ 4" — @j* -p etc. 


1) Editio princeps: 1 4 ««4-|3«®4 + «< + #4.,^ 


i\ li. 
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obtinentibus B et 8 valores primum assumtos, quibus erat 

= (1 + ni)[l + n\)(\ -f -]_ n*‘s) etc., 

6 = (1 n^)(l __ 0 ^(._ 

Intelligitur autem hinc seriem | = 1 + St^ + 35^’+ ©/+ ®/ + etc. oriri, si 
iiinumerabiles istae progreSsiones geometricae in se invicem multiplicentur 

1- ne “ 1 + / 4 - # + etc., 

1 

t-n^g ■= 1 + nh + -f / _j_ ^8 ^ 

1 

1 __ =. 1 -|- + »» ^i 8 _j_ ^13^ _|_ 0 ^ 3 g_^ 

l — n *0 1 + + etc. 

etc. 

Posito autem —e loco 0 prodit simili modo series ^ • 

30. Ex ista harum serierum generatione manifestum est esse; 

I. % n ~\- n*' -\- etc. , 

quae est progressio geometrica omnes ipsius n potestates complectens singulas 
per coefficientem + 1 multiplicatas. 

IL ^ -f* 2w° 4" Sw” + 3«'^ + 4w® + iw” 4 - stc., 

in qua coefficiens cuiusque ipsius n potestatis tot continet unitates, quot 
variis modis exponens ipsius n in duas partes sive aequales sive inaequales 
partiri potest. Sic potestatis coefficiens est 4, quia 8 quatuor modis in 2 
partes partitur 

8 mm 1 4“ 7 , 8 =® 2 4~ 0 , 8 = 3 4” 0, 8 = 4 4” 4. 

III. ® as 4- 4_ 2w® 4“ 3^® 4 - 4;^’' 4- 4 - 4- etc., 

in qua cuiusque potestatis ipsius n coefficiens tot continet unitates, quot variis 

24* 
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modis exponens ipsius n in tros partes sive aequal(^s sivt^ inaeqiuileH distribui 
potest. Sic coefficientem habet 7, quia 7 modis f) in tros partos dispertiri 
se patitur: 

9 = 1 -|- 1 -p 7, 9 =»» 1 -j~ 4 -p 4, 

9 = 1 + 2 + 6, 9«2 + 2 + r>, 

9 — ‘ 1 “p 3 9 2 '+ ""p 4^ 

9 =» 3 + 3 + 3. 

IV. 2) = + + w® + 2^” + Wn’ + + Cyfi^ + 9?/*'* + oto., 

ubi cuiusque potestatis ipsius n coefficiens tot continent unitatoa, quot variia 
modis exponens ipsius n in quatuor partes .sive aoqnalea sive inaotpialas ro- 
solvi potest. Atque similis est ratio aBqiujntiuin serierum, (juae pro litteri.s 
(S etc. reperiuntur. 

31. Harum ergo serierum ope alteram problema, (piod simul cum praece- 
dente Vir Cl. Naubeus^) mihi propoauit, resolvi potest, quod ita ao habet: 

Invenire, gmt variis modis datus numerus m partin poanU in p partes tarn 
aeqmles guam inaegmles, sive invenire, gmt variis modis datm nmm-m m per 
addxtwnem p nwnerorum integrorum sive aeguaimm sive hiaeqmimm produei gueat. 

Quod proMcma a praecedonte eo tantam dis,T..|,„t, qm«l in prancedente 

partitio ad partes tantum inter se inaequales ait restrict*, hrmc autem partes 
quoque aequales admittat. Ad numerum autem omnium modorum in hoc 
problemate quaesitum signo exprimendum utamur Imo forma 


inte J? T in ja partes 

affil r f »on exclusa; quamohrem in Higno supra 

affixo (p,) ante adnexa littera i, qua inaequalitas partium indicabatur, hie est 


CTs problematis ad formationem serierum W, S, (S, 

’ RCi ui, a supia Jam ostendimus (§ 6), quomodo harum litterarum 


1) Vide notam p. 178, 
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valores ex valoribuB littemrum «, /?, j,, etc. iam cognitis definiantur. 
Quanquam autem iste modus est generalis et ex rei natura petitus, tamen 
noil satis dilucide logem, qua hi valores progrediuntur, ob oculos ponit 
Quainobrem valores ha, rum litterarum 81, 83, ® etc. via huic casui pro- 

pria investigabo, simili ei, qua supra (§ 21) usus sum. 

Quoniam est 



S {l~ng) (1 — n^g) li — ( 1 — etc. ’ 


peispicuum est, si in hac iorma loco n scribatur ns, turn prodituram esse 
hanc formam 


1 

(1 ~ ■ 


A-d ipsam autem hanc loimam prior perducitur, si ea multiplicetur per 
l — ng. Hanc ob ram, cum assumserimus esse 


« 1 -f- 81^ -|- 83^^ -f- -|- etc., 

ponamus in hac nz loco e habebimusque 

1 + -I- H- -|- etc. 

lam priorem seriem nmltiplicemus per l — nz 


1 + + 33^“ H~ (£/ -h -f- etc. 

— vz -- %n^ — 83w^f“ — — etc. 


Quae fV)i’ma cum ilU esse dobeat aequalis, erit 


K* • - , 

i—n l—n 


83 = 
(£ , 
S)' 


81 n 
fflw 

1 -M« “ (1 _ M)(r--«*)'(f- «») ’ 

(£«. n** 

1 — ■«* *“ (i — w)(l --«*)(! — —w*) 

etc. 
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33. Hmc igitur nova percipitiir relatio inter valor(\s litterarum «( ff 
® etc. et litterarum «, jS, y, S etc., quae eo magis est notatu tligna, quo 
minus hi valores a se invicem discrepant. Collato enim § 21 intelligitur esse 


a => 2t, 

j/ n* S;, 

d 1= w® ^ j 
B « 

etc. 


S'. «. JS. » etc, onmi..„ cuu. 

« Bitm If’ V/c.' “"f"™ diecrimen in expoucntibUB ipBiuc 

tibns in aerie a i^in fi^ponentes qnoquo aequales sunt oxiKiiioii- 

eeriei /} in ene’ H e™™ * ® doficiunt al, Mpenentilraa 

ita nol lw ® “ciunt ab oxponentibus serioi v, et 

rta porro defectaa Becnndum numeros trigouales progrediuntur. 


quibuTprifa p™bw*w! docuimua ot 

Lnn“„TpoalC“te!f,r™T '’°'= P™ble.na a 

prioria. Erit nempe ” **’ ™ reducatur ad solutitmem 




et generaliter 


et vicissim 


(m + 

«, _j_ 3j(8)<^ 

gj(e( 



Quomam autem porro invenimus [§ 27] esse 


(m -j- «=! _j_ 
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erit reductioiie ad casum praesentem facta 

sen commodius 

wW = (m _ !)(''- 1), 

ex qua proprietate etiam facile series litterarmii %, 33, © etc. formabuntur, 
sicque lioc alterum problema resolvetur. 

36. Ad exempluin huius problematis quaestionem Vir Clar. affert, ut de- 
terniiuetur, quot variis iiiodis niunerus 50 in septein oinnino partes sive 
aequales sivo inaoquales dispertiri queat. Haec ergo quaestio ad prius pro- 
blema reducetur, ob ot=», 60 et si quaeratur, quot variis inodia numerus 

50-1-21 sen numerus 71 in septom partes inaequales partiri queat. Utrumque 
autem lieri potest 8946 modis diversis. Praeterea vero hie idem numerus 
8946 indicat (§ 28), quot variis modis 71 — 28 == 43 per additionem produci 
queat ex his numoris 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Atque generaliter numerus modo- 
rum quibus numerus m in ^ partes sive aequales sive inaequales resol- 
vitui’, simul ostendit, quot variis modis numerus m — - produci queat per 
additionem ex his numeris delinitis 

1, 2, 3, 4, B, ... f^. 

36. Pinem huic dissertationi faciat observatio notatu digna, quam qui- 
dem rigore geometrico dcmionstrare mihi nondum licuit. Observavi scilicet 
hoc inlinitorum factorum productum 

(1 — w)(l — «^)(1 — ■w’’)(l — w*)(l — n^) etc., 
si per multiplicationem actu evolvatur, praebere hanc seriem 

1 — _j_ ^7 __ ^15 _|^ ^SS _j_ ,^86 ^40 _j_ ^51 _j_ 

1) Haeo series, quae apud Eumeum primum hac in Oommentatione 168 (exhib. d. 6. Apr. 
1741), deinde tero etiam in huius voluminis Oorameatationibus 175, 191, 243, 244 (ubi btoIu- 
tionis demonstratio datur) neo non in EunBM IniroducUone (vide notam p. 163) invenitur, eo 
magis digna est, quae oonsideretur, quod iam exemplum praebet illarum functionum, quas centum 
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ubi eae tantam ipsius n potestates occurrunt, quarum cxpoiioiiii's coiitiiu'ntur 
bac forma Ac si {T, sifi TinTnomo irmiov + : 


bac forma^ . Ac si x sit numerus impar, potestates ipsius n, tpiae 

sunt n ^ ,^^coefficientem babent —1; si autem x sit munerus par, turn 
potestates n * coefficientem babent + 1 . 


37. Praeterea notari meretur series buius reciproca, quae t)ritur ox 
evolutions buius fractionis 

1 

(1 - ; 
prodibit scilicet ista series recui’rens 

1 + + 3»o + 5n^ + 7w“ + lln® + 15 «’ 4 . 22 »« 4 . otc... 

quippe quae per seriem superiorem 
1 — n — 4 - 4 . n'T _ jps __ ^16 ^ss 4 _ 

totroauxit et hoc tow. ““‘^7 

ft ““rctrr — “ “ - “ * - 

•of disco Lho. it alt ".trcrirT": “7 

Die Eolbksche Fomel ist Wi speTioller Pall ■ p *** 7 ™ gegrlludet wonieii. 

bow. w, 1C, 1, to izir'' zr,:"s“ '‘'“-7 

Mementairer Bewds einer merhwUrdigm amlythehm Formd ’7 -b JAOom, 

Zahlensamn, Journal f. d. reine u. angew. Mathem ^ taxo T''"* 

sammelte Werhe^ Bd. 0 p 281 Of nnnr • * ’ 1840, p. Id; O, G, J, /^rw/.v 

14. Ape. 1,42 ad dot ZZL’T^ * 

St-Piterahourg 1848, t. D p. 466 e’t «< P*y.. ixtHi/e ,m- P. u. P,m, 

BomBicK soripiit, ibid .111 1 I p 2s8 alo7«°7 *’"7!“”’ **““ d. 15. Out. 1748 ad 

Opera omnia, series III. Vide praeterea P. StIokbl Fin 7 ? -rJ' ^ 

11 1910/1, p, 220. Vide .ot.„ .aXa ZfZZT 7 
X40..™„ neHmUo^, BiUioth. Math.„, 9 ,. ,908* XX i r" 7""“' ’""',7 

&AUBS Arbeiten urn FmMionentheorie. Naohrichten v d V«‘ 

2 U Gottingen, Math.-phys. Klasse 1912 , Beiheft, p 8-10 ""/r d. Wissenscli 
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multiplica, ta producit uiiitatom. In ilia autem serie coefficiens cuiusque 
poti'statis ipsiu.s // tot continot imitates, quot variis modis exponens ipsius % 
in partes dispeitiii potest, sic 5 septem modis in partes resol vi potest, uti 

r)=--5, 5==jj_|_2, 5 = 2 + 24-1, 

5...4-4-1, 5^3 + 1 + 1, 5 = 2 + 1 + 1 + 1, 

5 = 1 + 1 + 1 + 1 + ij 


uec nuiuerus sc.il ic.et. part.ium hie praescribitur nec inaequalitas. 


JbwiMiuaiii 0|wrii Is Ciimini^ittatlwies mthmatiew 
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THBOREMATA CIRCA DIVISORBS NUMERORUM 
IN HAC FORMA paa + qbl OONTENTORUM ') 


Commontatio 164 indicia Enkhtimikmuni 

Commentarii academiae scientiarum PetropoUtanae 14 (1744/6), 1761, p. 151—181 


In sequentibus theorematis litterae a et & designant nuincros quoscmapie 
integros primos inter se sen qui praeter unitatem nullum aliuiu habeant 
divisorem communem. 


THBORKMA 1 

Nwmrorum in hac forma aa-^-hh contentorum divisor es prinU mines sunt 
vel 2 vel huivs formae 4w + 1 nvmeri. 


1) Ad haec tteoremata, quae Bulerus „maguam partem ex aola inductione conciusit'* iiiwiuu 
sine demonstratione proposuit, prime consulendae sunt Oommentationes 134, 228, 241, 242, 256, 
262, 271, 272 huius Yolumims, deinde vero praecipuo hae duae (698 ot 610 indieis KNiwiKiKMiANt): 
De imigni promotions Kcientme mmerorum, Opmmla malpiku 2, 1785, p. 275, et Noras (Irmon- 
strationes circa dimores numerorum formae ic%-\-nyy, Nova acta acad. hc. Pelrop. 1 (1783), 
1787, p. 47; Lkonsarm Euijsbi Opera omnia, series I, vol. 4. Vide autem etiam 1. L. LA<utAN(iK, 
Becherches d'arithmitigue, Nouv. m^m. de Paced, d. sc. de Berlin (1773), 1775, p. 265, ct 

(1776), 1777, p. 323; Oeuvres de LAORAms, puWi4es par les soins de M. I - A Sbhret t III 
p. 695. 

Theoremata sequentia et annotationes ad ea pertinentes eo magi.s considerari merentur, (juod 
in snmma iam continent elegantissimum illud theorema, cui 0. P. Gaush in J)wi,miiitmil>m arith- 
metwis nomen theorematis fundamentcMs dedit — „quia omnia fere, ciuae de re.siduis <iundraticis 
dici possunt, huic theoremati innituntur**. Vide notam p. 217. F. it. 


151 - 152 ] 


THEOREMATA CIRCA BlVISORES NUMeRORUM 
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THEOREMA 2 

Offifics numcfi ^riwii huius formae 4wi -f“ 1 vicissiwi in hoc nwnBTOTum foT- 
mula aa-\-'bh continentur. 


THEOREMA 3 

S/umma ergo duorum gmdratorum seu numerus Jmius formae aa + hb dividi 
nequit per ullmi numerum hums formae Am — 1. 

THEOREMA 4 

Numerorum in hac forma aa -j- contentorum diviscn’es primi omnes sunt 
vel 2 vel nmieri in hac forma Sm + 1 vel in hac 8m + 3 contenti. 


THEOREMA 5 

Omnes numeri primi in hac forma 8m + 1 vel 8m + 3 contenti vicissim sunt 
numeri huius formae aa -\-2bb. 


THEOREMA 6 

NuUus numerus huius formae aa-\-2hb dividi potest per ullum numerum 
huius formae 8 m — 1 vel huius 8 m — 3. 

THEOREMA 7 

Numerorum in hac forma aa-{-Bhh contentorum divisor es primi omnes sunt 
vel 2 vel 3 vel in una harum formularum 12m + 12m -(-7 contenti. 


THEOREMA 8 

Omnes numeri primi in alterutra harum formularum 12m + 1 vel 12m + 7 
sive in hac una 6m -f- 1 contenti simul sunt numeri huius formae aa ~\- Bbb. 

26 * 
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THUOltEMATA CIRCA DIVISORES NUMEROIUJM I 


THEOREMA 9 

Nullus numerus sive Jmius formulae 12j«. — 1 sive hdun t2w ~ 7, hoe esf 
nullus numerus Jmius formae 6w — 1, est divisor ullius numcri in Jtac forma 
aa + 36& contenti. 


THEOREMA 10 

Numerorum in Jiac forma aa + cmfenforum divisorcs primi omws siuif 
vel 2 vel 5 vel in una Jiarum 4 formarum 20^ + 1, 20wi“f-3, 20»/-|-7, 20w/.| <> 
contenti. 


THEOREMA 11 

8i fuerint numeri 20tH + l, 20m + 3, 20m + 9, 20m + 7 jwml, turn ei% 
ut sequitur: 

20m + 1 =• £«« + ''’>?;&, 2 (20m + 3) aa + 5//6, 

20m -{- 9 «=■ aa -f- 5W, 2 (20m 7) “» aa Ohh. 

THEOREMA 12 

Nullus numerus in una sequentmm formulurum cmitmtas 20 m — 1, 20w/ ' '3, 
20m — 9, 20m — 7 potest esse divisand litis numeri huius formae aa -j- Ohh. 


THEOREMA 13 

Numerorum m hoc forma aa + Ibb contentorum divisms primi omnes sunt 


I vel 7 vel in una seguentium 


sex formularum 

seu in wm lutrum trium 

28m + 1, 28m + 11, 

14m -(" 1, 

28m + 9, 28m + 15, 

14m -i- 9, 

28m -j~ 25, 28m -|- 23 

14m 4- 11 


sunt cmtentL 


153 - 154 ] 


IN HAO FORMA OONTENTORUM 
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THBOEEMA 14 

Si fuerint nunieri in istis fornmlis 14m +1, 14m 4-9, 14m 4- 11 cmtenti 
primi, turn simul in liac forma aa -{-Ihh continentur. 

THBOEEMA 15 

Nullm numerus Imim formao aa~\-lbh potest dividi per ullwn nwmermn, 
qui in una sequentiwm 

sex formularum seu Jiarwm trium 

28 w 4- 28m 6, lim +3, 

28m 4- 13, 2Bm4-17, 14m + 5, 

28m 4- 19, 28m -4 27 14m + 13 

contineafur. 

THBOEEMA 16 

Numerorum in hac forma aa + llhb contentorum omnes divisor es primi smt 
vel 2 vel 11 vel continentur in una sequenUum, 

10 formularum seu 5 formularum 

44m -4- 1, 44m -4- 3, 22m -f- 1, 

44m -j- 9, 44m 4" 27 , 22m -1-3, 

44m 4- 37 , 44m 4- 23, 22m -f 9, 

44m -f- 25, 44m -4-31, 22m-)- 5, 

44m -|- 5, 44m -)- 15 22m 4- 15. 

THBOEEMA 17 

Si fuerint mmeri in Us sive decern sive quinque formulis contenti primi, 
turn simul crunt vel ipsi vel eorum quadrupli nwmeri Jiuius formae aa 1166. 
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THEOEEMATA CIKOA DIVISOEES NUMEEORUM 


[154-155 


THEOREM! 18 

Nulhs numerus Irnius formae. an llhh potest Mvidi per uUmu numerum, 
qui contineatur in ma sequentium 

sive 10 formularum sive 5 formularum 

44m + 7, 44m + 29, 22m + 7, 

44m + 13, 44m + 35, 22m + 13, 

44m + 17, 44m + 39, 22m + 17, 

44m + 19, 44m + 41, 22m + 19, 

44m + 21, 44m + 43 22m + 21 . 

THEOREM! 19 

Nu,m-orm, m Me form, m + lUh contmtmm omnes primi mnt 

vel 2 vel 13 vel continentur in una sequentium 12 formularum 


52m + 1, 

52m + 7, 

52m + 49, 

52m + 31, 

52m + 9, 

52m + 11, 

52m + 25, 

52m + 19, 

52m + 29, 

52m + 47, 

52m + 17, 

52m + 15. 


THEOREM! 20 

r' “ «taruu edmma cmlinmtur. 

aa + 77 ~ «« /-o.! 


155 - 156 ] 


IN ILVC FOimA paa±qh'b CONTENTORUM 
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THEOREM! 21 

NuUus nunwrus liitiiis formae aa -f- 136?> dividi potest per ullum numerum, 
qui contineatur in una sequentium formularum 


+ 3, 

52m + 35, 

52 w -|- 5, 

52m + 37, 

52m 21, 

52m + 41, 

52m + 23, 

52 m + 43, 

52m + 27, 

52m + 45, 

52 m + 33, 

52m + 51. 


THEOREM! 22 

Numerorum in hoc forma aa -\- llhh contentorum omnes divisor es primi sunt 
vel 2 vel 17 vel in una sequentium formularum continentur 


68m + 1, 

68m + 3, 

68m + 9, 

68m + 27, 

68m + 13, 

68m + 39, 

68 m + 49, 

68m + 11, 

68m + 33, 

68m + 31, 

68 m + 25, 

68m + 7, 

68m + 21, 

68 m + 63, 

68 m + 53, 

68m + 23. 


THEOREM! 23 

(hnncH )iumvrl primi, qui in priori Jiarum formularum columna continentur, 
ad qim 2 n-ferri dehd, sunt farmae aa + lUl, vel ipsi quidem vel eorum non- 
cupla. Numerorum, auiem primorum in altera columna contentorum tripla sunt 
numeri formae aa-\-\lbh. 
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JHROIIKMATA OIItOA DIVISORES NOMERORtrM 

THEORKMA 24 




1 scqucfitinm fomularam 


68m ~ 1, 

68 m — 

3, 

68m ~ 9, 

68 m — 

27, 

68m — 13, 

68m - 

39, 

68 m — 49, ' 

68m - 

M, 

68m — 33, 

68 m — 

m, 

68m — 25, 

68 m — 

7, 

68 m — 21, 

68 m — 

63, 

68 m — 53, 

68m — 

23. 


THEOREMA 25 


Nm^ormt in hoc forma aa+im conimlonm 
vel i vd 111 ml amtinentur in una seg^iwm 


mwvs dimorvs primi mmt 


18 formtdarum 

vd harum 9 

76m + 1, 

76m + 5, 

38m + 1, 

76m + 26, 

76m + 49, 

38m + 5, 

76m + 17, 

76m + 9, 

38m +* 7, 

76 m + 45, 

76m + 73, 

38m + 9, 

76m + 61, 

76m + 7, 

38m + 11, 

76m + 35, 

76m + 23, 

38m + 17, 

76m + 39, 

76m + 43, 

38m + 23, 

76m + 63, 

76m + 11, 

38m + 25, 

76m + 56, 

76m + 47 

38m +• 36. 



157-1581 
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IN HAC FORMA paa±q'bb CONTENTORUM 

THEOKBMA 26 

uimicri primt, qiii in una harmi fornmlanmi continentur, sunt vel 
ipsi vel saltern q/ialer snmti numeri hums formae aa-\-l%hb. 

THBIORBMA 27 

Nnllus numvrus liitiiis formae an + dividi potest per ullum nunierum, 
qui coni meat nr in id /qua seqnentium 9 formularum 


.‘58 - 

-1, 

BSm - 

- Ih 

38m - 

-23, 

,‘58 - 


,88 m - 

-11, 

38m - 

-2.5, 

.‘58 w - 

-7, 

,38m - 

-17, 

38 m - 

-35. 


His igitiir thoorematis continetur indoles formularum aa-\- qlib, si q fuerit 
numorus primus; ac priinum quidem vidimus omnes divisores primes huius- 
modi formularum esse vel 2 vel q vol in talibus expressionibus Aqm + a ita 
comproheudi possti, ut nullus divisor in iis non contineatur, turn vero, ut 
omnis numerus primus 4qm~j- a simul sit divisor formulae cuiusdam aa-\- qbb. 
Deindo efciam hoc colligero licet, si numerus primus formae Aqni + « fuerit 
divisor cuiuscpiam numeri aa + qbb, turn nullum numerum formae 4g'Wi — a 
diviaorem ease posse eiusdem expressionis aa -|- qbb. Cum igitur inter formas 
diviaorum formulae aa ~\- qhh semper contineatur haec Amq-^-l, manifestum 
est nullum numerum aa qbh dividi posse per ullum numerum formae 
4wg'“l. Deniquo attendenti manifestum fiet, si q fuerit numerus primus 
formae 4 «-*"!, turn diviaorum formas ad numerum duplo minorem redigi 
posse, ita ut ad formulas ‘Iqm + « revocari queant, quod fieri nequit, si q sit 
numerus primus formae 4w + l. Si igitur pro hac forma aa + {4n l)bb 
divisor fuerit 4(4» !)'/« + a, turn nullus numerus formae istius 

4(4« + l)«i + 2(4« + 1) + « 

poterit ease divisor eiusdem expressionis da + (4« + t)bb. Plures annotationes 
faciemua, cum ctiain formulas aa + Qbb, quando q non est numerus primus, 
fuorimus coutemp!a.ti. 

LigomiAMDi KtiLwti ()|H5ra omnia Is Gommontatioaes aritbmeticae 


26 
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THEORKMATA CIRCA WVISOUKS XirMKiU»UrM 


-UU\ 


THB30HKMA 28 


Numerorum hi hac forma a a -{* OW# tti har *Jttn ^ I'imit Htontm hirmri'H 
primi omncs sunt ml 2 vel IS ml in mm miiwntiam formuhtruin fimtimntur 


24 w -f" I, 24 iH -■}- i, 

24jm + I», 24ih j U. 


THK{HiK.\IA rJ 

Omnes mnicri primi format wl 24 w 4- I ml 24 wi 4 " tontimniur in /■/- 
pressioM aa-\-^hb; at numeri primi istam farmam 24 w f a t t 2li« f 11 hahrnti'H 
continentur in cxpresmme 2aa 4 


THKORMMA lid 

Milks numrus sim aa-j- Ub mm 2a a 4- lihh timdi imtmt ullum 
numrum, qui contimatur in aliqua hamm fmrmttbtrum 

24)m — 1, 24»m — ft, 

24»{ — 7, 24 m — M. 

THKOliEMA III 

Numerorum in lim aa 4 U}l)l) rel hat fm'ma 2a» 4 hlth amh ntnnim diri- 
sores primi omnes sunt ml 2 vel 5 rri in umt sttfurn/inm ftn'muhsram iimtinrtiiur 

40w4 1, 4()»i4 T, 

4 4<)iw 4 

40^411, 40W4II7, 

40»t 4 W, 40iw 4 lll« 

THROEKMA 32 

Numeri primi in priim. ktrum ftnrmutarum mdnmtm nmtrtdi mmd mint 
numeri hums format aa 4 mith; et mmeri primi in alirru adammt mdaifi mn( 
numen huius format 2aa 4 Bhh, 


160-1611 


IN HAG FOBMA paa±qhh CONTENTORTJM 


203 


THEORBMA 33 

Nulliti^ vnnicrus sive Jmius formae aa + 10fe& sive Jiuius 2aa + 5hb dividi 
potest pet idlifw tiiiwc'iwUj Qui in uHquu seQuentium formulcLTun contincotuT 


40m — 1, 
40m— D, 
40m — 11, 
40m ~ 19, 


40m — 7, 
40m — 23, 
40m — 37, 
40m — 13. 


THKOREMA 34 

Nmnerarimt in luw forma aa-\-UN) vel hac 2aa-\-7bh contentonm divi- 
sores pritni omnos sunt vd 2 wl 7 vel in nna sequentium formidarum continentur 


5f)m-|- 

56m + 3, 

50m + 9, 

56m H- 27, 

56m + 25, 

56m + 19, 

56 m + 15, 

56m + 5, 

56 m + 23, 

56m -f 45, 

5(rm 4- 39, 

56m + 13. 


THEORBMA 35 

Nunieri primi in priori Mrmi formularum columna contenti simul sunt 
numeri vel hums formae, aa -f 14/;^» vel 2aa + 'Ihh; qui autem in altera columna 
continentur, eorum tripla dmiim in altera islarum formularum comprehenduntur. 


THEORBMA 36 

Si in superioribus formuUs sKjna + in — commutentur, turn nullus numerus 
in istis formnlis eontenfus dirisor erit vel formae aa-j-lAbb vel 2aa-\-1bb. 

26 * 
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THKOllKMATA ClHt'A UlVl.-^OUKS NfMKJiOUI'M 


1 IfiS 


TlfKOiei^lMA 37 


Nnwanirnm hi hu' fornm mi f- iMf) irl hat- 3««i f- Uhh aitiUiihntm <//>/- 
sores p-'mi mmu'S sunt wl 2 irl »*} vd 5 vd in nmi sn/m-uthtm fmiiinliirnm 
conlhimtur 




id hum III 4 

OOw-l- 1 , 

mm 1 31. 

mill I 1 . 

mm + 17, 

mm 4- 47, 

3* Oh 4 17, 

mm + 13, 

Wm 4 4!K 

mill 4 - i!i, 

«)w 4- 28, 

W)/#i 4 A3 

;mo« 4 23. 


THKOieF. 

Numroruni in hue forma </«.f ‘i!W< 
sores primi otnnes sunt rd *i rd .'I vd 
emtinentur 

84 w 4 - 1, 

84:'#m 4 * 25, 

84« 4* 37, 

84 /w 55, 
84»i4-8l, 

84tw “f" 


I A 3H 

ed hiir Unti ( 7/ih amit iiinritni did- 
td in umt Hrifittiitium formulitriun 

84 #w -f- 5, 

H4w» 1 .}!. 

H4»i h 17, 

H-lffi \ ll. 

Mm + 23, 

84»i + 71. 


THKOREMA 39 

Numrormn in hac forma aa-^tVM vet 5 b o 4 . 7 65 arntmtornm tlirimn 

primi omnes sunt vnl 2 vd 5 ml 7 td in ana wqarntium formnh.rnm ton- 
tinenfur 
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l62-:lO:5l IN HAC L’OiaiA paa±qhb CONTENTORITM 





vel Jiarum 

MOW/ + 

1 , 

140w + 3, 

70m 4- 1, 

140 /w -t- 

9, 

14()»i+ 27, 

70m4- 3, 

I40w/ -1- 

81, 

140 w + 103, 

70m 4- 9, 

I40w/’ 4 " 

29, 

140wi+ 87, 

70m 4 - 11, 

140 w/. 4- 121, 

140w+ 83, 

70m + 13, 


140 wi 4- 47, 

70m + 17, 

140 «/ -f 

11 , 

14()»i 4-33, 

70m + 27, 

140wi + 

99, 

140m + 17, 

70m + 29, 

MO/w 1- 

51, 

140m 4 - 13, 

70m + 33, 

140 -f- 

39, 

140m 4* 117 » 

70m + 39, 

140 /w 4 

71, 

14()m 4" 73, 

70m + 47, 

140 />/ 

79, 

140m 4- 97 

70m + 51. 


THEOREM A 40 

Nmirrormi in aligua kurum formularwn contentorum 

aa + 'M)h, 2aa + W)b, 

3aa + lObb, 5aa + (^bb 

flivisoms primi (muvH mni vel 2 vel B vel 5 vel in ma sequentiwm formularum 
conthtnifiiy 


12 ()w/ 

+ 

1 , 

120 m 

+ 

11 , 

12 ()m 

+ 

13, 

120 m 


23, 

120 m 

+ 

49, 

120 m 

+ 

59, 

120 Mi 

+ 

37, 

120 m 

4- 

47, 

120 m 

4 . 

17, 

120 m 

-f 

67, 

120 m 

+ 

101 , 

120 m 

+ 

31, 

120 m 

+ 

113, 

120 m 

+ 

43, 

120 wt 

+ 

29, 

120 m 

+ 

79. 
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THKOllKMATA (UKCA IHVISuUKH SI MKIU^UUM 


[ifUl-iG-t 

Theoremata haec sufficiiuit ad HtKiuent^'rt annofatiom'H fnnnaiulas, 
ex quibus natura tlivisoniiii lunuHmocli forniularimt pun f qhh jK'iiitiuH 
perspicietur.') 

ANNOTATIO I 

Formula paa + qhh milltirn habot (livi8or«*»». quin nit Hiinul divku* for- 
mulae aa+pqlili- Cxiim quuUuii rei ruti«» farili* jtati't; num (jui mimoriiK eat 
divisor formulae jmu -f idem dividet hmu- iurtimm pptiu -i- ptihl,^ 1uh> ent 
banc aa+pqhb ponito « boo pa. Himc ob rum Hufliriot intam unicam 
formam aa-\-Nlil> consubnmHO, quippt* quae rutioni' diviminmi hiuic pan \. qhh 
in se complectifcur. 

ANNOTATIO *i 

Inter numeros primos, qui ulltim nuiiiorutn in hw Ibniutla «« f A7d^ 
contentum dividunt, primum orcurrit btmiritm. Si rniin .V »it numortiH impar, 
sumendis pro a b numeria impiiribua fimmula uu p Sbh tint por 2 diviai- 
biHs; at si N sit numorus par, aunit^j « pari formnla tpioipm pnr 2 lit divi- 
sibilis. Deinde vero ipao mnneruH Af Vfl qUH«dilt«*t niurt pi«*a aUqtiota pcjUvit 
esse divisor formulae aa + A'AA, quml Miiitinndn a — *Y eat pi*r»pictium. 

ANNOTATKl 3 

Eeliqui divisores prlmi omiiOH formulae aa f SUh in jHfiiwmodi expn*8- 
sionibus 4NfH-j~a comprehemli poaaunt, ita ut etinin vioiaaim oinnea muiieri 
primi in formis istis 4Nm + tt conteiiti atiitui aiiii dtvimiri'M forimtiiw <i« f Nbb. 
Praeterea si exproasio 4Nm + « powdauit diviatjrtJS forintiiae on p Sbb, turn 
nullus numerus huiuBinodi 4A7» — « |M»terit naae tliviaor ulliiw inii«<»ri in 
formula a« -j- Nbb contenti. 


ANNOTATIO 4 

Habebit autcm a cuiitw quosdinii valorem, qui ab imbile mnneri S ptm- 
debunt; ac semper quidem unites erit utma <*x vnlorilnis ipaitia «, Tum v»w, 
qnia de numeris primia in formula 4iV«i f « ronU'ntta quawtio oHi, perspi- 
cuum est neque ullum nuinerum pamm nfa|tie uUum nununnini. qjii cum N 
communem hiib<at divisortun, valomin ipaiua a eoiwtituoro posa**. 

1) Ad sequentes annotationeii prawjipuK cstaisaictMlM taut Ib uiitii #t 

598 supra (nota p. 194) laadata*. p. 
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16 - 1 — ICf)! IN HAC VOllMA paa±qhb CONTENTOBUM 


ANNOTATIO 5 

Va.lor<^H antcnri ipsius a omnes erant minores quam 4N; si enim qui 
osseiit inaioroH, por dhuiimtionem mimeri m minores quam AN reddi possent. 
llinc va, lores ipsius « erunt numeri impares minores qnam 4iV atque ad N 
primi. NtMpie vero omnes istiusmodi numeri impares ad N primi idoneos 
pro a valon^s exhihehuiit, sod eorurn semissis ab hoc officio excluditur, quo- 
niatu, si x I'luu'it. valor ipsius a, turn — x seu AN — x eius valor esse nequit; 
vicissiiutpie si x non fiuirit valor ipsius a, turn AN — x certo eius valor sit 
futnrus. 


ANNOTATIO 6 

Numerus igitur valorum ipsius a, ita ut ANm-\- a contineat omnes divi- 
sores priinos formuhu^ aa -f- Nbh, aequenti modo definietur.') Sint _p, q, r, s etc. 
numeri primi inter so diversi excepto binario, qui seorsim est considerandus, 


atque 

si fuerit 

N - 2, 
N-^p, 
N^2p, 

N — pq, 

N "*• 2jfn/, 
N-«pqr, 
N tpqr 
ete., 


erit valorum ipsius a numerus 

1 , 

2, 

p — \, 

2(p-l), 

( jP — 1)(2 — 1 )» 

0 — l)(g-l)(r — 1), 

2(p — !)(<? — l)(r — l) 
etc. 


ANNOTATIO 7 

Quennidmodum antmn unitas semper reperitur inter valores ipsius a, ita 
etiam (piivis numerus quadratus impar et primus ad N locum habere debet 
in valoribus ipsius «. Pt>sito enim h numero pari 2c formula fiet aaAr^NcC) 
qua(i, si sit nunnsruH primus, contineri debet in expressione + a. Ergo 
a (ii'it (HI vtil residuum, ({uod ex divisions ipsius ao, per 4Ar remanet. Simili 
modo inter valores ipsius a reperiri debent omnes numeri aa N vel quae 


1) Vide Gomiuenlatiouem 271 huius voluminis. 


P. R. 
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THKOHKMATA OlUfA lUVirtOHKH Kr«K!U»!«fM 

ex eorum per AN iliviHione Btipeiwiuit rtwuluii; h f- 1 Jiet, 

aa A- Nhh^au-{- N-{'AN(ec ijui ni fimrit iiuhutuh primu.s, dfhobit 
aa-A- N esse valor ipsius «. 

ANNOTATIO 8 

latelligitur etiam, si % fuorit valor ipsius «. luiii (pHMfuo xx iquotl (jui. 
dem ex praecedente paM) (unnes oiuuiuo poti»stat«»H ipHuiM .r, pula x'\ iiiU'r 
valores ipsius <x locum haboro dob(*ro. Dfiiido si prwft^T x (juoijiu* /y fucrifc 
valor ipsius a, turn quoque xy ot gononUitor x^'tf ilahit ({mH|ue* valorem 
ipsius a. Scilicet si xf'f mains fuorit qiiam 4 A', pm* hoo <livitlafur t>i resi- 
duum erit valor ipsius «. BimiH uhhIo si iiisuper „• fuerit valor ipsius «, 
turn etiam yffi erit valor ipsius «. Iltnnpm ex e<igiuf*> uuo v<‘l alitpiot 
valoribus ipsius « facili nogotio oiimes oumiuo etUM valon's iuveuiuuiur. 


ANNOTATIO « 


Sit % (^uicunque numerus prirauH ml 4,V eocpie minor atipio vel 
vel. — -a; valor erit ipsius a. Hi igitur fuerit x miit«*nt8 primus, s»‘tjueuti 
tabula intelligetur, quibus casibus x (}uibtisi|iie • x valoffuii ipsius a 
praebeat: 

! erit 

A — 3m — 1 j tt -j' 3 

A « 3?J -f- I i( mm — 3 


I r>w "I" 4 
. f b w-f 2 

jy I 

. •) H "i” 3 


u mm .p 5 

«-™ fl 



7m - f 3 
' 7 m ”P 3 
. 7m-P 6 
7m - f- 1 
7 m 4* 2 
7 m “J- 4 


<* “" 4" 7 


a 


7 
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S\: 


A'. 


si 

llw+ 2 

11 fi G 

llw+ 7 

ll«4- 8 

Ui« + io 

11m + 1 
11m + 3 
1 1 ~j_ 4 

11m + 5 
U1m+ 9 


erit 


CC f~ 11 


a == — 11 


Si projxmitua sit/ immerus quicunque primus, quij utrum signo + 
au - ^ ufl<id.ua valorem ipsiua « praebeat, ita investigabitur : Bini casus 
debent evolvi, alttn-, quo propositus numerus primus est formae 4 ^ 4- 1 
alter, quo oat formao 4«-l. Priori casu erit a = + 74 e* + i) gi ZJ 
JV — (4tt 4- 1)« -f-- at « «. — ( 4 m 4 - 1 ]^ gj fuerit iVin (4« + l)w 4 - tt 
Posteriori casu autem erit «- 4 .( 4 m_i), gi sit Nin{Au-l^ + tf, at 
c){ .»._( 4 m-_i)^ hi A'’«.( 4 m_ notandum est, quemadmodum 

signum . = aequalitsiitsm denotat, ita signum zc aequalitatis impossibilitatem 
dasignara Quodni autani iuerit pro utroque casu ( 4 ^^ 4 - + s, erit 
quoipie f_l)M 4 .s’' deuotante v numerum quemcunque integrum, 

unde is( 4 i, tsiludla pro <pubuHvi 8 numeris primis sine negotio construitur. 


ANNOTATIO 10 

Quoiujuu inter formas divisorum primorum ipsius aa-^Nbh habetur 
4A?M.f. 1 . oadem oxpressio aa + Nbh per nullum numerum dividi poterit, 
qui contiueatur in hac forma iNm — 1. Simili modo cum iNm + tt exhibeat 
fortmim divisorum (sxpressionis au 4' Nbb, sequitur nullum numerum huius- 
modi 4AbM — // posse esse divisorem ullius numeri in hac forma aa-^Mb 
contenti, sicpudem, ipmd semper pono, a et & sint numeri inter se primi. 
Ham: cfb rem impoHsibilis erit ista aequatio {4Nm — tt)u-=aa + Nbb ideoque 
erit ANmu— ttii— Nbbzizaa, siquidem fuerint ANmu — ttu et Nbb numeri 
inter se primi; quotl cum certo eveniat, si J ==» 1 et ^ 1 , nanciscimur istud 

0 |i#m ciiiwk Is fvritiimaiicae 27 
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OONSEOTAEIUM 

Nullus numerus Me fhmula iabc — h — e contfnim t4ntiuam <*««• potetit 
gmdratus. 

ANNOTATIO 11 

Si fuerit N nuinorus huius furmiio 4«-“l, turn foriiuio diviHoruju ud 
numerum duplo miaorem rediguntur, ita ut. ia forinuliH aomprolu'iii- 

dantur. Scilicet si fuerit 4jV«i-f-a dlvisorutn tbriim, tma inunjua dA'w-f 
erit forma divisorum. Quare cum 2A^w-i“^^ «it forma diviHoinuu, stniuitur 
nullum numerum 2Nm-~(.t divisorem uhsu {hihho formms mt \ Nbh. Ilinc. 
erit (2Nm~tt)uzn.aa + Nbh existente i'/'— 4«~~I, undo oritur hue. 

OONSBOTARIUM 

Nullus numerus huius fomae 2abc-~b — G, si vet b ml v fmrii uumerus 
im/pwr 4% — 1, unguam potest esse guadmtus, 

ANNOTATIO 12 

Si fuerit N numerus impar huiusnuKli 4« + 1 v«d otiam mimtsruH impa- 
riter par, turn divisorum formae ad numerum duplo luimmtim redigi non pon- 
sunt. Scilicet si iNm + a fuerit divisor ftirmae ua -p Kbb^ t urn 4 A'w [• 2 A^-| « 
eiusdem formae divisor esse non potent, fline 2(2»« d* -f // non erit 
divisor formae aa + Nbb ideoque luusc aetiuatio (2{2«< -j- I ) N -j- ft) u — a a f- Nbb 
erit aequatio impossibilis, siquidom sint a <4 b nmnori primi inter se et. N 
sit vel numerus impar formae 4m + I vel numeruH impariter par. Kx (pm 
sequitur istud 

OONSEOTAEIUM 

Nullus numerus huius formae 2ube~b + c eskteMie a numno impari ct b 
vel impariter pari vel impari formae 4» + I unguam esse potest quadmtus. 

SCHOLION 1 

Quae Me sunt allata, suffleienter declarant indolem tlivisornm huiunmodi 
ormularnm aa -\-Nhh simulque inserviunt ad omnes diviaorum formas ex- 


169 — 170 ] 


IN HAC FOEMA paa±qb'b CONTENTOEUM 


211 


pedite inveniendas, quibus cognitis quoqiie eae mimerorura formae innotescunt, 
quae nunquam praebere queant divisores formulae aa-^NU. Cum igitur 
baec pateant ad omnes valores ipsius N, sive sint numeri prirui sive compo- 
siti, leliquum est, ut etiam casus evolvamus, quibus N. denote! numeros 
negatives tarn primes quam composites; perspicuum autem est formulam 
paa — qbb nullum divisorem habere posse, quin sit divisor huius aa—pqbb 
seu pqaa — bb, unde sufficiet huiusmodi tantum formas aa — Nbb evolvisse. 


THEOEBMA 41 

NuMBTOTwni in hue foyniu uu — bb cont&ntoruwi divisores primi omnes sunt 
vel 2 vel 4w + l; nullus scilicet datur numerus, qui non sit divisor differentiae 
duoruwt guadratorum. VicissiM autem omnes numeri praeter impariter pares 
ipsi sunt differentiae duorwn quadratorum. 


THEOEEMA 42 

Nwmeroru/m in hac forma aa — 2ft6 contentorum omnes divisores primi sunt 
vel 2 vel huius formae 8m + 1. Omnesque numeri primi huius formae 8m + 1 
ipsi infinitis modis in formula aa — 2bb continentur. ~ 

THEOEEMA 43 

Numerorum in hac forma contentorum, aa — ‘6l)h omnes divisores primi stmt 
vel 2 vel d vel huius formae 12m> + !• Atque vicissim ennnes huiusmodi numeri 
primi simul in hac forma aa — 'dbb vel hac Baa — bb infinitis modis continentur. 


THEOEEMA 44 


Omnes divisores primi huius formae aa — bbb sunt vel 2 vel 5 vel conti- 
nentur 


in altera harum formularum vel in hac una 


20m + 1, 20m + 9 


10m 4- 1. 


Omnesque numeri primi in his formis contenti simul sunt divisores formae 
aa — bbb. 
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IHEOREMATA circa DIVISOEES NUMEEORUM 

THBOKEMA 45 

Omnes divmres primi hums format aa — Ibb sunt rei 2 ni 1 vel in una 
seguentiuvn formularum contintntuT 

28>» + l» 28w + 3» 28/« 4: 

atque vicissim omnes nwmeri jprimi in his fonnis vmilenti shun! sunt diomres 
format a a — 766. 

THEORBiMA 46 

Omnes dimores primi huius format aa— 1166 sunt «•/ 2 vel U rcl in mu 
sequentiuM formarwm cowtinentur 

4Am + l, 44m i 5, 44m + 7, 44m 9, 44 /« 19; 

atque vicissim omnes nimeri primi in Ms formulis ninimti siiniil sunt diomres 
format aa — 1166, quae redprocatio in omnibm soqtmitdtns ihforematis locum 
habet. 


THEOEEMA 47 

Omnes divisores primi formae aa — 1366 sunt rd 2 vd IB rd in scquen films 
formulis continentur 

quae remmntur ad hm 
52m + 1, •'»2m + 8, 28m I I, 

52m + 9, 52m 4 26, 215« 1.3, 

52m ±23, ,52m 4 17, 2(»m f 9. 


THB]ORBJMA 48 

Omnes divisores primi numerorum huim formic aa — 1766 smd ni 2 rd 17 
vel in sequentdms formulis continentur 

quae rmmtitur ad hm 
68m ± 1, 68m 4* 9, 34m ± 1, 

68m ± 13, 68m ± 19, 84m 4^ 9, 

68m ± 33, 68m ± 2ij, S4m 4* 13, 

68m ± 21, 68m ±16, 34m ±1,5. 
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THEOKBMA 49 

Omnes divisores primi nwmerorum hums formae aa — Whh sunt vel 2 vel 19 
vel in seguentibus formuUs coniinentur 

76m + 1, 76m + 3, 76m + 9, 

76 m + 27, 76m + 5, 76m + 15, 

76m + 31, 76m + 17, 76m + 25. 

THEOREM! 50 

Omnes divisores primi numerorum formae huius a a — Qbb sunt vel 2 vel 3 
vel in his formulis continentur 

24m + 1, 24m + 5. 

THEOREM! 51 

Omnes divisores primi numerorum formae aa — 10&& sunt vel 2 vel 5 vel 
in his formulis continentur 

40m + 1, 40m |+ 3, 

40m + 9, 40m + 13. 

THEOREM! 52 

Omnes divisores primi nmnerorum huius formae aa — 1456 sunt vel 2 vel 7 
vel in his formulis continentur 

56m + 1, 56m + 5, 56m + 25, 

56m + 13, 56m + 9, 56m + 11. 
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THEOEBMA 53 

Own6S divisoTCi^ jofiitii vhwni&Yiwuw Jiiitus fotwav uu ^ m2bh aunt vcl 2 vcl 11 
vel in his formulis continentur 

88m -h 1, 88m l: 3, SHw-l ; 9, 

'88m • h 27, 8Bm f 7 , H8«/ 1 21 , 

88m - h 25, 88m 1 13, 88m 1 .39, 

88 m 1- 29. 

THB]C)RB]MA 54 

Omnes divisores primi numerofwn huiua ftmnae tut • Ifihh mint nd 2 vd 3 
vel 5 vel in his fmtmlis continentur 

60m ±1, 60m ±7, SOm + tl, BOm ! 17. 

THBIORIMA 55 

Onmes divisores primi nwMrormn huiua furmue a<i — 21l?7» sunt vel 2 vd 8 
vel 7 vd in his formulis continentur 

qme rmomntur ad hm 
84m 4; 1, 34m 4« 5, 42m -j ; 1, 

84m "4^ 25 , 84m "I:; 41, 42 m '|^ 5, 

84m + 37, 84w 1;. 17, 42m 4: 17. 

THIOEBIMA 56 

Omnes divisores primi numermrum huim formae an - .33/ili smit vel 2 vd 8 
vel 11 vel in Us formuUs contmentur 

qum iwocantur ad has 


132m + 1, 182m +17, BBm I 1, 

132m ± 26, 132m + 29, IMlm I 17, 

132m + 85, 132m 4: 65, (Him 4 25, 

182m ±49, 132 w4;41, 66w 1/29. 

182m ± 37 , 132m + 31 , 6(im j- 31 . 
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THEOREMA 57 

Omnes divisores primi numerorum hwius formae aa ~55bl) smt vel 2 vel 5 
vcl 7 vel in Ms formulis continentur 

. 140w -|- 1, 140 w + 9, 140 m* + 59, 

140m* + 29, 140m* + 19, 140m* + 31, 

140m* + 13, 140m* + 23, 140*?* + 67, 

140m* + 43, 140*?* + 33, 140*?* + 17.' 

THEOREMA 58 

Omnes divisores primi numerorum huius formas aa — 30bh sunt vel 2 vel 3 
vel 5 vel in Ms formulis continentur 

120m* + 1, 120m* + 13, 120m* + 49, 

120*?* + 37, 120m* + 7, 120*?* + 29, 

120m* + 17, 120m* + 19. 

THEOREMA 59 

Omnes divisores primi numerorum huius formas a a — 105 && sunt vel 2 vel 3 
vel 5 vel 7 vel continentur in Ms formulis 

quae revocantur ad has 


420 “"1" 1, 

420 IB , 

210*?* + 

1, 

420*** _+ 169, 

420*?*+ 97, 

210m* + 

13, 

420*?*-+ 23, 

420m* + 121, 

210m* + 

23, 

420mi + 107, 

420m* + 131, 

210*?* + 

41, 

420*** ± 109, 

420m + 157, 

210?** + 

63, 

420*?* + 59, 

420m* + 73, 

210^ *4~ 

59, 

420**i + 101, 

420m* + 63, 

210??* + 

73, 

420*?* + 151, 

420m* + 137, 

210m* + 

79, 

420***+ 89, 

420*?* +• 103, 

210m* + 

89, 

420m* + 79, 

420*?* +_ 187, 

210 m* + 

97, 

420m* + 41, 

420*?* + 113, 

210 w Hh 101, 

420*?* + 209, 

420m* + 197, 

. 210m* + 103. 
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ANNOTATIO 13 

Numerorum ergo in formula aa—Nbh contentorum divisores primi omnoH 
mnt vel 2 vel divisores numeri N vel in eiuamodi formulis 4Nm - h a com- 
prehenduntnr. Quodsi enim iNm + a fuerit forma dhisorum, turn quoque 
iNm — a erit divisorum forma; secua atque in formulis aa+JV/j/;; quarum 
3 i ANm -f « fuerit divisor, turn 4Nm — a nullum unquara praebere potest 
divisorem eiusdem formulae. 

ANNOTATIO 14 

Posito ergo ANm + a pro forma divisorum gonerali numerorum in hac 
expressione aa — Nhh contentorum littera a plorumque plurea Bigniftcahit 
numeros, inter quos unitas semper continetur; turn vero, ijuia liic do divi- 
soribus primis sermo est, inter valores ipsius a nullus orit imimuniK par nec 
ullus divisor numeri N, Deinde etiam manifostuin ost omnos valor(‘s ipHius a 
ita ordinari posse, ut aint minores quam 2N, 8i onim sit 4N»i b 
divisor, turn posito m — 1 loco m divisor orit iNm--(2N—b). Irunt ergo 
valores ipsius a numeri impares primi ad N minores quam 2N horumque 
numerorum omnium imparium et primorum ad N et ininorum quam 2JV 
semissis tantum praebebit idoneos valores ipsius a; roliqui exMbebunt formulas, 
in quibus plane nullus continetur divisor. Porpetuo scilicet tetidem habobun- 
tur formulae divisorum, quot sunt contrariae, solo excepto casu, quo N — 1, 

ANNOTATIO 15 

Quod ad numerum valorum ipsius a pro foramla divisorum 4 Nm + a 
attinet, quoniam ob signum ambiguum quaovis formula osfc duplex, hie 
quoque eadem valebit regula, quam supra Annotatione 6 dodi. Sic in ultimo 
theoremate, quo erat N"— 106 — 8-6 *7, numerus valorum ipsius « orit 
— 2-4-6 — 48, seu cum quaovis formula sit gemina, numerus formularum fit 
24, quot etiam exhibuimus. 

ANNOTATIO 16 

Sicut autem unitas porpetuo inter valores ipsius « reperitur, ita etiam 
quivis numerus quadrates, qui sit primus ad iN, valorem idoneum pro a 
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suppeditabit.0 Posito enim 6 = 2c formula aa-Nlh abit in aa-4.Ncc sen 
iNcc —aa, ex quo patet quemvis numerum quaciratum aa, qui sit primus 
ad 4^, exhibeie valorem idoneum pro a, sumendo scilicet residue, quod jn 
divisione ipsius aa per 4iV remanet. Simili mode ponendo = 2c -f 1 for- 
mula mi-aa abit in 4i\r(cc _j_ c) + ,,nde etiam omnes numeri 

N-aa sen aa — N, qui quidem sint primi ad 4JV, idoneos valores pro a 
praebebunt. Deinde quoque notandum est, si sint ic, y, n valores ipsius a, 
turn quoque af\ f, 0 ^ itemque omnia producta, quae ex numeris a;, y, 0 
eoiumve potestatibus quibuscunque resultant, valores ipsius 0 , esse exbibi- 
tura; unde cognito uno vel aliquot valoribus ipsius « facili negotio omnes 
reperiuntur. 


ANNOTATIO 17 

Quo autem clarius apparent, cuiusmodi valores littera « perpetuo sit 
habituia, tabulam sequentem adiicere visum est, siinilem eius, quae Anno- 
tatione 9 habetur. 


Erit scilicet { si foerit 


« 3 

an: 3 


A7 = 3 w -f- 1 
JV'*- Zn -1 


1 ) His EuIjIvBI vorbis b. Kiionbokbh in Commento/iione, C|U!i6 inscribitur Scfn&'hwngsn zut 
GmhicMe. des Medprocimtagesdees , Moaatsber. d. Akad. d. Wissensob. zu Berlin (1876), 
1876, p. 267, L. KROmaicms WcrU, berausgegeben von K. Henshb, Bd. 2, Leipzig 1897, p. 4 ’ 
sequentia adiocit: 

„Nimmt man nun die einfacho Bemerkuug hinzu, daB fttr eine Primzahl N schon die ersten 
\(N 1) ungraden Quadratzablen, da sie mod.iV unter einander inkongruent sind, so viel geeignete 

Wei'te (valores idoneos) fUr a liefern, als nacli Eubeb tlberhaupt erforderlicb sind, so ergibt sick 
nnmittelbar das Reciprocittttsgesetz; denn es folgt alsdann, dafl JV quadratiscbor Rest von jeder 
Primzahl sein muB — aber anch nur von einer solchen — , welche, positiv Oder negativ genommen, 
einem Quadrate mod. 417 kongnient ist. 

Bulek selbst hat dw Beciprocitbtsgesetz in ganz ontwickelter und vollendeter Form erst viel 
Bpbter und zwar am Bohlusse einer Abhandlung aufgestellt, welcbo er unter dem Titel Ohservationcs 
drca divisimem quadraiorvm per nwneros primos iin I. Bande seiner Opuscula analytica (Peters- 
burg 1788) publiciert hat.“ 

Dissertatio a Kbokeokeb bio laudata est EunEBi Commontatio 652 (indieis Enbsteoemiahi), 
Lkonmard: Eoimi Opera fmnia, series I, vol. 3. F. R. 

LiioHiuani Biilkiu Opera omnia la CoramentationeB arithmeticae 
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erit scilicet 


U == .) 


«=n n 


ai faerit 


JsJ aw f) f l 


N « B u 


r,., /+ ' 


a = 7 


N In \ { 


a -13 


jV ««i 7 n 


Cf w 11 


iV 11 « 4- a 

■■{“ 4 

,+ 5 


«n: 11 


jV «» 1 1 n 


isr- lan 


«xl8 


177 - 178 ] 


IN HAG FOEMA CONTENTOEUM 


219 


ANNOTATIO 18 

Ex liac igitur tabula numeri primi, qui idoneos valores pro a praebeant, 
facile dignosci. simulque inepti reiici possunt. Proposito scilicet numero 
primo j) omnes numeri quadrati in huiusmodi formulis -f- 6 comprebendi 
possunt, quae prodeunt ponendo pro 6 numeros quadratos seu residua, quae 
ex divisione quadratorum per jp remanent. Quare si fuerit huiusmodi 

numerus 'pn -|- tt, turn inter formas divisorum ANm + a formulae aa Nbh 

seu Nhh aa habebitur a=p; sin autem numerus N non contineatur in 
forma pn -{■ tt, turn nullus numerus in formula hac 4kNm±p contentus 
poterit esse divisor ullius numeri huius formae aa — Nbi. 


ANNOTATIO 19 

Si fueiit N’ numeius impar formae 4w -f- 1, turn expressionis aa — Nbb 
divisoium formae 4iV^?u H- a ad duplo pauciores reduci possunt, ita ut exhi- 
beri possint hoc modo 2Nm±a. Hoc scilicet casu, si 4JVm + a fuerit 
forma divisorum, turn quoque 4A^w - j- (2JV' — a) erit divisorum forma; sic 
cum casu 13 una divisorum formulae aa — lBbb forma esset 62m + 3, 
erit quoque 62m 4:23 forma divisorum. 


ANNOTATIO 20 

Sin autem fuerit N vel numerus impariter par vel numerus impar 
formae 4w — 1, turn ista formarum dividentium reductio ad duplo pauciores 
non succedit. Scilicet si hoc casu formulae aa — Nbb fuerit 4Nm 4 « divi- 
sorum forma, turn 4iVm 4 {2N — a) talis non erit, hoe est: Nullus numerus 
in forma 2(2m-hl)N’+« contentus erit divisor ullius numeri huiusmodi 
aa — Nbh. Posito ergo erit (2(2m±l)N ±tt)u:T:aa — Nbb. Unde 

consequimur sequens 


OONSEOTARIUM 

Nullus numerus in hac forma. 2 abc -{-b ^contentus unquam potest esse 
quadratus, siquidem fuerit a numerus impar et h numerus seu impariter par seu 
impar hums formae 4w — 1 . 
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SOHOLION 2 

Huitismocli formulae magis speciales, (luae nunquam (luadrata, lieri 
queant, innumerabiles superioribus dediici possunt. Couskleremus enim 
priorem formam aa + Nbh sitque 4jV«i -f eiusmodi formula, ut nullus 
uumerus iu ea coutentus posait ease divisor formao an + Nbb. Irit ergo 
aa + Nbh nz (4:Nni ^ J)u deiiotante hoc signo re aeqimtionora iinpossibilem, 
ex quo oritur aazJZiNnm -i- Au~~ Nbb, Hit bm^Ac; Hot 

aa zn iNiiiu + Au ~~ NAAen. 

Ponatur porro u =- NAcg + d eritque «a ziziN'NA mre -f 4 N'nid -f Jd. Sit 
d == 4NJVn; erit aa zr. 16N‘mn + 4 + 4 A^A''-<4 w. Dividatur haec for- 

mula per quadratum 4JVA'' ac ponatur c—l aritque 4 A-w?i + 
formula, quae nunquam poterit esse quadratum, aitiuidtmi forma aa + mdi 
non possit dividi per ullum numerum iu hoc formula 4 X»i -f A contentum. 
Ex superioribus ergo theorematis colligimus nullum numoi'um, qui in una 
sequentium expressionum contineatur, fieri posse quadratum; 


4mn — • 

(m ■+■ n), 

4«w 4" S(fu4’«)» 

8mn— • 

(» H-n), 

8«»4" 7(»4“^^)> 

8«in — 

3(w 4- «■)» 

g jif fi 4“ <5 (fit 4” I 

12win — 

(m + n), 

12«» 4" 11 + ^)» 

12mn 

7(w -f w)» 

12«»4* 5(»i4-«)» 

%)mn — 

(m -f «), 

Wmn 4- 19(»* 4" «)* 

20ww— - 

3 (« 4* «), 

20w» 4* 17 (m 4- «)» 

20mn~ 

7(«4“ «)i 

20 ww 4” 18 (iw 4” ;^)i 

2Qmn — 

9 (w -j- n), 

20«« 4* 11 (« 4" «)» 

24w« — 

(m 4“ n), 

24«« 4“ + «)♦ 

24mn — 

5(« 4” w), 

Mm% 4" 19 (?« 4- w)* 

2imn — 

7 (w -f »), 

24»»« 4" 17 (« 4 " **)» 
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24w% — 11 (w -|- w), 
28 — {m 4- n), 

2%mn — 9(w + w), 
28m» — 11 (w + n), 
28mn — 15 (m + n), 
2Smn — 23 (m + n), 
28 mn •— 25 [m + n) , 


24:mn + 13('m + %), 

28 4 - 27 (m 4 - v), 

2Bmn -{-19{m + n), 
28mn 4- 17(w 4- 
28m» -f 13 (m 4- n), 
2Bmn -j- 5(w4-w), 
28mw 4 “ 8(m-\-n) 


Notandum autem est in formulis alterius coluinnae numeros m et n respectu 
coefficientis ipsius m 4- n primos esse oportere. Hanc restrictionem requirit 
ea conditio, quani initio stabilivimns, ut in forma aa-{-Nhh numeri a et ft 
sint inter se numeri primi; nisi enim haec conditio observetur, quilibet 
numerus posset esse divisor istius formae. Ceterum hac conditione observata 
ex praecedentibus perspicuum esf, si 4.Nmn — A{ni n) quadratum esse ne- 
queat, turn quoque banc latius patentem 4 - w) 4 - 4 - »?.) 

quadratum esse non posse. 


SOHOLION 3 

Contemplemur iam expressionem aa — Nbh, cuius nullus divisor conti- 
neatur in formula bac ^Nm + A. Erit ergo aa — NbhnzANmu^Au seu 
aa nz 4Nmu -|- 4: Au, Ponatur NA + = d seu « = + 4 - NA 

eritque aa zn + 4:Nmd + 4NNAm 4 - Ad. Sit d = + 4NNn fietque 

16 N^mn + iNNAm + 4NNAn zn. aa, 

unde patet nullum numerum contentum in bac formula 4N'mn + A(m — n) 
quadratum esse posse. Neque ergo etiam ullus numerus in bac expressione 
4Nmn + A(m — n) + 4pN{m — n) contentus quadratum esse poterit, si mode 
conditio ante memorata observetur, ut a et & sint numeri inter se primi. 
Hinc itaque ex tbeorematis posterioribus deducuntur sequentes formulae, quae 
nunquam numeros quadratos praebere possunt: 
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THEOREMATA CIRCA DIVISORES NUMERORUM 


8mw4; B(m — n), 
12 mn+ 6(w — w), 
20mw+ 'd{m-—n), 
2{)wn + 7(»« — n), 
24»nw + 7(»'W — «■), 
24»i% + 11 (w — n), 
28ot« + — w), 

28 mw Hz “ ^0’ 
28 m; « H - 18(7// v), 


87M7; + 5(7/; — n), 
12 7/'/ 7/ ;4- 7 (/J/ — 7/), 

2077/7/ 4z 17 (/// — n), 
20 mn + 18 (7// — n), 
2477/7/ -f- 17 (/// 7/), 

2477/7/ 4- 18(77/ “ ~ 7/J, 
28//; 7/ -j- 28(77/ ~ ?/), 
2877/7/ • I- 17 (/// - 7/), 
28 /;/?/ 4 - 15 ( 7 // 7/ j 


[ 180-181 


Attendenti autem facile patebit ambos nunieroa m (vfc 7/ respeclu coefficientis 
ipsius (77/ — 7/) primes esse debere; alioquin enim, si vorbi gratia in formula 
1277/7/ 4: 5(77/ — 7/) poneretur rn^f'tp et 7/»«5f/, prodiret 12 • 25|7g’ H*;. 25(17 — y) 
neque adeo baec formula I2pq -1- (p — - (j) (luadnttuin osbo poasot; ipiod tam/'n 
est falsum. 


SOLUTIO PROBLBMATIS DIFPICILLIMI 
A PERMATIO PROPOSITI 

Oommentatio 167 indicis Enestrobmiani 

Novi eommeiitarii acailemiao soiontiarum Petropolitauae 2 (1749), 1751, p. 49—67 

Suminariuiii ibidem p. 6—7 


SXJMMAEIUM 

Cum IruRMATiiis proximo elapso saeculo, Galliae decus, plurimum studii et operae in 
problematibus ad methodum Diophanti pertinentibus felicussimo suecessu consumsisset eti 
haec Analyseos para post eiua tempera non eadem enra ao reliqnae praedictae disciplinae 
partes promota, immo a Oeometris, qui enra sunt secuti, fere neglecta sit, idcirco Cel. Eueerus 
partem banc Analyseos, quae circa numeros est occupata et ad problemata indeterminata 
solvenda adiiiberi solet, vel ideo colendam sibi sumsit, quoniam plerumque summa ingenii 
vis in talibus liuiris doctrinae problematibus, quae olim solutu difficilia sunt habita, cematnr 
atque ab Analysta non mediocris ad ea solvenda requiratur sagacitas. 

Problema autera, quod sibi in hac dissertatione inveniendum sumsit Cel. Etjlerus et 
quod a Feumatio, qui id in annotationibus suis ad Biopjiantvm Baciieti proposuerat 
idque solutu diffieillimum iudicaverat, est sequens: 

Invenire triangulum rectangulum in numeris rationalibus expressum, cuius utergue 
cathetus area ipsius trianguU mimtus producat numerum quadratum. 

Postquam igitur Cel. Auctor praeparationem ad solutionem praemisit, tres buius 
problematis solutiones particulares ceteris, quas eHcere potuisset, omissis exhibet simulque 
viam monstrat, quomodo ex praeparatione ad solutiones supra traditas solutio quaedam 
generalis et concinna, quam in dissertatione ipsa uberius exemplis illustrat, deducta sit. 



224- BOWTIO rMEI®.ATIS DIVHCII.MMI A nUOIATlO |.nOIX.SITI t «-60 
1 QA^quam problemata, quae olin, aolulu dinieilia aunt habita, hodie 

nleiumque Ob flnea Inalyaeos taulop.m' pnanotoa n.b.l vel lau-u.u d,lto,ltata 

hrr“olont, tamon boo in eo probtou.atnu. Keneue quae ad n.ethodum 
to po tinent, non non venit. Jn ban enuu Anniyneoa parte poet 

tlpora, qni ptainnun atndii ot opeme m e» e — cum 
conaLit, non aobnn nihil ultra praeat.lnm eaae vnlotur, and eta 
h«“ndinm a Geometria, qni «un. aunt aeetiU, lure pemtna eat neRleotn,n. 
Si Item ea Analyaooa para, in qna Mntlnuuntrm lu.d.e p.,taa,nnnn w- 
S nr ob anmmam ntilitatom, qnam ad ruliqnaa amentum at-iue artee copio- 
awl affert, omni lande maximn digun eat habeuda. to, nun altera quoque 
Z onae in nnmeria eat occupata et ad ptolde.nala .ndeU..-,.m.ato aolvenda 
adhiWi BOlet idciroo miniroo eat contemn, iinln, ,„ ea plernmque aumma 

Senii via comtnr a^ne nb Annlyata non nnaliooria aagarita. rmpuralur. 

2 Quae cum ita aint companita, ea liuiim gumnia prol,U»„ato, quae a 
ftuMATlo Bummopera diEcilia aunt iudienln. ■•u.liu,, el louln. mm numia Ita 
St Mia hinoqne atndium, qnod in cr.,.,, a.,l„t,u„e pen, „r, non male 

rollocatiir Proponit autem FiiiMATiim in annntatumibtiH nuw aa IhumAMim 
BALnVeqneL problema linuiuiun nnlut.t 4iffiHlUm.uu: 

Invemre triangulm rectmfftdum in numerk mimndthm cjpremm, mm 
utergue cathetus area ipms irmnguli mhmfm pmim'iii nmnrnim qmdnituw. 

Huius ergo probleinatiB aequontes, inihi iiuititnn fUeere cwitigit, 

Bolutiones in. medium affenre visum i«t. 


PRiEPAMTlO AD SOlRITItlNEM 

8. Notum est triaugulum racfcangulutw in nnnwriH ralitmaUbus axpnmi, 
si ponatixr cathetoram alter' ^2ab et *^ua-~tfb\ turn tmim 

hypotenusa — aa -f Gooeralitm nitlmti amluj |H'ni pofSHiirit ^ et ^ 

prodeunte bypotenusa Ponaw uulem, qimniitm uattimra tnanguli 


1) Vide notam 2 p. BL Problema Wp tmclaadaw isMBitwr i» Fr.HMAtit otervfttione a 

quaestioaem XIV libri VI Diopkakti, p. 8«‘ij amere* tk >V«W4r, t- I, i». 888, t*. K, 

2) Vide lemma 2 OommtnlatioBi* »8, p. 3» hn**** V- H. 


SOLTJTIO i’ROBLEMA'rlS DlPElOILlMl A EEEMATIO EROPOSITI 


225 


rectanguli ultimo loco in computum vocare expedit, 

unum cathetum = — , alterum cathetum = 

eritque area 


1 

z 


ZB ' 


Ac prime per conditionem problematis hae quantitates 


T '2,x xy 

I- seu 2 x 0 ~xy, 


II. 


y 


xy 


e 00 


seu yz — xy 


quadrata effici debent, 
quantitas 

reddi debet quadratum. 


Turn vero, quia hypotenusa fit = ^ 


III. 4:XX “j“ yy 


haec 


4. Quoniam hae ambae quantitates 2x0 — xy et ys — xy esse debent 
quadiata, earum productum pariter erit quadratum. Ordior ergo a producto 

2xy0z — 2 xxy 0 — xyys + xxyy , 

quod quadra, turn reddi debet, ponoque eius radicem —xy — —yz, ut ex 
evolutione valor ipsius z commode definiri queat; fiet autem ^ 

2xyzz — 2xxyz — xyyz + xxyy = xxyy — xyyz + yyzz. 

A.C delete utrinque termino communi xxyy et reliqua aequatione per yz 
divisa obtinebitur 


2xz — 2xx 


■xy 


2 » , pp 

J^xy-^^-^yz, 


unde fit 


q " ■ qq 

+ 9M^y_— ^PJL^y 
iqqx~ppy 


Lkonhabdj Eulhsi Opera omnia Ij Commentationea arithmetioae 


29 



WW— A ™ I-- 

6 . Invento iam valore ipsius e fiat 

iqfxx-ivm+iit'is „ ( 2 '/*-)’»)‘ , 


20 — y 


~2qqx-pPtl 


^ — X %qq(J0--ppy 2^/r/.t fJJ 


bincque porro babebitur 




2x0 — 

x(2qx- 

-pyY , 

a:ai( 2 f/X 

^qqx- 

■ppy 

“ iqqxx- -ppj'tf 


xyyip 

-<iY 

xxmnv- qf 

y0- 


-ppy 

'^qilXX' pp:‘!i 


L-L i miin ntraiMie 6886 (l(‘l)Gut. ({UtuinitiuH, luit*. Gfliciobtn*, 
Quarum quantitatum ^ fiat qnaaratum. Pomitur 

dummodo communis denommatoi H >> 

in liunc finem ^ 


ac divisione facta per x erit 

(2qq — rr)x^ ppy t'f' 


X PP 

smm 

y *'>* 


6. Suffloiet »tem ad nostau. »oluti....um no* ndutlnm.m inWr a' .d ,, 
quia in calcnlum iam introduotuB oat coramimm >tenomimil..i .putiu poll i 

licebit „ ^ 

X •^pp ot H •* “‘JV ♦ 


licebit 

unde fiet e — X' 


w( 2«9 “ tt)f? ”* ^T- ideoque 
pprr 

{;iqq^rr}{p-qf 

g mm pp ■ 


Ideoque aupereat tantam, ut 4** + p» mUlalur niuulraluiii, undo 

S6(JU61lS 6Xpr6SSio clsbot BBSS C|UisdlUtalB 

4 / ~ 4 ggrr + 


undo sBq^ueutBs solutioBBi pBitiCBlErfis scloifiiibPBfciit* 
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SOLUTIO PEIMA 

7. Quoniam igitur quaestio hue est reducta, ut pro litteris p, q, r eius- 
modi valores assignentur, qui hauc expressionem Ap^ -j- Aq*‘ — Aqqrr -f- 
reddant quadratum, solutio generalis, quae omnes omnino valores idoneos 
harum litterarum complectatur, tradi neq\iit. Cum igitur solutionibus 
specialibus acquiescere debeamus, ponam prime radicem huius expressiouis 
esse = 2pp + rr, ut termini Ap^ et / utrinque se destruant, ac prodibit 
haec aequatio 

Aq^ — Aqqrr = + Apprr, 
unde fit = -j- ^^(22 — rr), et habebimus 

vel p — y V{m — vel P = ^ V(rr — qq). 

8. Priori formulae p^-yV^qq — rr) satisfit ponendo q = cc-\:-dd et 
r = 2cd, nnde fit jp = Ex Ms ergo valoribus 

177 C 7 j (cci-dd)(^sc—dd) 

g- = cc + di, r = 2cd, L 

seu 

jp = (cc + dd) {cc — dd), q == 2cd(cc -\-dd), r = Acedd 
erit 

x<=pp, y ~2qq — rr, y(Ax(jo -f- yy) = 2pp + rr, ^! >== £C 4- » 

quibus inventis erit pro triangulo rectangulo quaeaito 

I. cathetus = — , IL cathetus === - • 

0 0 ■ 
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ex quibus conficitur hoc triangiilmii rectangulum in niiuieris 
I. cath. 

area ergo erit = et problemati iba satisfit: 


= II. cath. ^ “* 25-89’ 

89 

72 . 48 B 2 


I. cath. — area = (25 * 89 2176) 

II. cath.--area==/i|, (89 --72) 


144 • 49 
25 • B9* 

17 -17 -255 
26 • H9* 


/ 12'7 Y 
Aft- 89 /’ 

/1(!>17Y 
A 5 • 89/ ■ 


BXEMPLTJM 2 

10. Sit c ■== 3 et d <« 1 ac seqiientes prodibunt valorOB 

jp = 10 • 8, g ■— » 6 • 10, f * 0 • 0* 

qui per 4 divisi ad minores terminos hos reducuntur 

P mm 20, 2 lb, f 9. 


Ex his fit 


4625 


X = 400, 1/ “» 369 et ^ ^ 

unde triangulum rectangulum erit 

I cath 11 cath. . 

1, cam. ^ , u. 1*111. ^ 2f,.i85 


m + nif) «« HHl, 


,,, ,1. »-«»i 

111, hypot. Ag, jg5 


atque area == H: ; quare problemati ita satiaflt: 

I. cath. — area == 

II. cath. — area «=*> 


'26”i86»” 


81-41-186-10«9-81-41 
2¥- 186* 


le . 9 . mm / 

' 4 ■ 8 ■ 77 

25 -185* ' 

V 5 ■ 185 

HI -41 41 / 

' 9.41 

2fi • 185* ' 

6 • 185 


SOLUTIO SEOENDA 

11. Sumatur ex solutione praecedente owma pontorior p 
qui requirit hos valores 


V{rr m), 
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r-cc + dd, q- 2od. ■ p _ 

cc + dd 
sen 

r = (cc ddy , q — 2cd(cc dd), p — 2cd{cc — d(f), 

x=pp, y = 2qq — rr, y{^xx-[-yy)=2pp — rr et ut ante z = x ■ 

rr 

Quia autem esse debet 2qq>rr, erit Sccdd > (cc -j- ddf et 2cdV2 > cc -{■ dd 
seu 0 > cc — 2cdy2 -{- dd, quod hue redit, ut sit cW > (c — dI]/2)^; ergo 

vel d>c — dy2 seu -- > — — - ■ 

0 l + ]/2 

vel d>dy2 — c seu . 

c 1/2-1 

Ergo si == 1, necesse est, ut sit vel e < I /2 + 1 vel c> l/2 — 1. At est 
c > 1, unde semper erit c>y2 — 1 et 2qq — rr fiet quantitas positiva. Erit 
itaque 

I. cath. = , 11. cath. = - et III. hypot. = . 

e 0 0 


EXEMPLTJM 1 

12. Sit c = 2 et d = 1 ac provenient hi valores 


4 " = 5-5 = 25, g' = 4'6 = 20, j>==4'3 = 12 

hineque 

X = 144, y = 175, y(A:XX + yy) = 337 atque 0 = 144 4- == 

o2o 25 

Unde trianguli quaesiti erit 


I. cath. 


203 _ 288-25 18-26 450 

7 — 253 ’“■253' 


n. cath. 


y ^ 26-176 _^ 4376 
7'“ 4048 4048’ 


m. hypot - .ve*-* + S'?) 


^6 • 3£7 8425 

4048 ““ ibis ■ 


Area itaque erit = , unde problemati hoc modo satisfit, 

ut sit; 
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SOLUTIO PROBLEMATIS DIPPIOILLIMI A FERMATIO PROPOSITI [65-56 


I cath. 
IL cath. 


area 


area 


225 (32 -253 -4375) 
“‘16^25#“ 

26(175 •263 -9.4375' 
253.1048 


225 • 61 ^ , 

^ 15 • 61 

16 . 253 * 

^ 4.253 

1 . 25 . 7-28 i 

f 25 . 14 

16 . 253 “ ' 

^ 4-253 


EXEMPLUM 2 

13. Sit c = 3 et = 1 ac prodibunt hi valores 

7’ = IQ. 10, g’=6'10, jp*=6.H 
sen 

r = 25, 2 = 15, p^l2 

hmcque 

X — 144, y = 175, -j- =“ 337 5 

qui valores cum sint iidem qui in exemplo praecedente, hinc nulla nova 
oritur solutio.^) Maiores autem numeros pro c et non substituo, quod inde 
mmis complicati valores pro x, y Q>i s prodeunt; praecipua enim cura in hoc 

debet poni, ut triangula in minimis, quantum fieri potest, numeris expressa 
reperiantur. 


SOLUTIO TERTIA 


14. Cum ixx yy = — iyq^rr r*‘ esse debeat 

eius radicem- ponamus hie = '2pp 222 , ut sit y(4:xx 4 - yy) => 
atque prodibit haec aequatio 


quadratum, 

± 


— 4:qyrr = 

unde fit == + et 

— t&aa 


rel p^.^y(2rr-8qq) vel p ^ ~y{8qq ~2rr), 
Sebi^u^que oportet 2qq>rr, prior valor erit inutilis 

^ 2rr), x~pp, y = 2qq rr et y{4txx-\-yy)’=:^2pp — 222 

1) Reyera est - 176. Ob valorem aegativum ipaius y hoc exemplom reiici debet. F. R. 
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atque ut ante z = Erit ergo 

. Lcath. =-^, 11 cath. =1, in. hypot. = 

Nunc ergo hue devenimus, ut 8qq — 2rr reddatur quadratum. Sit eius radix 
- + eritque iq — 2r= ^^{2q-j-r) seu Addq — 2ddr ^2ccq -{- ccr 

Mncqne q = cc-\-2dd et r = Ud~2cc, 2q + r=8dd atque V{8qq — 2rr) = 8cd 
hineque P === ■ Quare in integris multiplicando per 2dd-{-cc fiet 

p==Acd{2dd — cc), q=^(2dd + ccy, r = 2{2dd ~ cc){2dd cc), 
x^pp, y^2qq — rr, V{4:XX -j- ijy) ^ 2pp ~ 2qq, ^ = a; 4 - 


EXEMPLIJM 1 


15. Sit c = 1 , c? == 1 ; erit 

2 ) == 4, q = 9, r=Q, 

16, y = 126, ^{ixx yy)=^l^ et ^( = 16 + 


126 • 25 207 9 • 23 


36 


2 


I. cath. 


, II. cath. = 1^1 , III. hypot. 


207 


207 ’ 


260 
■'267 ' 


Area vero erit 


64 • 126 

64-14 . 

' 20f ^207 

= 9 : 28 ^ 

area 


9 . 23 “ 


262-23 — 64-14 

area =» 

9 - 23 “ 


9 .- 23 » 


g-ggj 


\ 3 ■ 23 / 


Hoeque exemplum sine dubio in numeris minimis existit, uti deinceps 
[§ 30] ostendam. 


EXEMPLUM 2 

16. Quia debet esse 2qq>rr, oportet, ut sit >2 — 1/2; nihilque refert, 
sive sit 2dd>cc sive minus, quia nihil obstat, quominus p, q, r esse queant 
numeri negativi. 
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Sit igitur d = 2, c=3; e'rit 2(:?(i — cc == — 1, 2dd -{■ cc \1 atquo 
j, = _24-1 = -24, 51 = 17 17 = 289, r = — 2-17 = ~ 34 , 
a? = 576, 2/ = 2-7-41-17^ y(4!rfl3 + «/;?/) = 2 • 5 • 53 • 313, 

^==576 4- 2-7-41-17®-313’ _ 28118266 i) 

" “"2 V 


I. cath. 


2304 

28118256' 


11. cath. 


28.41.17® 
28118265 ’ 


HI. hypot. 


4.5 .5.3.313 

28118256 


17. In his omnibus exemplis notari merotiir perinde esse, sive littorarum 0 
it c? valores capiantur ^firmativi sive negativi; inde enim tantum valores p vel q 
re r prodeunt negativi neque propterea valores x et y alterantur. Vei’um valoi' 
psius ^ variationem subit, ex quo pro ^ semper duplex valor assignari poterit, 
dter, qui iam est exhibitus alter vero a; + + 

licque oh duplicem valorem ipsius ^ singula exempla allata duplicabuntur. 


18. Huiusmodi solutiones particulares plures adhuc eHcere licet, dum 
Jiae idoneae quantitates pro radice quadrata huius formae ip*-{-4q^—4qqrr4-r‘^ 

rqinZ*''''* + obtinebitur haec 


iqqrr ~ iqqrr ± 4:pp(2qq + rr) seu pp(2qq + rr) = If 2qqrr, 
nde patet signum inferius valere esseque 

y'(4a:!K + yy) = rr 2qq — 2pp 


Eistente 


vel j 3 = _. HL yg] _ pr 

y2(2ffff + rr) ^ y^lrr-pp)' 


1) Editio princeps nec non OommmtaUones arithmeticae: 
ilsus numerator ipsius g ex formula manca 


■ ®— I cath - 

2 90988 ’ 


tus est. 




34 >" 


Oorrexit P. R, 


58-59] SOLUTIO PROBLEMATIS DIPPICILLIMI A FERMATIO PROPOSITI 


233 


quae formulae iam facile rationales redduntur. Hie ergo si ponatur r = 3, 
jP = 1, erit q == et in integris 

= 4, 3 = 3, f = 12, 
a; = 16, i/== — 126, ]/(4a;a; + ?/ 2 /) = 130, 

qui casus ob y negativum non convenit quaestioni. 

19. Quoniam cardo quaestionis in hoc versatur, ut haec expressio red- 
datur quadratum (^qq-— rrf, potest hoc generaliter ita effici, ut eius 

radix ponatur = 2f/f/ — rr + unde fiet == “ 1 ( 233 — ■»*»')+ 

(nn — = nin(2qq — rr) et 

y mn(2qq~rr) -\/ 2qq — rr 

- = mn y — - T) 

nn — m m * ^ n n — on on) 

cui conditioni satisfiet eiusmodi numeros pro m et n quaerendo, ut sit 
mn(nvi — mm) numerus huius formae 2ff — gg. Verum haec solutio facilius 
obtinetur ex ipsa praeparatione ad solutionem tradita, quae, si recte tractetur, 
omnes solutiones non solum in se complectitur, sed etiam solutiones in 
minoribus numeris omnes commode exhibet. Earn data opera evolvam. 


SOLUTIO GBNERALIS 


20. Assumtis cathetis trianguli quaesiti * et ponatur statim, ut 
anguli recti ratio habeatur, x~ab, y aa' — hb eritque trianguli 

2ab 


I. cath. 


Yx IT 0/Qi~~“bb TTT OfCC ~^bb 

IL cath. = — — , HI. hypot. = — — 

0 ^ 


, . . - . ahiaa-- hh) 

et area hums trianguli erit — - . 

Invenimus autem primo (§ 4) 

2qqxx + qqxy~2pqxy 


2qqx—ppy 


seu Z‘=x-\- 


xy(p-q y . 
^qqoo-ppy’ 


90 


Lbowhabpi JSut.»iu Opera omnia I 2 Comment ationes arithmeticae 



_ diffioillimi a pkematio pbopobiti 

vel qma q tarn negative quam affirmative accipere Ucefc, ©rit. 


[ 59 -~ 6 C 


^qqx-ppy 


existent© co — et y =« aa * — * hh* 


; 2 ^ «= a? -f* 


«, ^ («« r l>b){p ± q'f 

^ ^ mm 


MMl aliud ergo efficiendum restat, nisi ut haec flAnnatiA o 

sen haec a6quatio 2qqxas — pqtxy mm rrxx 

W~ 99 )lh. numeras hums forma© 2ff-~gg sen 

B igitur pro a et 6 lam Imiusmodi valores esse erutos, ut sit 

aHaa~bb)^(2ff^gg)U. 

Cum igitur ob a; =.(*& sit 

time statim sponte se prodit 

f-A et 

Sit ergo erit et atque 

= 0& H- A)* 
gghh 

eruntque trianguli rectanguli quaesiti latera 
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I cath. 
11. cath. 
in. hypot. 


2 ah 
0 

aa—hh 


2a'bggh}h 


ahgghh + {aa ~hh)(ah 
(aa — hh)gghh 


g ahgghh -f (cia — 6 6) (a& i fhy 


aa-j-hh 

g 


(aa + h'b)gghh 


aiggh'h + {aa — 'hh){a'b±:f'hy 






% 


23. Possimt etiam ex huiusmodi valoribus ipsarum a et 5 quibusvis 
innumerabilia triangula rectangula, quae quaesito satisfaciant, erui. Posito 
enim jp = si sit ab(aa — Ih) = {^ff— gg)Mi, erit 

(2ff— gg)hh = 2qg, — rr seu 2{ffh'h — qq) == gghJi — rr. 

Ponatur 2{fh + g) « “ (gJi + r) eritque fh — q= ” {gh — r) et hinc reperietur 

2mng'h — (2nnj-mm)fh _ {^ 2 nn + m m)gh — lmnfh^^ 

~ 2 n w ~mm ’ inn — mm 


vel in numeris integris erit 

p =‘(2nn — mm)a'b, 
q =■ 2mngh — (2nn + mvr^fh, 
r =■ (2nn 4' mm)g}i — ^mnfh. 

24. Inventis sic valoribus his p, q Qi r erit 

airr + (aa — ± (Z)'* 

g 

TT 

atque trianguli quaesiti latera erunt 

I. cath. II. cath. = et III. hypot. = 

0 » 

1) Editio primoeps atque etiam Gomnent arifhm. denominatorem exMbent 

2ahgghh^(aa-hl)(ah±fhy. Oorrexit P. B. 

80* 
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unde pro singulis idoneis valoribus ipsarum a et h, tifc aii ab(aa ~m-42ff f,a)hj, 
pLmnt.'' assumendos imuuriorahilia Wnugula oxhiLri 

25. Quoniain igitur totum negotium hue redit, ufc pro a ot. b eiusmodi 
numen assumantur. ut productum ah(aa-^bb) sivo ab(a + b)(a^h) flat 
uumerus hums formae (2ff~-gg)U, quo hoe fadlius eftici i , loll 

IT '''‘Mo'" I-«,.icuum™t 

x ^ coJitmen omnea numeroa quadmtos, quipp© oui orodeunt 

aupfatd’ ponTI™ "‘t” p” "T ™«'»> •“““s'-i ‘la^irati 

W iT ‘87- 1«. 1«. 14r. 151' 113 

IM. 161. 162, 164, 167, 169, 175 , 1,8, 184, 188, 191, Ipi, d, 199, m. m 

in hac forma 8o> + rcmtto^T”T”V**”' “ non solum omnea 

hac gemina fomalm + l contentnbiT°^™."T"T "““®” P"™' 

comprehenduntur. Praeterfln w« • i ccuirunt ideoque in forma 2ti •— uu 

item eorum producta tam per qTaX numT*™*™! T““™“ 
nec non horum prodnotoru^ dupr QrTT-TT“ 
cilo erit boa nnmeroa, quo^qu^^J.^ 

tentofaU^m^oOT,'q!lT"LT'“7“ ““.Primoa in forma 2«-«» con- 
ipai Bint nnmeri in eadem^ forma ^iT °™* T™’ “8* q“i 

• + S, o-S aint vel primi inter ae yel TTnmIm h “• <>• 

hvisore habeant, qui mm in fnrr»« oxx ^ bmanum pro communi 

lingnK fantorea n,T !+» i Ta 1“” “O'®® 

Jno cognito ex tabula fcadlta non eri SI S*” 

'xcerpere, ut non solum a et h sed etiam ^ Pro « et b 

xistant. ’ a~\-h et a — b in eadem tabula 
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28. Quodsi autem a, h et a -{-h, a — b singuli sint numexi formae 
2tt — uu, turn qxioque eorum productmn ab(a-{-h)(a — &) in eadem forma 
continebitur, quod generatini ita ostendi potest. Sint propositi duo numeri 
huius formae, velut 2aa — /?/3 et 2yy — dd; exit eorum productum 

(2aa — ^^)(2yy — Sd) 

= {2ay + - 2(Py -i- aSf 

=== 2(2(xy -|- ^y -(- ccS -f- ^Sy — (2ccy 2l3y -|- 2o!d' -j- l3dy. 

Est enim generaliter 

osx — 2yy = 2{x->ryy — {ci>-\-2yy, 

ita ut bae duae formae 2tt — uu et tt — 2uu inter se congruant. Cum igitur 
productum ex duobus numeris formae 2tt — uu facile ad eandem formam 
revocetur, etiamsi quotcunque numeri buius formae in se invicem multipli- 
centur, eorum productum in eadem forma comprebendi reperietur. 

29. Tribuatur ergo primo ipsi h valor quidam ex tabula numerorum allata 
(§ 25) et in eadem tabula facile dispicietur, utrum insint tres numeri a — b, 
a, a -{-b, qui differ ant illo numero b. Verum banc tabulam inspicienti mox 
patet pro b vel numeros impares vel per 8 divisibiles tantum assumi posse, 
siquidem a et & numeri debent esse inter se primi. Huiusmodi igitur 
valoribus pro b substitutis pro a sequentes prodibunt valores: 


b 

valores ipsius a 

1 

8, 17, 63, 72, 127 

7 

9, 16, 26, lU 

8 

9, 17, 71, 81, 89, 161 

9 

16, 23, 25, 32, 41, 73, 103, 112, 128, 137, 184 

16 

25, 47, 63,97,137,153 

17 

64, 81, 144, 161 

23 

41, 121, 144 

25 

56, 72, 119, 128, 137, 144, 163, 169 



238 


SOLTTTIO P ROBLEMA TIS DIPFICILMMI A M^^liMATIO I'tiOl'OSITl 


i 

1 valores ipsiua , 

31 

32, 63, 72, 81, 113, 144 

32 

41, 49, 81, 121 

41 

72, 103, 112, 153 

47 

56, 72, 79, 81, 97, 128, 144 

49 

72, 113') 

56 

81, 97, 187 

63 

64, 79, 136 

64^) 

73, 89, 127 

71 

73 

72 

79, 89, 97, 103, 119, 121 

74 

89 

79 

— . 

81 : 

97, 112, 118, 


BXEMPLUM 1 


sit "ris" ““ »>ari„s appare 


»S 8, aa-it-ea, 7-4. 9..U. 


mLw t ® it - 0 et 2/'/-- ,4 , 

liptur ;f- 3, p _ 2; et 6M 28 ob&eLm ~ 


^ 8 W/M), O’ 24ww ~ IR/’O/m/m i \ 

a tn 18(2nw + w«), r — 12(2«%~j- 
lui sublato communi divisore 2 erunt 




s) I. pHn.p. Pt,™ 


-D 
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et 


jp — Snn — Amm, g^ = 12mn — l^nn — 9mm, r ~\2nn Qmm — 36mw, 
i* H“ = 12mw — 10%% — = V2mn — 26%% — 5«^%^ 


0 ' 


8 -|- 


rr 


Hinc ergo innumerabiles prodeunt valores ipsius n, ex quorum quovis coiifi- 
citur triangulum rectangulum 

63 TTr-r -1 1 65 


I. cath. 


H 

z ‘ 


II. cath. 


III. hypot. == 


Casusque omnium simplicissimus oritur ponendo %==0 et m — 1, unde fit 


»■ = dz ^ ^ ^ + {- • { ^ = X ^ 

valorum prior est pro casu simplicissimo iam § 15 exposito. 


1216 

quorum 


EXEMPLUM 2 

31. Cum pro quibusque valoribus litterarum a et & infiniti exMberi 

possint valores idonei ipsius z, quorum inventio nulla difficultate laborat 

per ea, quae § 23 et 24 sunt tradita, hie tantum valorem § 22 datum 

adhibere 'sufficiet ob ah{aa-bb) {2ff- gg)hh; 
unde erunt trianguli catheti I. II- =— et hypot. 

Sit igitur & == 7 et a == 9; erit 

a& = 63, a a — && == 32 et ab {aa - bb) = 63 ■ 32 = 16 • 9 • 14 x= (2f f— gg)hh, 

unde fiet ^ = 12, /'■=>3 et ^ = 2, ergo ^==63 + — ^ sen «!==63+ 

ideoque vel e == vel z ==■ -y- ; consequenter triangulum quaesitum erit ut 

ante 

I cath. = II. oath. « , III. hypot. = J • 

EXEMPLUM 3 

32. Quo usus tabulae § 29 exhibitae clarius perspiciatur, sumamus pro 
a et & maiores numeros sitque & == 41 et a == 112, ut sit = 7 - 16 - 41, 
aa-bb^n-9-n-, erit u&(oa -- &&) = 16 - 9 - 7 - 17 • 41 - 71 = (2/'/--^f^)M et 
h = 12 atque 7 - 17 . 41 - 71 = 2ff— gg. At est 

7 - 3* -.2-1*, 17 = 2 • 3* ~ 1*, 41 - 7* - 2 . 2*, 71 - 2 ■ 6* - 1*, 
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unde fit 

Atque 

ergo 


Ifm. n» _ 


15*. 

nf - :ir»* . 


. »>ui 

mt,! « 

)*~2(5i. 

1 

M 

m 

I 

1 

IB*; 

•2.578®- 

- 557®. 


“■MW infiliitiH aliii modb 

fieri 


/, or, r, , ‘ •n-4i«71 — .2.417»_ W .if. f 

. - 37. Ergo Ob f _ 12 erit A - 12 . 8 . ot ^ 1, 

^ 16 • 7 • 41 4- ’'lOO • 7 • 4J ^ 4 . 9 . 189)i 

1« •9.87. 87 


16 • 7 ■ 41 4- 


n. 71 (4. 7 .41 — 9.1311 

87.87 


^ =« 16 . 7 . 41 4- 7'^* 71 • 103 . 108 1909 lf>l I 

87.37 "" 1999 


f 

qoo obanebite triMgolmn reotangul™ 


I. cath, « HiLyes ,, 

1909l5ir» cath. 


108(58.1300 
19091611" ' 


14926.1369 

19091611 


DECOUVEETE D’TJNE LOI TOUT EXTEAORDINAIEE 
DES NOMBEES PAE EAPPOET A LA SOMME 
DE LEUES DITISEUES') 


Comm6nta,tio 175 indiois Enestroemiani 
Bibliotli^ue impartiale 8, 1751, p. 10—31 


1. Les Mathematiciens out tach^ jusqu’ici en vain k d^eouvrir quelque 
ordre dans la progression des nombres premiers, et on a lieu de croire que 
c’est un mysWre auquel I’esprit humain ne sauroit jamais pdndtrer. Pour 
s’en convaincre, on n’a qu’k jetter les yenx sur les tables des nombres pre- 
miers, que quelques-uns se sont donn(^ la peine de continuer au-delk de cent 
mille et on s’appercevra d’abord qu'il n'y regne aucun ordre ni r^gle. Cette 
circonstance ost d’autant plus surprenante, que rArithm.etique nous fournit 
des regies sures, par le moyen desquelles on est en 4tat de continuer la pro- 
gression de ces nombres aussi loin qu’on souhaite, sans pourtant nous y 
laisser la moindre marque de quelque ordre. Je me crois aussi bien 41oign4 
de ce but, mais je viens de d^couvrir une loi fort bizarre parmi les sommes 
des diviseurs des nombres naturels, qui, au premier coup d’oeil, paroissent 
aussi irr^gulieres que la progression des nombres premiers, et qui semblent 
m6me enveloper celle-ci. Cette r^gle,' que je vai expliquer, est k mon avis 

1) Oe m^moire a 4galement public, comme „ineditum“, d’apr&s un manuscrit de l’Acad4mie 
de Berlin dans les CommentaUones arUJmeUcae 2, 1849, p. 639, et ensuite dans les Opera postuma 1, 
1862, p. 76, les ^diteurs, P. H. et N. Puss, n’ayant pas eu connaissanoe de la publication anterieure, 
faite dans la Bibliothfeque impartiale. Of. Comment arithm. Prooemium, p. XVIII, No. 57, Suppl. 
Prooem., No. 1, et t. n, p. VIII; en outre P. Staokbi, nnd W. Ahiibns, Der Briefweclisd zwisdim 
0. Q-. J. Jaoobi wnd P. JS. ron Fass iiber die Herausgdbe der Werhe Lmonbard Folsrs, Leipzig 1908, 
p. 59 et 83. II faut remarquer que le texte de la Bibliotbfeque impartiale differe sur plusieurs 
points de celui des Comment, arithm. et des Op. post. Nous avons reproduit int^gralement dans notre 
Edition le texte de la Bibliotb^que impartiale. Voir aussi le m^moire 243 de ce volume. P, B. 

Lbomhakdi Etobki Opera omnia Is CommentationeB arithmetioae fll 
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. 1 Qu’elle appartient it. cb dont noim pouvons 

deTa v«, sauB on donnor »m> ddnK.nBtmt.um i«a'Wk. Ndan- 
mls ralortorai de tell* preavea, qu'm. „<m™ praaquo loa e.™a«o. 
rZ; Vvaltea a uae ddmomteation rigourauBd. 

2 L« nombres pramiera ae diatinguant do» autraa tmn.tom a.i_co qa'ila 

n’admettent d’autaa ;t,'pa;“'mi« ZJ Z 

a^ no^da colpoada, com«,o par eramplo to nombr,. In „u.. <mte» umM 
rM-mame, aat divisible par 3 ot 5. Dene uu guneml, m in neml™ , 
1 prefer, U ne sera diviaible quo par 1 et. par p; ma.H a. V >'f '■>. uembro 
“mpoad D aura, outre 1 et p, encore d'autroa .Uv.mm™; et p,u-tonl. to le 
rrtor'caa, la a^me dea diviaeura sera - 1 i P. -I dana 1 autre c-aa, elto aora 
dIus erande que 1 + JP- Oomme mes r4tl«xiun« kuivsuiWh rDidfruut sur la 
somme des diviseurs de chaque nombre, je me Ht-rvinii d’un certam r-amctero 
pour la marquer. La lettre f qu'oa emploio claim I amiljae dtm mhum pour 
indiquer les intdgrales, ^tant mise devaufc im uombro, uw iiianiuora la somme 
de ses diviseurs^): aiusi fl2 signiflem la somme do tons bm divmmirs du 
uombre 12 qui sent 1 + 2 + B + 4+ 0 + 12 ^ 2H. do sorto quo /U -28. 
Cola pos4, on verra qne /60-lGB et Jl{K)«2n. Mam. mnnmo lumto na 
d’autre diviseur qu’elle-mfeme, on aura J 1 - 1. Or la r.jpbro 0, oLuit divi- 
sible par tout nombre, la valeur de Jl) sera infiiue. tlopondaiit.^ daiw la suite, 
je lui assignerai, pour cbaque cas propos4, uito valour dotormiuoo, cuiivwiable 

h. men dessein. 


3. Ayant done 4tabli ce signs / pour martiuor la sommo dos diviseurs 
du nombre devant lequel il eat poa4, il osl clair quo »t p immjiiw uu nombre 
premier, la valeur de fp sera — 1 +p; oxeoptd le rm uii p •« I , tlans lequel 
il y a Jl — 1, et non pas |*1 — l-j-l*, d’oii Ton voit. quon doit exclure 
rtinit6 de la suite des nombres premiers, de sorto quo runito dtaut le com- 


1) Voir les m^moires 162 , 243 et Sttrloat 1# 244 d» m Voir auwi la 

d’EuMiK Si Qoldbaoh dn 1" avr. 1747, Owei^iOfMiflwr*’ el pMkr par P. Jl- 
St-Ptestowg 1843, 1. 1, p. 407, et la lettre k r.‘Ai,*:M«KHT da t» r«vrter 1748 paWiie 

par P, StIokel, Biblioth. Mathem. 11 *, 1810/1, p. 3SU| Lmmmmmm Mt-t-m Opera tmdth 
series HL E; 
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mencement des nombres entiers, n’est ni premier ni composd. Or, si le 
nombre p n’est pas premier, la valeur de Jp sera plus grande que 1 -f ^ 3 . 
Dans ce cas, on trouvera aisdment la valeur de fp par les facteurs du 
nombre p. Car soient a, b, c, d, etc. des nombres premiers differens ontre 
eux, on verra aisdment que 

Jab = 1 + a -j- & -|- a& = (1 -|- a) (1 -j- &) ~ ■ f^> 

J abc = (1 -p <*) (1 + &) (1 -(- c) =J a •J'b • pc, 
J^abcd=Ja-fb.fc-fd, 
etc. 

Pour les puissances des nombres premiers, on a besoin des rdgles particulieres, 
comme 

= 1 + a + o" = —i, 

a — 1 

= 1 -P a _|- a** + a» = , 

. •/ a—1 

et generalement 


Et par le moyen de celles-ci, on pourra assignor la somine des diviseurs de 
chaque nombre, tout compost qu’il puisse etre; ce qui sera clair par les for- 
mules suivantes: 

fa?b -fa’fb, 
faV -fa’-fb>, 

J a^b^c = J' J'b^- J" 3, 

et gdndralement 

Ainsi, pour trouver la valeur de CSQO, puisque 360 se r^sout dans ces facteurs 
2®-3^-r), j’aurai 

fm= y2’'-3A5=-y2»- y3'-y6 = 15-13-6 = 1170. 

4. Pour mettre devant les yeux la progression des sommes des divi- 
seurs, j’ajouterai la table suivante qui contient les sommes des diviseurs des 
nombres naturels depuis I’unitd jusqu’k 100: 




— 1 . 


31 * 
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/ i-i 
/ 2 _ 8 
/ 8 _ 4 
/ 4=7 
/ 5 _ 6 
/ 6-12 
fl- 8 
/ 8-16 
/ 9-13 
/10 = 18 
^11 = 12 
/12 = 28 
/ 18-14 
J 14 = 24 
fib = 24 
y’le = 31 
/17 = 18 
/18 = 39 
/19 = 20 
/20 = 42 


/21 = 32 

y41«»42 

J ()1 ^ (>2 

/ 81 “ 121 

f22 = 36 

y42 - 96 

J(;2« DO' 

1 82 »» 12() 

J23 = 24 

y48 =• 44 

Jt53 » 104 

j 83 “ 84 

J 24 = 60 

y44=».84 

^ ()4 127 

I 84 ** 224" 

y 25 = 31 

J Ab 78 

j (55 « H4 

1 8,) sa 1()H 

|26 = 42 

y46=- 72 

Jm ~ 144 

j 8t! »» 132 

/27-40 

y47- 48 

/b 7« ea 

J" 87 — 120 

l'28 ■=> 56 

y48 - 124 

Jm — 12B 

jf 88 »» 180 

/29-80 

y 49 57 


1 81) « 90 

i 

O 

y’50« 93 

J 71) M 144 

j 90 234 

J31«32 

y51« 72 

y 71 »» 72 

91 - 112 

y32=«63 

y62« 98 

J 72 - im 

1 92 ** lOH 

y33 ‘»=“ 48 

J 53 1®*® 54 

1 73 74 

f 93 »w 128 

t/ 

y 34 =• 54 

y64-120 

j 74 114 

y 94 — 144 

y‘36 - 48 

y65« 72 

j 75 « 124 

f 95 - 120 

y 36 »*“ 91 

fbb « 120 

J m 140 

f 96 - 252 

y37 - 38 

y67« 80 

J 77 “ 9Ci 

/‘97— 98 

oo 

! 

O 

y 58 »*• 90 

^ 7H » IfiH 

j J tH 171 

f39 - 66 

y59~ 60 

J71)— HO 

f 99 — 156 

y40«90 

y60~168 

Jm — 180 

I\m »« 217. 


Je ne doute pas que, pour peu qu’on regardo la progression de ces nombres, 
on ne d4sespere presque d’y d^couTiir le moindre ordrt, vii que rirrdgulariM 
de la suite des nombres premiers s’y trouve entremfelde tolloment, qu’il eem- 
blera d’abord impossible d’indiquer quelque loi qua ces nombres obsorvent 


15—17] PAB BAPP ORT A LA SOMME DE LEUES DIVISEUES 245 

entre eux, sans qu’on sache celle des nonabres premiers. II semble meme 
qu’il y a ici beaucoup plus de bizarrerie que dans les nombres premiers. 

5. Ndanmoins, j’ai remarque^) que cette progression suit une loi bien 
r^gl^e et qu’elle est mbme comprise dans I’ordre des progressions que les 
Geometres nomment recurrentes, de sorte qu’on pent toujours former cbacun 
de ces termes par quelques-uns des pr^cedens, suivant une r^gle constante. 
Car si marque un terme quelconque de cette irr^guliere progression, et 
i), J'in 2), J"(n — 3), ^j^(n — 4), J'(n — 5), etc. des termes prdcedens, 
je dis que la valeur de J"n est toujours composee de quelques-uns des prd- 
c^dens suivant cette formule: 

fn =f(n - 1) +f(n - 2) -f(n - 5) -f(n - 7) +/(w - 12) -]-f{n - 15) 
./'(^ ~ 

+f{n — 70) -f- f(n — 77) —f(n — 92) — f{n — 100) etc. 

Dans cette formule, il y a li remarquer: 

I. Que dans I’alt^ration des signes -f- et — , chacun se trouve toujours 
mis deux fois de suite. 

II. La progression des nombres 1, 2, 5, 7, 12, 15, etc. qu’il faut succes- 
sivement retrancher du nombre proposd n, deviendra dvidente, en prenant 
leurs differences: 

N. 1, 2, 6, 7, 12, 1.5, 22, 26, 35, 40, 51, 57, 70, 77, 92, 100, etc. 
Diff. 1, 3, 2, 5, 3, 7, 4, 9, 5, 11, 6, 13, 7, 15, 8, etc. 

Car alternativement, on aura tons les nombres naturels 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc. 
et les nombres impairs 3, 5, 7, 9, 11, etc., d^od Ton pourra continuer la suite 
de ces nombres aussi loin qu’on voudra. 

III. Quoique cette suite aille d I’infini, on n’en doit prendre, dans chaque 
cas, que les termes depuis le commencement oti le nombre mis aprfes le signe f 
est encore positif, en omettant ceux qui renferment des nombres n^gatifs. 

IV. S’il arrive que le terme ^0 se rencontre dans cette formule, comme 
sa valeur est inddterminde en elle-m6me, il faut, dans chaque cas, au lieu 
de y’ 3, mettre le nombre mfime propose. 

1) Voir la lettre d'EuLER 'a Goldbaoh cit4e p. 242. 


F. E. 
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6. Ces choses remarqu4es, il ne sera pas difficile de faire 1 application 
de cette formule k cliaque noinbre propose et de se convaiiicro de sa verite, 
nar antant d’exemples qu’on voudra ddveloper. Et comme je dois avoner 
que. je ne snis pas en 6tat d’en donner ime demonstration rigonreuse, j’en 
ferai voir sa justesse par un assez grand nombre d exemples: 

J' '2, =‘J' — 

j3=/2+/l = 3 + l=-4, 

J' 3-]-^2==4-|-3=*'7> 

y’ 5 = ^ 4 "V j" 3 — ^0‘==7-|~4 — r)«»“ 6, 

j" 1 =f Q+f 5—/ 2— y’ 0 — 12 4- 6— 8 — '7*- H, 
y* 8 =y’ 7 4- f ^—f 3 — y’ 1— 84- 12“ 4““1 
y* 9— y'8 4-y*'7’ — y* 4 — y*2 — 15 4" ® — 7— -3 — 18» 
/l0-/9-f/8“/6“/3-134-15"- 

/11-/10+/9-/6-/4 ^18 4.18“12~7~12, 

yi2=y’ll4-y’lO“/7“/5 4-/0-12 + l8“ 8- (i + 12-.2H, 

/13-/12+/11-/8-/6+/1 -284-12“tr>“i2-H 1-«14» 

yi4 =y'l3 4-yi2 — 'J* 9 — y* 7 4" y2 — 144"28*~-18*““ H -p 8«'«24, 

yi5 = yi44- yi3__yio— y 84-y34' yb— 244 - 14 — 18 — 15 4 - 44 - 15 — 24 , 

fie -fib +/U -fll -f 9 +/4 +/1 -244-24“ 12- 18+ 7+ I- 81, 

yi7 =yi6 +y 15 -yi2 -y 10 + ys + f 2 - m + 24 - 2 h ih + a + a « is, 
y 18 -y 17 +yi 6 -y 13 -y 11 +y 6 +y 8 - is + ai — u - 12 + 12 + 4 « m, 
yi9-yi8+yi7“yi4— yi2+y7+y4-39+iH-24“2H+ h+ 7-20, 
y 20 — yi9 +y is ~-y I8 J * is + ys + y r? — 20 + aa ~ 24 — 14 + 15 + 6 — 42» 
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Je crois ces exemples sufflsans pour ne pas s’imaginer que c’est par un pur 
hazard que ma regie se trouve d’accord avec la verity. 

7. Si Ton doutoit encore, si la loi des nombres h retrancher 1, 2, 5, 7, 
12, 15, etc. 6toit pr^cisement celle que j’ai indiqude, vu que dans les exemples 
donnes, il n’entre que les six premiers de ces nombres par lesquels la loi ne 
pourroit pas encore paroitre assez 4tablie, je vai donner quelques exemples 
de plus grands nombres. 

I. Soit proposd le nombre 101 dont on veuille cliercher la somme de ses 
diviseurs, et on aura 

f 101 =/ 100 +/ 99 ~f 96 -/94 +/89 4-/86 -/79 — /75 
+/66 +/ 61 -/ 60 -/ 44 +/ 81 +/24 -/ 9 -/l 
= + 217 + 156 — 252 — 144 + 90 4- 132 — 80 — 124 
4- 144 4- 62 — 93 — 84 + 32 + 60 — 13 — 1, 

ou joignant deux h deux 

/lOl = 4- 373 — 396 4- 222 — 204 4- 206 — 177 + 92 — 14, 

ce qui donne / 101 == 102> d’oti Ton connoitroit que 101 est un nombre premier, 
si on ne le savoit d’ailleurs, 

II. Soit proposd le nombre 301 dont on veut savoir la somme de ses 
diviseurs, et on aura 

differ. 1 8 2 6 8 7 4 9 

/ 301 =/ 300 4-/ 299 — / 296 — / 294 +/289 +f 286 — / 279 — /275 

6 11 6 18 7 16 8 17 

4-/ 266 +f 261 — / 250 -/244 4-/231 +/ 224 -/ 209 — / 201 

9 19 10 21 11 23 12 26 

4-/ 184 4-/ 175 — / 156 — / 146 4- / 125 -\-f 114 -/ 91 — / 79 

13 27 14 

+/64+/41-/14-/0, 

oh il est clair, comment par le moyen des differences, on pent ais^ment former 
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cette suite pour chaque cas propose. Or, prenant ces soininos dt* divisours 
on trouvera 

fBOl = + 868 - 570 + 307 - 416 + 480 ~ 468 + 384 

+ 336 - 684 + 504 - 372 + 390 — 434 -f 504 

- 240 + 360 - 392 + 156 - 112 + 120 ~ 24 

— 272 + 248 - 222 + 240-- 80 + 42 — 301 

ou 

f 301 = + 4939 - 4587 - 352 , 

d’oii Ton connoit que 301 n’est pas premier. Or, jtuiHqiui 301 7 • 43, tm aura 

f 301 -/7 ■ /'48 =« 8 • 4^1 — 352 , 
comme la r^gle vient de montrer. 


8. Ces exemples que je yiens de developer, otoront Bana doute tout 
scrupule qu’on auroit pu encore avoir sur la v4ritd de ma formula. Or, par 
Ik mSme, on sera d’autant plus surpris de cette belle pro|iri4tti, no voyant 
aucune liaison entre la composition de ma formula et la nature des diviseura 
sur la somme desquels roule la proposition, La progresHion doB nombres 
1, 2, 5, 7, 12, 16, etc. ne paroit non seulement avoir nul raport au siiyet 
dont il s’agit, mais, comme la loi de ces nombras est interrompui et qu’ila 
sont raSl^s de deux progressions r4gulieres differentaa, k savoir 

de 1, 5, 12, 22, 35, 61, etc. et de 2, 7, 16, 26, 40, 57, etc., 

il semble presque qu’une telle irr%ularit4 ne sauroit trouver lieu dans I’ana- 
lyse. De plus, le d4faut d’une demonstration n’en doit pa« p(m augnienter 
la surprise; vu qn’il seroit presque moralement impossibb' de parvenir h la 
d6couverte d’une telle propri6t4, sans y avoir itd conduit par mw nuithode 
certaine qni pourroit tenir lien d’une parfaite demonstration. J’avou5 aussi 
que ce n a pas par un pur hazard que je suis tombd sur cette tldcouverte; 
mais une autre proposition d’uue pareille nature qui doit Stre jugde vraie, 
quoique je nen puisse donner une demonstration, m’a ouvert le chamin 
e parvenir ce e belle propri4t4. It Men qua chose iiii route que 
sui a na ure es nombres k laquelle I’analyse des inllnis ne paroit pas 6tre 
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applicable, c est pourtant par le moyen des differentiations et plusieurs antres 
detours que j’ai 4td conduit h cette conclusion. Je souhaiterois qu’on trouvat 
un chemin plus court et plus naturel d’y parvenir, et peut-6tre que la con- 
sideration de la route que j’ai suivie y pourra conduire. 

9. II y a long-terns^) que je considerai, k I’occasion du problbme de la 
partition des nombres, cette expression 

(1 _ a;) (1 - x^) (1 - (1 - x^) (1 - (1 - rr«) (1 - x^ (1 - x^) etc. 

La supposant continu^e k linfini, j’ai multipli^ actuelleinent un grand nombre 
de facteurs ensemble, pour voir la forme de la serie qui en rdsulteroit, et 
j’ai trouv6 cette progression 

I — CO — x^ + x’ ~ x^"^— x^'^ x^^ + — x^^ — x^^ -f etc., 

oti les exposans de x sont les mSmes nombres qui entrent dans la formule 
prdcedente; et aussi les signes + et — se trouvent doubles. On n’a qu’k 
entreprendre cette multiplication et k la continuer aussi loin qu’on jugerk k 
propos, pour se convaincre de la v6rit6 de cette serie. Aussi n’ai-je point d’autre 
preuve pour cela qu’une longue induction que j’ai du moins poussee si loin, 
q^u 0 jo no puis on aucuiio luaiiioi^o doutor do la loi dout cos toriuos ot lours 
exposans sont founds. J’ai long -terns cherclid en vain une demonstration 
rigourouse que cette B(uie doit 6tre dgale k Texpression proposde 
(1 a;)(l a 3 ®)(l a;“) etc. et j’ai propos4 la m6me demande k quelques-uns 

de mes amis^) dont je connois la force dans ces sortes de questions; mais 
tons sont tomb^s avec moi d’accord sur la v4rit^ de cette conversion, sans en 
avoir pu ddterrer aucune source de d(^monstration. Ce sera done une v^rit^ 
connufi, mais pas encore d^montri^e, que si Ton pose 

S ““ (1 — ») (1 — ox?) (1 — (1 — x^) (1 — x^) (1 — »«) etc. , 

la m^me quantity s se pourra aussi exprimer de la sorte 

s«=«l — a; — a:’-)- aj^rf x^ — ■ x^^~x^^ -f a:** -f ~ a;®* — a?" -f- etc. 

1) Voir le m^moire 168 de oe volume, sp^cialement la note p. 191. E. E. 

2) Voir les lettres d’EuLBR a Goldbaoh du 16 oot. 1743, Gorrespondcincc math, et phys. 
publido par. P. H. Fuss, St-P^tersbourg 1843, 1. 1, p. 265, et a Nio. Bbenoulli du 1®* sept, et du 
10 nov. 1742, Ij, Fulsri Opera postuma, 1 . 1 , p. 627 et p, 533; les r^ponses de ces savants se 
trouvent dans la Gorrespondance cit^e, 1. 1, p. 270 et 1. 11, p. 698; IjEonsarui Fuleri Opera omnia, 
series III. F. R. 

Lisqnuakbi EtjXiBEi opera omnia Is Commentationes aritlimeticae 
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Car chacun est en 4tat de se convaincre dt^ cetto voriki par la rdaolution ac- 
tuelle k tel point qu’il souhaitera; et il paroit imposHiblo (!«« la loi qu’on a 
d^converte dans 20 termes par exemple, ne aoit point olssc'rviHi dims tons 
les suivans. 


10. Ayant done d4couvert que ces deux expri-fisions infinios wmt dgalea, 
quoique I’^galitd ne puisse toe dtoontrde, toutoa Uw ctmrhiHiouH (pCtm ponrra 
ddduire de cette dgalitd seront de niftme nature, (i'i'strk-dirt' vmit'H Hims fstre 
ddmontr^es. On, si qnelqu’une de ces conclusioiiH pouvoit fiire ddnumtrde, 
on en pourroit rdciproquement tirer une ddmonstriition de rdgalit/s nien- 
tionnde; et e’est en cette vuS que j’ai manid en plusitnirs miinieres cos deux 
expressions, par od j'ai to conduit entre autres h la deetimauin (pie je viens 
d’expliquer, et dont la vdritd doit toe aussi cartaine <pm eelle de TegaUti de 
ces deux expressions. Voilk de quelle maniere j’ai opdri Ciw deux expres- 
sions dtant dgales 

I. s = (1 - ®) (1 - ic*) (1 - - of) (1 - #) (1 - (1 - etc. 

n. s==l — + + + + etc., 


pour ddlivrer la premiere des facteurs, j’en prands les logarithmea, d’oii Ja tire 

Is “ 1(1 — ic) -)- 1(1 — 35®) d" ^(t ““ d" ^(1 Hh 1 (1 “f" ate, 

Maintenant, pour dliminer les logarithms, j’on prands las diniarantiallas, ca qui 
donnera cette Equation 

ds dx 2a;da: , 8sB®da; &x*dx , 

s l-ic l—x* 1— ir* 1 — iic* i — X* 


que je divise par —dx et multiplie par pour avoir 


xds 

sdx 


X . 2®’ , 8# , 4a:* , 


I 


■f' ate. 


La seconde valeur de la mtoe quaatitd s donii© par la dtfrarant.iation 

ds = — da: — 2a;d!» + 5aJ*d« + 7x*dx — t2x^*dx — irir‘*rf.r f ate-., 

de laquelle, en la multipliant par — • a: et divisanfc par ftdx, mi tirara uno autr® 
valeur de — ~ qui sera 

_ ^ x f 2 x‘— 5 x‘— 7 x^+ I2x**-1» 2i***-2i3:^+ etc. 
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11. Soit la valeur de = et nous aurons deux valeurs egales pour 
cette quantity t' 


I t 


£_ , 2^ 4_ 

— X i— a:® 


I 4a:* , 5a:^ , 

l-a:*+ + 1 


6 a:® 


■ a:' 


-f- etc. 


II. f, = 5 a; ^— 7 a;'^ 4- 1 2 a:*^ + ISa:**^ — 22a;^^— 26a:^® + etc. 

1 — a: — a;* + a:® + icTsqr^Mqr^asIl' -- ■ 


De la premiere, je resous chaque terme dans une progression geometrique 
par la division ordinaire, et j’aurai 


i = a:+ a;®+ a:®4- a;* 4- a;^-|- x'' -{• 
-|- 2x^ -|- 2a/* -|- 2a:® 

4" 4^ 3a:® 

4- 4a:* 

4- 5a:® 

4- 3 a:® 

+ 


4 a:®4 

a:® 4 a:*® 4 

a:** 4 

a:*® 

4 etc. 

42 a;® 

42 a:*® 

4 

2a:*® 

4 etc. 

43a;® 

4 

3a:*® 

4 etc. 

44a:® 


+ 

4 a:*® 

4 etc. 


4 5a;*® 



4 etc. 



+ 

6 a:*® 

4 etc. 


7a:, 

4- 8a:® 

4-9a:» 

4-10a:“ 

+ lla:“ 

4 12 a:*® + etc. 


ou il est ais6 de voir que chaque puissance de a: se trouve autant de fois 
que son exposant a de diviseurs, puisque chaque diviseur devient un coeffi- 
cient do la m6me puissance de a:. Ainsi, recueillant tous les termes homo- 
gbnea dans une somrae, le coefficient de chaque puissance de a: sera la soxnme 
de tous les diviseurs de son exposant. Et partant, exprimant ces somrnes de 
diviseurs par la proposition du signe J", comme j’ai fait ci-dessus, j’obtiendrai 
pour t la serie qui suit: ' , 

, t =“>^1 1 • a; 4 ^^2 • a:® 4^/" 3 • a:® 4^ 4 • a:* 4 y'b • a:® 4 /"S • a:® 7 • a:* 4 etc. 

dout la loi de progression est tout h fait manifesto; et, quoiqu’il semble que 
I’induction ait quelque part dans la dOtermination de ces coefflciens, qu’on 
considere Texpression infinie prOcOdente, on s’assurera aisOment de la nOcessitO 
do cette loi de progression. 


82 * 
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12. Substituona cette valeur au lieu do t dans la .sectiiuln expression de 
cette mfime lettre t qui, 4tant d^livrde de fractions, hb rddiiit, en eotto forme 

+ «•” + - ■ (‘Lc.) 

_ a: _ 2x^+5x'^+ 7 x'' - 12x^^ - -f ok. •-.. 0. 

Maintenant, la valeur prdcMente de t dtant miae dans ctitot d(|uation, nous 
trouverons : 

0 = Jl . a;+y’2 ■ »'+ /3 • «*"!-/ 4 • x^+f 5 • - a'®"}; /'7 • 9 .jr»+ etc. 

-x-fl- x^~f2 ■ x‘-fs, • x^-fi • >af 

~2x‘ — fl‘ x^—J *2 • x*—f 3 * x^—J 4 ■ .'s®-- / a . /b . . ^ (j . j|«« ^’ 7 . 

4* 5 a*® 4*^ 1 ■ I t" / d • 4*‘'4' /d • .r® > f ■ ok, 
4-7*^4;/‘l'i»'*fj2-;r*'+atc. 

Ici, il eat aia 4 d’observer que lea coeflBciena do chaquo |nns8anc.o do x aunt les 
sommes des diviseurs, premierement de Texpoftant do cot, to puiasanco nifmie, et 
ensuite des autrea nombres plus petits (jui rtisulknt si ftJii oto succossivoraent 
de I'exposant les nombres 1, 2, 6, 7, 12, 15, 22, 2(i, bU\ Knsuiltt, si I’oxposaut 
de la puissance de x est dgal h un krmo do eotto sorio nuint'riqno, alors ce 
mfeme terme accompagne encore lea coofticioim. Kn troiaionio lion, I’ordro des 
signes n’a besoin d’aucun dclairciasement. Ainsi, on conclura on gonoml que 
la puissance x” aura ces coeffieiens: 

fn -fin - 1) ~f{n - 2) +/(« - 6) 4- /(n ~ 1 ) - ■ 12) ^-. /‘(« -■ 15) + etc., 

jusqu^ ce qu’on parvienne k des norabros ndgatifa. Maia, «i quolqti’im de 
ces nombres devant lesquels se trouve lo signo /' doviont nlors il faut 
mettre en sa place le nombre n mtoe, do aorta quo clans cc» tma, il y a 
J 0 = n et le signs de ce terme suit Tordro gdndral decs aulros. 


13. Puisque done Texpression inflnie dn § prdcwUuit doit. 5tro dgale 
k zero, quelque valeur qu’on donno k la quantik x, il faut do ndeessiM 
que les coeffieiens de ebaque puissance k part, soiont dgjinx {umemblt; k zoro, 
et partant, nous aurons les Equations suivantes: 


ou 
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I. /l-l_ 0 , 

n. /2-/l_2_0, 
m. /8-/2_/l_o, 

/‘-/3-/2-0, 

/«-/*-/S + 6-0, 

W. /6-/5_/4+/l_0, 

™- /^-/«-/ 5+/2 + 7 - 0 . 
etc. 
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ys— j 2 +yi, 

/6-/4+/8-6, 

/6_/5+/4_/l, 

/’-/6+/6-/2-7, 

etc. 


et g^n(5raleinent nous aurons: 

__y (w _ 1) _J’(„ _ 2) H-J (w — 5) — 7) —j" _ 12 ) + etc. = 0 

et par consequent 


Jfi ^J(n - 1) +Jln - 2) ~J\n ~ 5) -f(n - 7) +y'(«--12) +f(n~ 15) - etc. 

qui est la meine expression que j’ai donnee ci-dessus et qui exprime la loi 
selon laquelle les sommes des diviseurs des nombres naturels sont continudes. 
Outre la raison des signes et la nature de la progression des nombres 


1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 57, 70, 77, etc., 


on voit aussi, par ce que je viens d’avancer, la raison pourquoi, dans les cas 
ob^ se trouve le termeyb, il faut mettre en sa place le nombre n mSme, ce 
qui auroit^ pu paroitre le plus strange dans mon expression, Ce raisonne- 
ment, quoiqu’il soit encore fort eioignd d’une demonstration parfaite^, ne lais- 
sera pas pourtant de lever plusieurs doutes sur la forme bizarre de I’ex- 
pression que je viens d’expliquer. 


1) Voir le m^moire 244 de ce volume. 
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SUMMAEIUM 


Problema de partitione nunieromm Auetori quoiitlatn a Cl. ProfcBsaro liiTolinwisi 
Naudeo fuit oblairam, qai pro casu speeiall quaesiverat, q«ot variia JiuMlia miinenw fd) in 
septem partes dispertiri possit. Problema lioe primo liitaltn ita comparatura viibbatnr, nt 
aliter nisi per induotionem resoW non posset, quo fere modo {ibraqim prcihlemata atl artam 
eombinatoriam pertinentia resolvi sclent, Qiii seilicet eius »oluti»tii«»i *tisRij>ero vtdit, prime 
qnaeret, quot variis modis quisqiie [numenis] in dims partfs diwi-oqd poisit, ubi quidem miUam 
difficultatem offendet; delude proeedet ad dlvislonem in trus partes, qtnnl negotltiiii eliartuutnc 
satis commode succedet. In divisione in quatnor partes fortiwsse iaro haerebit neque statim 
perspiciet, quomodo numeras partitiomim onm mimero paftiwulo incre«c»t; iudnolioao tameii 
fretuB et banc progressionis legem divlnabit Quinque-partitio ipsl lam maiorfis creabit 
molestias, ac nisi omni circumspecUone utatnr, verendtim ost, m indimtitmi, uUtnmpm certa 
ipsi videatur, nimis confidens in errorem indueator; quod eo intq^is est pertiinesfcndum in 
partitione in plures partes, nil etiam ipse probbmatis Auetor fuit sediictiis «t pro casu 
proposito in divisione numeri 60 in soptem partes poet taeilnwiesiitms calculus enormitesr a 
veritate aberravit; neqne etiam alu tnsignes Matbimatiei lm« via inmlciitca al> errore se 
vindicare valnerunt. Qui antem aetu omnes parfciMoa®* diaumerare voluerit, non solum in 
immensum laborem se immergii^ sed omni etiam attentioae atlbibita vix cavebit, n« turpiter 
ecipi atur. Cum igitur boc problema tern inslgne spicimen coatineat, quma parura m- 


1) Vide etiam Oommentationes 168 et 894 
L. Euleri IntroducUonm in aml^sin 
JEvibri Ojpera onMa^ series I, vol. 8. E, E» 


in hoc vol t tt in vol, 8 eoateatM nee non 
Unsaanae 1748, t. 1 cap, IVi| Lmmmin 
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ductiom vel maxime confirmatae sit fidendum, eo pluris est aestimandura Auctoris studium 
quo certa methodo solutiouem istius problematis mvestigayit, cum vix ulla alia via praeter 
inductionem ad earn patere videatur. 

Nihil igitur mductiom tribuens Auctor ex certissimis Analyseos principiis eiusmodi 
formulas hausit, quae pro quocunque numero proposito statim ostendunt, quot variis modis 
is in tot, quot lubuerit, partes dividi possit, ita, ut etiam circa maximos numeros nullum 
dubium superesse queat. Problema autem liic geminum tractat, quorum altero quaeritur, 
quot modis datus numerus in tot partes inaequales tantum, quot requiruntur, dissecari possit, 
in altero vero partium aequalitas non excluditur. Ita in exemplo initio memorato invenit 
numerum 60 omnino 522 modis in septem partes inter se inaequales distribui posse, 
aequalitate autem partium non exclusa numerum partitionum omnium esse S946, qui ergo 
numerus quaestioni primum propositae satisfacit. 

Pluribus aliis modis problema variari potest, dum scilicet singulae partes datae indolis 
esse iubentur, veluti numeri impares vel quadrati vel termini progressionis geometricae 
duplae etc. partium numero vel praescripto vel secus; Auctoris autem methodus aeque 
patet ad omnia huiusmodi probleinata solvenda. 

Subiungit deuique Auctor tabulam satis amplam, ex qua responsiones ad plerasque 
huius generis quaestiones sine ullo labore depromere licet; quae multo longius est con- 
tinuata, quam in Auctoris Introductione in Analysm, ubi idem argumentum iam tracta- 
veiat, hie autem studiosius expolivit. Ooterura haec Dissertatio referta est plurimis tarn 
egregiis artifioiis quam novis et notatu dignis observationibus circa naturam serierum, unde 
eius usus multo latius jiatere videtur; neque ullum est dubium, quin ex eodem fonte plurima 
alia arguraenta felicissimo cum successu expediri queant. ^') 


1. Problema de partitione mmerorwn primum rnibi est propositum a 
Celeb. Professore NAurac®), in quo quaerebat, quot variis modis datus numerus 
integer (Me enim perpetuo de numeris tantum integris et affirmativis est 
sermo) possit esse aggregatum duorum vel trium vel quatuor vel in genere 
quot libuerit numerorum. Sive, quod eodem redit, quaeritur, quot variis 
modis datus numerus vel in duas vel tres vel quatuor vel quot libuerit 
partes dispertiri queat, unde huic problemati aptissime partitionis numerorum 

1) In editions principe hie sequitur index errorum, qui inveniuntur in oommentatione. Qui 
orrores hao in oditione correoti sunt. P. R. 

2) Vide notam p. 178. 
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nomen »t impositam. Bipavtitum h.,c pn.I.la.na a Vn„ ( pvopom 

Mimo aeilicet eos taatum partiWoiua poatulal , ,,u.l.ua m.igulae 

Tils in anas nnmerns propoata «olvitur, smt ».t.T «. turn 

hao inaequalitatia oondltiona omta num™ .nnnmo pnrl.Uonm modoa 
Lanirit aive partes quaepiam inter ae fuerint ,u«iuulea «v.. nmnea .un.ajualee, 
ploicnum aim eat hoc poatoriori c,aau .mn.nnmi partilunmn. plnrunuiue 
arnlte esse maiorem qnam priori, rum non aulu.n a pur„l„.n™, 

casui priori aatisfaciunt, aimnl poatorioreni riwolvanl, «.'.l .■Imiu plonnnque 
plnres alii accedant, in quibua pnrtiia aoiiimloa cmilnunintnr. 

2 Ut via problematis huiua clariua powpiriiitm-. ummullua raana aiuipU- 
ciorea rafleraml. qui actuali partitiom.m tmuim'rati.mo farilo oapmUiinlur. Si 
qnaeratur, qnot variis media munnrua I'r in dmu. porta twolvi peaail, Htntiui 
apparet hoc teibns modis fieri pease, cum sit 

6 — 1 + 5 2 4- 4 — 

siauidem partium aeqmlltas non excliidiitiir. Hin milnni purt^.K Inntuni in- 
aequales desiderentur, nltima partitlo onutti-.Hlu rasii 

numerus 6 duobus tantum modis in tluiw pnrt.‘s int4.t- so innoqtmlw tlisportiri 
potest. Quodsi numerns impar, uti !>, proponattir in «lmw »U«t rihnin.dus, 

quatuor prodibunt paxMtiones, quaa siint. 

9 1 H ^ “I* 7 3 *1* 4 I 

uM cum partes aequales non occurmnt, itnmwrus 1« qusiintir twitUn in duaa 
partes dispertietur, sive partes lUHiualfs «.xfini{wttnr sivr si*ruH Hi plurw 
duabus partes desiderentur, uti si quuemtur. titml variis nindis luimoriss 12 
in tres paites dispertiri posaii^ hoc seqimnltUus 12 umdis iiiTt pMt^'i’il; 


12 .- 

1 *4” 1 *4" 10 1 

12 « 1 + 2 + flf 

12 ** 1 *1" ‘1 'i' 

12 - 

1 -j- 4 -f- 7| 

12 « 1 + 6 + 

12 ■»»- 2 "1 • 2 "1’ R, 

12 « 

2 + 8+ 7, 

12 2 + 4 + ti * 

12-* 2 4 

12 - 

' 8 + S + 6.^ 

12 » 3 + 4 + 

12 -* .} 4- 4 -I- 4. 


Sin autem partes aequales excludantnr, »?rit minieruin 12 

tantum 7 modis in trw partes dbtribui posse. 
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e*2 “"”r 'T“ 

nariumve superet, numeruin partitionum ternarium quater- 

. s: pw™ “r.:: p-ici facruion 

L oo4r “111— r 

e?cplicanda patebit numerum 50 in cm-^+o j.’ ^ ^ methodo post 

aequalitate dispertiri posse 894Gmodis- <^in 6^clusa partium 

remanebunt tantum 522 partitiones. NumeraVporrr S 

iiisripr" ^”*“1 - - 1^: 

posrit, reperietur hoclri posTeim. “ “ “ 


4. Quemadmodum hie omues aameri integri partium 
ita h„e probloma in mflnitam variari potest, prout numeri 
res nnguntur. Ita aliud erit prohloma, si quaeratur, quot 
numerus n m p partes, quanim nulla datum numerum 
possit. lartium quoque numerus omitti potest 1 uti 
vanis modis numerus 6 ex his numeris 1, 2, 3, 4 per 
possit, quod sequeutibus 9 modis fieri poterit: 


loca tenere possint, 
partes constituentes 
varijs modis datus 
m excedat, resolvi 
si quaeratur, quot 
additionem produci 


^ 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 , 
1 + 1 + 1 -h 1 + 2, 
6=-l + 1 + 2 + 2, 

G «=» 2 + 2 + 2 , 


6 — 1 + 1 + 1 + 3 , 
6 « 1 + 1 + 4, 
b “= 1 + 2 + 3, 

6 = 2 + 4, 

6 = 3 + 3. 


sHteTdllr P^scribi potest, qui partes oonstituant; uti 

partes dibeant esso vel numeri impares vel quadrati vel triangulares vel 

ir lrem r '* ri ge™s pertmeMt 

- ^ ^ omnium in partes, quae sint termini 

aSfememm MrntaUgmhrng, 

iJiDnotu. Mathem. njg, 1912/3, p. 29, imprimis p. 37, F, E. 

Lkowharbi Eomw Opera omnia Is Commontationes+rithmoticae 88 
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huiuB prog.— s geometricae 1, 2. 4, H. l.o ^ H.,, .... ..ou.i.l,.r,.t„ „t 
me. nL™ obsorvata. eat uaico ,n.ul„ .-v ... 1, 2, 4, » 

16 82 etc. per additionem componi powo. pnal Siifkijum) 

meationem facit ScHOTBmoa’J iu aui« ub. .mU-u.I.l |«nde» 

1 2 4 8 16 32 etc librsmim aufficMjre ntl mmvm Ubnirum 

t,’ond6raj.d..B ') Negue voro ad hoc oatwoU....!..... ..Hu .u..ll...d.. m- 

Ltionem uMtar. «uamobrera no., ab. .u. ...il vrilut..... Uu.iw ..Hal. rig., rose 

demonstrasse. 


5 Quemadmodum ergo hacHi iilmiiw mniVui prfihloiiutta rmulvt opor- 
teat hie eiusmodi methoduiu wrtom iutaw i.rojmnufu. ut indtictu.na, cui 
vulgo ad solutionem iatiusimiiU quawtiomutt }»l«ritiuim Irilnii mdot. plane 
non sit opns. Utor ad hoc ioqnonti leituiiHlo 


S'i kiwi productwi 

(1 + m)(i + 4'- I I 

siw factorm nmerm sU finiim mm mfirntm, jirt mimthm nnilHplfmtkmm 
evohatur, ut huimmodi forma prmlmi 

1 4 * . 4 * + Bi* 4 " 4 ' 4 ' 

erit coeffekm seemdi termini A summit qmiHiiiaiim mimmm a. h, c. ti, e etc, 
Coeffdm vm B erit mmm productomm w tmm Imrmn iptimiftaium imteqm- 
Him. Coeffidms 0 mi summa rx h-t-Hin isiarum quantMum in- 

aegualibm; et coeffimm B mt mmma pradmimum <■/ Imrum rnmndem 

qmntitatim, et ita porro. 

In huiusmodi enim pr«ducfci« eadoin qnautitiw, pttfji u, vi4 tpiaovia alia 
plus quam semel nnsquam ine«!i potiwi. lltitlo !««• loumia tiiihi f«ti4ati«*nfcam 
suppeditat ad paatiiaonei in partea 


1) M. STom, JDfe Om Oammiw J?r<»u<.rr*, KAttipiwr^ fol H' P. E 

2) Fr. 7. SOHOOTBic, J^m’cMaltmtm hhrt Il«iav ! K.'iT, Ub. V 

aeotdo VUI, p. 410. f. R. 

8) Id qaod lajaa doenit LiOHAitit«> Ptn,\,»!cj; ¥i«in y. EdnarwiKs*, Vlvi tUif nUictt dir 

Zerfalhotff ffcmer Z(Mm h Bmmm kieimet K(tUm„ li,, iSl!l/3, j». 8Si. 


¥. VL 
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6. Sin autem aequalitas partium non excludatur, adhibeo Roc lemma: 

Si ista formula 

1 

(1 - az) c7)(r ^) (1 - es) etcT ’ 

swe factormn denominatorem constUuentmm mmerus sU finitus sive infinUus post 

evoluUonem denominatoris ope muUiplicationis factam per ddvisionem in seriem ex- 
plicetur Jmius fot'mae 

1 + + Ez^ + etc., 

turn ent A gutdem ut ante summa guantitatum a h c ^ d e etc. At 
coefficiens B erit summa productorum ex Unis harum guantitatum non exclusa 
repehtione eiusdem guantitatis, erit scilicet 

B ^ aa ah + hb A- ac -}-hc A- cc A- ad ^ hd + ci + dd + ac + etc. 

SimMi modo coefficiens 0 erit summa productorum ex terms harum guantitatum 
a, b, c, d, e ^ etc. factorihus aegualibus in guovis producto non exclusis. Atgue 
eadem conditione adiccta erit coefficiens I) summa productorum ex guaternis harum 
guantitatum, et ita porro. 

Hincque istud lemma viam aperiet ad partitiones, in quibus partium 
aequalitas non excluditur, absolvendas. 


7. Cum autem in problemate proposito non de productis, sed de summis 
numerorum quaestio instituatur, loco quantitatum a, b, c, d, e etc. substituo 
potestates x^, x'J, x’’, x% x* etc. Sic enim in productis ex binis eiusmodi 
occurrent potestates, quarum exponentes sint summae binarum ex serie p, g, 
r, s, t etc. Simili modo producta ex ternis constant eiusmodi potestatibus’ 
quarum exponentes sint summae trium numerorum ex eadem serie p, g, r, s etc. 
Atque producta ex quaternis erunt potestates, quarum exponentes sint aggre- 
gata ex quaternis horum numerorum, et ita porro. Sicque, quae ante de 
productis sunt notata, nunc ad summas transferuntur et ita quidem, ut, si 
lemma prius adhibeatur, summae ex partibus tantum inaequalibus conflentur, 
sin autem lemma posterius in usum vocetur, partium aequalitas non exclu- 
datur. Hoc igitur modo ambo 'lemmata ad solutionem quaestionum ante 
memoratarum accommodari debebunt. 


83 * 
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8. Aggrediamur ergo hanc primam quaestionem: 

Invenire, quot variis modis datus numems N pmsit diipertiri in p partes 
quae sint inter se inaeqmles. 

Quoniam hue omnes numeri integri affirmativi ad partes constitueudas 
sunt idonei, pro serie superiorum exponentium accipienda eat series numororum 
naturalium 1 , 2, 3, 4, 5, 6 etc. Formetur ergo secimdum lemma prius haec 
expressio 

s = (1 + xi!)(l 4 - 4 4 4 etc. iu iiifinitum. 

quae multiplicatione actu instituta evolvtitur in hanc seriem 


s = 1 4 4 4 4 4 -AV 4 tdic., 

entque 

=> 0/^ 4 4 4 4 4 4 6tc., 

quod est aggregatum omnium potestatum ipsius a:. Dto’ndo quia B eat summa 
productorum ex binis terminis inaequalibus seriei A, erit H summa potestatum 
ipsms a; omnium, quarum exponentes sint aggregata duoruin numerorura in- 
aequalium; et cum eadem potestas saepius resultare poasit, ea unciam 
habebit numencam indicantem, quot ea potestas modis sit productum ex 
uo us erminis seriei A seu quot variis modis eius exponens possit esse 
summa duorum numerorum inaequalium. Binis autem terminis seriei A re 
ipsa multiplicandis reperietur 


B 


‘HO 4 4 4 2£b ® 4 4 Saj ® 4 4-ia ;® 4 4 ®’® 4 etc. 

CmuB seriei quiUbet coefficieng iudicat, quot yariis raodie exponens poteabatia 

iMsqiales diepertiri poasit, Hao igitur 

t.rono.iti T4 eruendae resolvitor problematis 

propositi casus, quo partitio lu dune partes requiritur. 


temis ' terlTuk^u. vu^’ ““ 9™ ori™tur 

rjlToT “ ^ constabit ex 

rum inter rraer r *’ .T™ trium uumero- 

tioiem resulCpZnple^L“ ““ 

O - *• + s;’ + 2u' + 3** + 4*” + 5 SI- + 7 *- + 8*‘> + 10*“ + etc. 
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Cuius S6riei quilibet coofficisns indicat, quot variis luodis Gxpouens potestatis 
ipsius X adiunctae in tres partes inaequales dispertiri possit; sic ex termino 
8x colligitui nunaeruna 13 octo diversis naodis in tres partes inaequales 
secari posse, quae aunt 


13 = 1 -(- 2 -f- 10, 
13 = 1 + 3 + 9, 
13 = 1 + 4 + 8, 
13 = 1 + 5 + 7, 


13 — 2 + 3 + 8, 
13 = 2 + 4 + 7, 
13 = 2 + 5 + 6, 
13 = 3 + 4 + 6. 


Ista igitur series 0 in infinitum continuata inserviet omnibus numeris in tres 
partes inaequales dispertiendis. 


10. Quantitas porro D, cum contineat omnia producta ex quatenais ter- 

minis inaequalibus seriei j 4 = + a?® + a?'*’ + etc. , constabit serie pote- 

statum ipsius x, quarum exponentes sint aggregata quatuor numerorum inter 
se inaequalium; et in hac serie quaelibet potestas eiusmodi habebit coeffl- 
cientem, qui indicat, quot variis modis eius exponens per additionem quatuor 
numerorum inter se inaequalium resultare possit. Reperietur autem 

D = a3“ + 0 /“ + 2x^^ + 3a/“ + bx^*‘ + 6a;^® + 9 a 3 ^® + lla;” + etc. 

Haec igitur series in infinitum continuata ostendet, quot variis modis quisque 
numerus possit esse surama quatuor numerorum inaequalium. Ex termino 
quippe cognoscitur numerum 16 novem modis in quatuor partes inter 
se inaequales distribui posse. 

11. Si boc mode ulterius progrediamur, patebit litteram E fore seriem 
potestatum ipsius x ita comparatam, ut cuiusvis termini coefficiens indicet, 
quot variis modis exponens ipsius x in quinque partes inaequales dissecari 
possit. Erit autem 

E = + a;'® + 2!r” + 3a;“ + + Ix^’^ + lOic" + 13a:'“ + etc. ■ 

Simili mo do valor litterae F erit series partitionibus in sex partes inaequales 
inserviens et litterae G, II, I etc. pro partitionibus in partes septem, octo, 
novem etc. valebunt eruntque 
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8. Aggrediamur ergo haiic primam quaestionem: 

Imenire, guot variis modis daius mmerus JSf possU dinpertiri in p partes, 
quae sint inter se inaequales. 

Quoniam hue omnes numeri integri afflrmativi ad partes constituendas 
sunt idonei, pro serie superiorum exponeutium accipienda est series numororum 
naturalium 1, 2, 3, 4, 5, 6 etc. Formetur ergo secundum lemma prius haec 
expressio 

s = (1 4- xz) (1 + + x^^) (1 + x^g) (1 + x^g) etc. in infinitum, 

quae multiplicatione actu instituta evolvatur in hanc serietn 


eritque 


A === +• a?® H~ IS/” + etc., 


quod est aggregatum omnium potestatum ipsius x. Deinde quia B est summa 
productorum ex binis terminis inaequalibus seriei A, erit B summa potestatum 
ipsius X omnium, quarum exponentes sint aggregata duorum numororum in- 
aequalium; et cum eadem potestas saepius resultare possit, ea unciara 
habebit numericam indicantem, quot ea potestas modis sit productum ex 
duobus terminis seriei A seu quot variis modis eius exponens possit esse 
summa duorum numerorum inaequalium. Binis autem terminis seriei A re 
ipsa multiplicandis reperietur 


B a; -f- -|- 2a/'' -|- 2a/® -p Sx^ -p da;® -p da;® -p da;'® -p etc. 

Cuius seriei quilibet coefficiens indicat, quot variis modis exponens potestatis 
ipsms as adiunctae in duas partes inaequales dispertiri possit. Hac igitur 
serie in infinitum continuata ope legis post eruendae resolvitur problematis 
propositi casus, quo partitio in duas partes tequiritur. 


9. Quantitas deinde C, cum contineat omnia producta, quae oriuntur 
ernis terminis inaequalibus seriei A invicem multiplicandis, constabit ex 
rie po es a um ipsius x, quarum exponentes sunt summae trium numero- 
rum inter se maequalium. Atque eadem potestas toties in ista serie 0 occur- 
re , quoties eius exponens ex tribus numeris inter se inaequalibus per addi- 
tionem resultare poterit, reperieturque 


G- 


= a;® + -P 2 a;® + Sa;® -p 4a;'® -{- 5a;« + 7a;'® -p- 8a;'® + 10a:'* + etc. 
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Cuius seriei quilibet coefficiens iudicat, quot variis modis expouens potestatis 
ipsius X adiunctae in tres partes inaequales dispertiri possit; sic ex termino 
8^3 colligitui numerum 13 octo diversis modis in tres partes inaequales 
secari posse, quae sunt 


13 = 1 + 2 + 10, 
13 = 1 + 3 + 9, 
13 = 1 + 4 + 8, 
13 = 1 + 5 + 7, 


13 = 2 + 3 + 8, 
13 = 2 + 4 + 7, 
13=2 + 5 + 6, 
13 = 3 + 4 + 6. 


Ista igitui series (7 in infinitum continuata inserviet omnibus numeris in tres 
partes inaequales dispertiendis. 


10. Quantitas porro D, cum contineat omnia producta ex quaternis ter- 

minis inaequalibus seriei == ic' + !»' + + a;" + etc., constabit serie pote- 

statum ipsius x, quarum exponeutes sint aggregata quatuor numerorum inter 
se inaequalium; et in hac serie quaelibet potestas eiusmodi habebit coeffi- 
cientem, qui indicat, quot variis modis eius exponens per additionem quatuor 
numerorum inter se inaequalium resultare possit. Eeperietur autem 

D = »“ + + 2x^^ + 3ai‘® + Bx^^ + 6®^® + 9ir“ + lla?” + etc. 

Haec igitur series in infinitum continuata ostendet, quot variis modis quisque 
numerus possit esse summa quatuor numerorum inaequalium. Ex termino 
quippe 93/^“ cognoscitur numerum 16 novem modis in quatuor partes inter 
se inaequales distribui posse. 

11. Si hoc modo ulterius progrediamur, patebit litteram U fore seriem 
potestatum ipsius x ita comparatam, ut cuiusvis termini coefficiens indicet, 
quot variis modis exponens ipsius x in quinque partes inaequales dissecari 
possit. Erit autem 

E = + a:” + 2.'c" + 3a;‘* + 6x^^ + 7a;“ + 10:r'' + 13a;»* + etc. ' 

Simili modo valor litterae F erit series partitionibus in sex partes inaequales 
inserviens et litterae Q, H, I etc. pro partitionibus in partes septem, octo, 
novem etc. valebunt eruntque 
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4 . 4 2 a;®'> -h 3a:“ + + I4.'£t®« 4 eto., 

== 4 a;’" + Saj’® + 3a:'' + 5a:" + 7a:" + + 15a:" + etc. 

etc. 

Unde perspicitur primi cuiusque seriei termini exponentem esao niimerum 
trigonalem niimeri partium propositi, turn vero tam lining qnam secnndi ter- 
mini coefficientem esse = 1 . Cuius quidera ratio facile intelligitur; minimus 
enim numerus, qui est summa septem numerorum inter so inaequalium, 
necessario est ==l42-|-3~|-4:-l-5 464"7«™ g7'8»=- numero trigonali ipsiua 
septenarii Mcque numerus pariter ac sequens unitate raaior plus uno modo 
in septem partes inaequales dispertiri nequit. 


12. Totum ergo negotium redit ad commodam serierum 71, G, I), S, 
F etc. formationem, ne id ipsum, quod quaeritur, scilicet partitionum nu- 
merus, ad cuiusque seriei formationem adhibeatur. Ac primo quidem lex 
progressionum A ei B est aperta, cum prioris coefficientes sint omnas uni- 
tates, posterioris vero termini seriei numerorum naturalium geminati; sequon- 
tium vero serierum lex minus est aperta, et quousque eas kic continuavimus, 
coefficientes ex ipsis cuiusque exponentis partitionibus conatituimus. Alio’ 
itaque modo valores istarum litterarum A, B, 0, B etc. investigtm oportet, 
unde kaec exoritur quaestio: 

Immire «iores liUmum A, B, 0, B, E etc., ita mmma huim smd 

s == 1 4 .iif 4 Bn^ 4 <7^® 4 JD/ 4 4 etc. 

aequalis fiat isti expressioni 


s (1 •-)- X 0)(1 -j- x^z)(l -f- ate* 


Hunc in finem igitur perpendendus est 
expressiones intercedit, et quemadmodum altera 
mutatio instituatur. 


nexus, qui inter has duas 
immutari debeat, si in altera 


bnn/L,?rm expressionis idem est valor s, ambae inter se mane- 

namus ^ scribatur quaecunque alia quantitas. Po- 

eritque primo ^ '^alor utrinque resultans vocetur t 

t = l-\-Axz-\- Bxh^ 4 Gx^z^ 4 BofA 4 etc.; 
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turn vero altera expressio transmutabitiir in hanc 

^ = (1 + x\){\ + + x^z){l -f xh) etc.; 

qui posterior ipsius t valor si cum posteriore valore ipsius s comparetur, 
quo erat 

s == (1 _|_ xz){l + x^s)(l + etc., 

mox patebit esse s = (1 -j- Quae relatio cum etiam in alteris valoribus 
ipsarum s et i5 locum habere debeat, nobis praebebit hanc aequationem 

s =i= 1 ^ z jB -j- G ^ -|- J) ^ -|- etc., 

(1 -^xs)t = l Jr Axz + + Ga?^ + Bx^A- + etc. 

+ xz Ax^z^ + Bx^z^ + (7a;*/ + etc. 

Unde terminis liomogeneis inter se aequandis fiet 


A = 

X 



1--X ’ 


J7== 

Ax^ 


1 - / — 

(l-aO(l-P)’ 

(7 = 

Bx^ 


T-x^ = 

(l-a;)(l-a;2y(r-^ 

JD = 

(7/ 

a:“ 

1 “ 

(i — a;) (i — «*) (1 — x^ (i — /) ’ 

M = 

I)x[ ^ 



1—x^ “ 

(1 — a;) (i — a;^) (1 — a;“) (i — a?*) (i — /) 


etc. 


14. Series ergo, quae supra pro litteris A, B, G, B, E etc. prodire ob- 
servatae sunt, oriuntur ex evolutione fractionum, quas Me invenimus, unde 
constat seriem A esse geometricam, nempe A x x’‘ A- -i- -h A- etc., 
quae, quod quidem est planissimum, indicat quemque numerum unico modo 
ex uno nuraero integro constare. Eeliquae vero series B, G, B, E etc. 
sunt recurrentes, quarum scala relationis ex cuiusvis fractionis denominatore 
per multiplicationem evoluto patebit. A.d hoc ostendendum negligamus tan- 
tisper numeratores, qui sunt potestates ipsius x, quarum exponentes sunt 
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numeri trigonales, earumque loco scribamus miitHtoiu. Bit, igifctvr 
j 4 l . _ _j_ _|_ |(5' a;* -|- a;* -)- ’H i 'I' ‘ * ' *1 ’ ■ • • ’ 

-^ = 1 a: + /?" icH /' X* + a-' + e" + • • > + p ” u*" + . iB , 

CO 

= 1 Hh a; + r + r " ' * i- ' I •••-(£, 

4 - = 1 + + 1 *'®* + • • • + . f . . . - ® , 

cc 

"-jg- = 1 •4“ cc*^ “j“ **h ■*!* "4'’' "4“ * * * 4" f " * * * CS i 

CO 

-f,- == 1 4 - 4 - •( ( - + • • • « s 

etc. 

15. Solutio ergo quaestionis ad invoiitiotjem 8f*rtoriim ff, '41, g, ®, i 
etc. reducitur, quas patet siiigulas ease recuraHitiw. Ac |iri«ia quidtan sorios 
SI, cum sit Sl-«4®« fid®® geometrica, attpHi {*'--.1, /f ~* 1, 
d'==l etc., quod per se est perspicuum. Sories autern ©, cum wit 

ml I 

^ WW 8 

(l“ic)(l— **} 1 — 3;~x**} x® 

erit recurrens scala relatiouis existente + I , + I , — I ; mwb* orifc 

a"-l, 

^ mm a" -{• I, 

f-r + t*"-!, 
r-z'+zr-a", 

etc, 

Simili modo series K ob 

(1 ~ i»)(l ~ »*) (1 - ^«) * I U* _ jff .}. _p8 
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6rit I'ecurrsns 6t scalam iGlationis habobit -1-1 -l-l o i i ii 

Unde erit i, — i, -|-1, 

w -i 

a =1, 

r"'=r + a" + ^, 

‘5^" = r+r+*-l, 

e = y" _j_ ^ 

^ == e'" -|- d'" -)- * — — a'" -f- 1 , 

9^ ' = g'" -j- ^ _ y" _ _j_ 

d'" = y" -f _ y^> ^ 

etc. 

Eodem mode senes sequentes perspicientur esse recurrentes singularum- 
que scalao relationis hoc mode assignari poterunt. Etsi autem hoc pacto 
istae senes non difficulter formari possunt, tamen ista ratione relicta mox 
mu to commodiorom modum exhibebo haruin serierum quamvis ex praece- 
dente fonnandi, postquam observationem maximi momenti communicayero. 


16. Cum ^ ^ patet in serie evoluta 95 quamvis potesta- 

tein ipsius X toties^ occurrere debere, quoties ea ex potestatibus x\ x^ per 
multiplicationoxn onn potest seu quoties eius exponens ex numeris 1 et 2 
per additionem product potest. Ita cum sit 

93 1 4- a; _|_ 2fl5® + 2a;“ -j- 3a;^ -f- drc® H v''x'' -| , 

ex tennino 3^* intelligitur numerum 4 tribus modis.ex numeris 1 et 2 per 
additionem oriri posse, qui sunt 

4«l-|_l_|_l_j_l^ 4==1_|_1 _j_ 2 et 4==2-|-2. 

In genere ergo terminum v"x^ considerando coefficiens v" indicabit, quot 
modis exponens n ex numeris 1 et 2 per additionem produci possit. Cum 
igitur sit .P 93 a;®, in serie B habebitur iste terminus qui cum in- 

dicet numerum ^ + 3 tot variis modis in dims partes inaequales secari 

Lkonhabdi Eulbw Opera omnia Is Commentationes arithmeticae 
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posse, quot unitates coofflciens t/' m so cwiipU'rtutur, iiiiUiitVHtiun t«8t nume- 
rum n + S tot modis in dims partes iimetpmli'H tltsirihui ptmMtn quot modis 
numerus n ex numeris 1 et 2 per additimu'm pruilnri tpitmi. 

17. Deinde cum sit (S *’*'*'“' ^ 

vis potestatem ipsius tc totios occntrreri' dehero, ipinties ea ox poh-stotibus 
x^, x^ per multiplicationem oriri tjaeat stni, quod idem o.st, qimtios eius 
exponens ox numeris 1, 2, 3 per iidditimiem produei pimsit. Ihi rum sit 

g; « 1 _p a, 4- 2 4/ + + Tj-‘ -f- ■ ■ « -f e'"..r« + . . 

ex quovis eius tennino 5®* cognoscetur expuneiitom f* qitinquo modis ex nu- 
meris 1, 2, 3 per additionem product posse, {|ui simt 

5 « 1 -|“ 1 “I- 1 -f- 1 -p 1 , fi "» 1 'I" i "f' i '}' 2, f) *-» I -f. 1 p 3, 
f) » t »p 2 “p 2 , fi •** M '1*3. 

In genere autem terminum v^'s” eonstderaittlo cwdlSirioits p'" indimhit, quot 
vanis modis numerus n ex numeris 1, 2, 3 per iidditiommi tmiri queai Cura 
igitur sit in aerie C habebitur isri' tormimm quo indicatur 

numerum w + 6 tot modis, quot unitate.H mmtinentur in cciefficuentu e'", in 
tres partes inaequales dispertiri posse. I'nde mmsequitur numerum »4-6 
totidem modis in tree partes irim^quales tltstriiiui f»o8fM% qmit modis numarus 
n ex numeris 1, 2, 8 per additionem produei pmsit. 

18. Non opus est, ut hoc ratiocinimn iongitis prosmjuumtir, cum bine 
iam abunde perspiciatur quemvis numerum « I HI itti vnriis noelis in qua- 
tuor partes inaequales dispertiri ptisse, qtittl mtelis numerus w ct.x bis qua- 
tuor numeris 1, 2, 8, 4 per tulditiouem produei possit, Htmili tnodo quilibet 
numerus w -f 16 tot variis modia in quiiique parries intti*quHles dispertiri po- 
terit, quot modis nnmeroa » ex bis qninqtie tmmerts !, 2. .1, 4, fi per ad- 
ditionem produei potest. Oenenitint ergo numerus m | 

modis in m partes inaequales dispertiri ptderil, quot variis modis numerus n 
ex bis numeris 1 , 2, 8 , 4, . . . m per additionem proibiri potest. CJuodsi 
ergo qimeratur, quot variis modis numerus *V iti m part^^s tniiequales dispertiri 
reperietur, «i casuum numerus iuvestigettir, qiiibus numerns 
ex numeris 1, 2, 8 , 4, w |««r a«lditi«ite!ti prtKliiei potest. 
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19. Hoc igitur modo resolntio quaestionis propositao de partitione cuius- 
que nmneu m quo* Ubuent partes inaequales redueitur ad solutionem aUns 
problemata lam sapra commemorati, qao quaeritur, qaot variis modis quUi- 
bet numerus ex aliquot termmis hiiius progressionis aritbmetioae 1, 2 3 4 
6 etc per additionem prodaci possit. Hacqae posteriors qaaestione resolata 
smial prior resolvetar. Quod at clarias explicemas, nova signa ad commo- 
diorem expressionem adhibeamus. Denotet ergo haec scriptio: 

numerum casuum, quibus 
additionem formari possit; 


numerus n ex duobus numeris 1, 2 per 


«<■> deaotet namerum oasuam, qaibus uameras » ex his nameris 1 2 
3 per additionem formari possit; ’ ’ 

et ^ denotet numerum casuum, quibus numerus n ex his numeris 
1, 2, 3, ... mx per additionem produci possit. 

Cum igitur valores huiusmodi characterum fuerint definiti, quod deinceps 
praestabimus, problema propositum ita resolvetur. Si quaeratur scilicet 
quot varus modis numerus N in m partes inaequales dispertiri possit, nu- 
merus casuum quaesitus exprimetur hoc charactere /'iV'— nninrifl 
. T , \ 1-2 / » y.'^PP® 

quo indicatiir, quot variis modis numerus ex his numeris 1, 2, 

3, ... m per additionem produci possit. 


20. Ad hanc eandem quaestionem quoque redueitur solutio alterius pro- 
blematis a ^ Celeb. Naudko propositi, quamobrem expediet et hoc problema 
ante reaolvi, (pam ampliorem characterum modo assumtorum evolutionem 
suscipiamus; sic enim tria problemata, quae inter se maxime videantur di- 
versa, una eademque opera resolvemus. Problema autem ita se habet: 

Jnvenire, quot variis modis datus numerus N possit dispertvri in p partes 
partium aequalitate non exdusa. 

Quoniam hie partium aequalitas non excluditur, sequentem formam con- 
templabor, quae huius quaestionis solutionem in se continebit, 

^ ( i — .r ,?) (i - (1 - (l'^ ’ 

quae secundum potestates ipsius e evoluta praebeat hanc seriem 

S 1 q- 4. _j_ 


34* 
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eritque, ut supra (§ 6) iiotovimuK, ctjufliinmis J .‘iutumu tnujititin tortiiiiiorum 
Mus seriei as, a?’, r" suu J *- /* I .t * j j * { jf * { | f 

quae est eadem series, qiiaiii iti 8<jiutitjnt' jirtdiloinsiiiH pro lifefcera 

A obtinuimus. 


21. Deinde vero est B aumjiift prodiirtonim m hiuin 8 « 5 rbi j 

quadratis singulorum tarmiiuiriun lunt uxrlusis. Itittr orit // Mimuun tjumumi 
potestatum ipaius quarum expouenti’s nitjt duorum miitmrorum 

sive aequalium sive inaofiualium: el riuu milem pntofitne hott modo aaopiug 
resultare possit, ea unciam haheliifc ttuiufriniiu indiraiifi'm, qnot on potcwtaa 
media sit productum ox biuis torminii* 8<*ri»«i A ««<u tpod. variiH iimdiH eiua 
expouens possit esse summa duoruiii iiiittiororuiii iitiii qtiuui iuae** 

qualium. Ex hoc fonte roperiotiir 

"fa'* + 4" d' t •}/* j .}/* j idf.^ 

cuius seriei quffibet coefRcletis imlifai, {piut variin mndin «*xptmofi« pok*«tati8 
ipsius X adiuQctae in duas partoM iliwpoftiri poiwttt, line igitur noric in in* 
flnitum continuate probleraatia pixiposili f4w«s, ipm partitio in ihias partei 
requiritur, facile resoWtar. 


22. Quaatito porro 0, cum coritiiioat inutdit produrln, fjunu oriunltir ter- 
mims ternis seiiei A sive iiiiiequwlibM}i sivo aoipuiUbtis iiiviroiu iMtdtiplicaiidis, 
cons a it ex seiie potestatum ipatua je, t|uaruiji f‘X{wuji»i»l'oa aiid aitmmao tritirn 
numei^rom integrorum afUnnativariim. Afctjui* l♦^ldol^l putoatii.H jp” iotiea in 
^ le^ occuiret, quoties euia wxponeiw »# ox tribua iittitiorta aivo atHtuiiIibits 
sive maequalibus per additionem n^ulfaro jwtiwt. Krit autom 

a:<+2ad4.Sx‘4.4x*+ 7^4 kj:” p l«/'» + otc., 


ir>«ina ^ Indicat, qiiot vitriia marlin oxpoiiotia poti'atatis 

cj ^ T 18^ part« aivR a«*qtmlw aivo itiiMapmloa tliaperliri powrit, 

secari ^ ®ol%itur namerum 10 ocOi madi* ilivor»i« in tres partes 

secari posse, qua© partttioaMi sunt 
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10 = 1 + 1 -f 8, 10 = 2 -f- 2 + 6, 

10 = 14-2 + 7, 10 = 2 + 3 + 5, 

10 = 1 + 3 + 6, 10 = 2 + 4 + 4, 

10 = 1 + 4 + 5, 10 = 3 + 3 + 4. 

Ista igitur series C in infinitum continuata omnibus numeris in tres partes 
dispertiendis inserviet. 

23. Simili modo quantitas I), cum contineat omnia producta ex quatuor 
teiminis seriei ri = tc + a;® + a;® + a;* + etc, eiusdem termini repetitione non 
exclusa, constabit serie potestatum ipsius x, qnarum exponentes sint aggregata 
quatuor numerorum sive aequalium sive inaequalium. In hac igitur serie 
quaelibet potestas ipsius x eiusmodi habebit coefficientem, qui indicet, quot 
variis inodis eius exponens per additionem quatuor numerorum resultare 
possit. ileperietur autem liinc 

= a;* + jc" + 20 ;" + Sa;' + 5fl5» + 6a;» + 9 + 11 a;" + etc. 

.IIae(. igitur series in infinitum continuata ostendet, quot variis modis quilibet 
nunioius in quatuor partes dispertiri possit. Sic ex termino concluditur 
nutmu’um 10 novem modis in quatuor partes dispertiri posse, quae parti- 
tiones sunt 


10 

1 + 1 + 1 + 7, 

io = 1 + 2 + 2 + 6, 

1{ ) 

1 4"^ 1 2 *’'1^ 6, 

10 = 1 + 2 + 3 + 4, 

10 

1 + 1 + 3 + 5, 

10 = 1 + 3 + 3 + 3, 

10 

1 -f- 1 4 -j- 4, 

10 = 2 + 2 + 2 + 4, 


10 = 2 + 2 + 3 + 3. 

24. Hoc modo ulterius procedendo patebit litteram E fore seriem 
potestatum ipsius x ita comparatam, ut cuiusvis termini coefficiens indicet, 
quot variis modis exponens ipsius x in quinque partes dispertiri possit, Erit 
autem 

E = a?” + + 2 £c' + 3ic“ + 5a;” + 7a;'" + 10a;" + 13a;" + etc. 

Pari modo valor litterae F erit series partitionibus in sex partes inserviens 
et litterarum M, I etc. valores pro partitionibus in partes septem, octo, 
novem etc. valebunt; erit autem 
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F> 


‘ 4 :*+ •b-'* ■} 7^*“ J 7^'* j |j.(” j I }j. 


M 


f- til*, 


f-.V** |-:m‘* f 7i*» I ||j'» ^ ^ 

»k*. 

Si hM sen® cm ilH« «,f.,„,„„r, .,,« i„ , ,,, 

pro nsdem litter, 8 inveminu., ,m« j.„lel,i| , “f” 

tibue iperas * cenetoro 

autem he mductioni ullum lueiiru niiimluiiiii,. i«l«m ri.im.,ii,.Mt.,i,„ 
demoustratione erincemu,. .-iHluonti 

26. CoMidoramilB ul «upm diiu. val.ine. i|«i„, ,,,,1 

<|ui, si loco K ubique prmatur «. siboiiist i,, t 

fYF I /ix*/ , I 


— - 


seu mm imrn 

^ i ml0M hmm 


1 erarum a et i mlams locum mi 

(1 a:4()swl-}» iig* 4. /*,« 1 «, 4 , . 

„ , ““ tv/ . 

P“ »ae,„atio„em tanai„,™„ 
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26. Ex his formnlis inteffigitnr istas series non solum quoque esse le- 
curreutes ut. supenores, sed etiam coefMentium utrinqne eaudem esse lesem 
Quare si neglectis mimeratoribus ponatur 



ut sit 

1 


l-«’ 

1! 

1 

II 

1 

(l~a;)(i-a;*)(l-»»)’ 


1 

n == 


etc.. 

etc., 


partitio cuiuaque numeri in partes quotcunqne sive aequales sive inaeqnales 
pendet a formatione serierum S:, 5D etc., quae, uti ante observavimus, 

indicant, quot variis modis quivis nmnerus ex aliquot terminis initialibus 
huius seriei 1, 2, d, 4, 6 etc. per additionem product queat. Sic, cum sit 
B = quivis nunierua n -j~ 2 totidem modis in duas partes dispertiri potest, 
quot ^ modis numerus n ex numeris 1 et 2 per additionem product potest. 
Simili modo, cum sit O (Ja?'', numerus tot modis in tres partes 

dispertietur, quot modis numerus n per additionem ex numeris 1, 2, 3 com- 
poni poterit. Atque generaliter numerus n-\- m tot variis modis in m partes 
sive a,equales sive inaeqnales dispertiri potest, quot modis numerus n ex 
numeris 1, 2, 3, ... m per additionem product potest. 

27, I endei ergo et hoc problema a solutione quaestionis, qua quaeritur, 
quot variis modis datus numerus ex aliquot terminis initialibus huius seriei 
1, 2, 3, 4 etc. per additionem resultare possit. Si igitur ut supra [§ 19] haec 
scribendi formula denotet numerum modorum, quibus numerus n ex 
numeris 1, 2, 6, .,,tn per additionem. componi potest seu quibus numerus n 
in partes quotcunque distribui possit, quarum nulla maior sit numero m, 
huiusmodi characteribus et hoc problema propositum resolvi poterit. Scilicet 
indicabit, quot variis modis numerus n + m in m partes sive aequales 
sive inaequales dispertiri possit. Hinc si quaeratur, quot modis numerus N 
in partes m sive aequales sive inaequales distribui possit, numerum modorum 
quaesitum indicabit haec formula w)*’"'. Si igitur hoc problema cum 
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praecedeate conferatur, perspicuum erit nmnerum n + wi totidom modis in m 
partes sive aequales sive inaequales diskibui posse, (piot modis numerus 
n in m partes inaequales dispertiri possit. 

28. Solutio ergo amborum probleinatnm a Cv.h. Nauoko iirupositorum hue 
revocatur, ut deflniatur, quot variia modi.s mimerus (luituunpu: n m his 
numeris 1 , 2 , 3 , ...w per additionem produci possit, sou ut inve.Htig('tur 
valor cbaracteris w'"*’. Quemadmodum ergo lioc iiuvum prolilema ex Ibrnmlis 
iam ante inventis commodissimo resolvi queat, videamus. Ac priuio (piidem, 
si sit w = l, quia quilibet numerus unico modo ex mens utiitatibus per ad- 
ditionem elici potest, erit 

quod idem prima formula ^ 1 se.u Hcunes iudt^ formata 
^1 »» 1 -|- iG “I” "1“ 3*^ “1” Otc. 

manifesto indicat. 

29. Quoniam series ® ““ (j, indicat, quot modts quistiue numerus 

ex numeris 1 et 2 per additionem formari possit, in hue. serie poteatatis x" 
coeffleiens erit ■== haec enim expressio {msumtu e.st ml siguificandum, quot 
modis numerus n ex numeris 1 et 2 per additionem oriri iiossit. Hinc igitur erit 

58 == 1 + + 2'*)a;* + -f f. ek. 

atque ad similitudinem huius expressionis erit 

SI « 1 -j- i(0fl5 + 2 («a,» + 3(«a;» + 4(o«« 4 , 510^6 ^ ^ 

Deinde vero cum sit 81- ’ et S - ^ . . erit l-Sil -a*). unde 

sequens inter has senes relatio oritur 

8 t ■=• 1 -f X -j- 2'”a3* -f 4 - -f -f fi"* j;* 4 - litc., 

1 4- 4 - 4 - 4 - 4^*V 4- 4- 4- eta. 

- Sa;* — ~ ~ ~ etc. 

Quodsi bine ooaequatio termiuorum homogeneoram iiistituatur, erit 


I 4 d-l 4 '/j 
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2(») = 2^^) + 1, 

3 ( 2 ) ^ 3 ( 1 ) _j_ 

30. Qeneraliter ergo erit 


4'=“) = 4- 

== 5 ( 1 ) -|_ 3 ( 2 )^ 

6^“^ == 6^ 4. 4(2)^ 


7 ( 2 ) == 7(1) _j_ 5(2)^ 

8(2) = 8'i) 4- 6^*), 

9(2) ^ g(i) _|_ 7(3) _ 


^(2) ^ ^(1) 2)(2)_ 

Cum iptur sit »<» _ 1 erit _ 1 + („ _ 2 )»; coefflcientea seriei S8 

ita detemmalmutur, ut quieque terminus ultimus aequalis sit antepenultimo 

umtate aucto. Sen c™ seriei « onmes coefflcieutes sint nnitates, ex eerie a 
sequenti modo series S3 formabitur: ^ 


8t = l 


Scilicet cum 
sub terminis 
mini tertius 
subscripti et 
modo series 
esse =• J 

A 

sin autem n 


+ a>+ x»-j- 0!^+ a)'>4- a)“4- 3)^4- a;«4- x^+etc. 

1+ 1 +2 +2 4-3 4-3 +4 4-4 +etc. 

+ 03 + 2a;^+ 2ir“4- 3o3*+ 30;® 4- 4o;“+ 4o:’4- 5(r«+ + ^ 

senei ^ duo termini initiales 1 + o; constent, subscribantur ii 
tertio et quarto senei 31 hincque per additionem orientur ter- 
et quartus seriei S5, qui porro terminis quinto et sexto seriei 3t 
additi dabunt terminos quintum et sextum seriei 33 hocque 
S3,^quousque Hbuerit, facillime continuatur. Patet autem Mnc 
(^.[. 2 ); scilicet si n est numerus impar, erit #) = +(w 4 . 1 ) 
sit numerus pa,r, erit =- ,i(w4-2). ^ 


31. Cum porro sit S •=“ k—— firif. 91 {X '/'1 /v.8\ , j 

_ (i~a!)(i— !»»)> erit (4,(1 — a;"}, unde, cum 

seriei (£ terminus generalis sit sequens nascetur relatio inter series 33 et ® 

33 — 1 4- l(*)fl3 4. 2<'^o:“ 4- 3^*^a3® + 4. 5(2)3;® 4. 6(2)a;fl _j_ 

«l + l<% + 2<V+3'‘‘)a;''+4(V+6<V+6«V4-etc. 

~ ® - 03® — l(»>a;* ~ 2'®)o;® - 3'“>o;® — etc. 


Si iam hie aequatio inter terminos homogeneos instituatur, erit 

Lbomhakdi EtrtBBi Opera omnia Is OommentationeB arithmeticao 
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1(8) _ 1(8)^ 

4") 

~4<>^+P>, 


7(8) + 4(“), 

2"') == 2(*>, 

S'**) 



B(8) _j_ 5(8)^ 

3(*) = 3« + 1, 

6(«) 

0(8) + 3(8), 


C)£») + 0(8) 

et generaliter 

#)-» 

#)4.(»„3){+ 




Series ergo £ ex serie 33 suisque termiriis antecodeutil)U8 HiH|uont,i raodo facile 
fornaatur. Omittamus autem potestates ipsiiis x, quia totum negotiium in 
coefflcientibns versatnr; 

33“l“t~l~l“2--)~2-|-3-i“3-i~4!“|”4'~j” 5”|** B G-f" {j"f* etc. 

_14-1_+2 + 3 + 4+ 5+ 7+ 8 + 10 + etc. 

(£s= 1 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 7 + 8 + 10 + 12 + 14 + 1(5 tstc. 

Scilicet seriei 33 subscribatur series K initinm sub termino quarto facienclo, et 
prouti boc mode series per additiouem oritur, ita quoque sub serie 33 
continuabitur. 


32. Quia deinde 'S) ^ erit 

Unde simili modo, quo hactenus sumus usi, reperietur: 


IW 

=« 1<“), 

4 ^^^ mm 4(8^ + 1 j 

^ 7(8) ^ 0 ( 4 )^ 

2« 

- 2“>, 

6W) — 6(8) + 

8W - 8“^ + 4 <*’, 

3(1) 

tssea 

6W - 6(8) + 2«, 

9 <‘> « 9(8) + 5 (e 

et generaliter 


#) » ^(8) + __ 

• 4 )«. 


Pari modo ulterius progrediendo colligetur fore 


mm + ^^ __ 

« #) + ^^ — 'lyii 

etc. 

Ueneratim ergo hinc colligetur fore 
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ubi notandum est, si fuerit n <,m, turn terminum (n — -prorsus evanescere, 
sin autem sit n = m, etiamsi sit w — m = 0, tamen terminum {n — valere 
nnitatem. Deinde si sit n — m = l, quoqne erit {n — my™' ==1. Erit ergo 
perpetuo tarn 0 ^™^ = 1 quam 1 '^’") = 1 et = 1. 


33. His relationibus inter series $8, ® etc. notatis eae facillime 

formantur et, quousque libuerit, continuantur, quae operatio per hie adiunctum 
schematismum fiet manifesta: 


1 x^ x^ x^ 




xo 

rew 


*^2 

*13 

x^^ 

etc. 

21 = 1 + 1 + 1 + 1+1 + 1 + 

1+ 

1 + 

1 + 

1 + 

1 + 

1 + 

1 + 

1 + 

1 + 

1 + etc. 

1+1+2+2+ 

3 + 

3 4" 

4 + 

4 + 

5 + 

5 + 

6 + 

6 4" 

7 + 

7 4" etc. 

58 = 1 + 1 + 2 + 2 + 3+3 + 

4 + 

4 + 

5 + 

6 + 

6 + 

6 + 

7 + 

7 + 

8 + 

8 + etc. 


1 + 1 + 2+ 3+ 4+ 5+ 7+ 8'+10-f-12+ 14+ 16+ 19 + etc. 

(£ = 1+1 + 2 + 3 +4 + 6+ 7+ 8 + 10 + 12 + 14 + 16 + 19+ 21+ 24+ 27 + etc. 


1 + 1+ 2 + 3+ 5+ 6+ 9 + 11 + 15+ 13+ 23 + 27 + etc. 

SD = 1 + 1 + 2 + 3 + o + 6+ 9 + 11 + 15 + 18 + 23 + 27 + 34+ 39+ 47+ 54 + etc. 

1+ 1+ 2+ 3+ 5+ 7 + 10 + 13+ 18+ 23+ 30 + etc. 

(£ = 1 + 1 + 2 + 3 + 5 + 7 + 10 + 13+ 18 + 23 + 30 + 37 + 47+ 57+ 70 +~84 + etc. 

^ 1 ~b 2+ 3+ 5+ 7 + 11+ 14+ 20+ 26 + etc. 

= 1 + 1 + 2 + 3 + 5 + 7 •+ 11 + 14 + 20 + 26 + 35 +44 + 58+ 71+ 90 + 110 + etc. 

1 + 1+ 2+ 3+5+ 7+ 11 + 15 + 21 + etc. 

(55 = 1+1 + 2 + 3 + 5 + 7 + 11 + 15 + 21 + 28 + 38 + 49 + 65+ 82+ 106 + 131 + etc. 

1 + 1 ^ "h 3 5 y + 11 + 15 -f- etc. 

$ = 1 + 1 + 2 + 3 + 5 + 7 + 11 + 16 + 22 + 29 + 40 + 62 + 70+ 89 + 116 + 146 + etc. 

1 + 1+ 2+ 3 4" 5 "f" 7 "h 11 + 6tc, 

3 = 1 +1 + 2 + 3 + 6 + 7 + 11 + 16 + 22 + 30 + 41 + 64 + 73+ 94 + 123 + 157 + etc. 

^ 1+ 1+ 3“| - 6 + 7 + ^tc. 

^ = 1 + 1 + 2 + 3 + 6 + 7 + 11 + 16 + 22 + 30 + 42 + 55 + 76+ 97 + 128 + 164 + ^ 

1 4 " 1 2 -jr 3 4 " ^ 4 * 

S««14"1 + 24-34-54"74-114-15 4'22 4'30 4-42 4-56 4“76 4' 29 4“ 131 + 169 4- etc. 

1+ 1+ 2+ 3 4- etc. 

907 = 1 + 1 + 2 + 3 + 5 + 7 + 11 + 16 + 22 + 30 + 42 + 56 + 77 + 100 + 133 + 172 + etc. 

1 4” 1 4* 2 4" ^tc, 

97 = 1 + 1 + 2 + 3 + 5 + 7 + 11 + 16 + 22 + 30 + 42 + 66 + 77 + 101 + 134 + 174 + etc. 


etc. 


86 * 
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34 Hoc modo tabula Me adiuncta‘) per sulain continuam additionem est 
constructa atquo ratio constructionis tain ost pnrspiciia ox inspectione, ut 
ampliori explicatioue non egeat. Ope huius taliulao igitur itmnodiato resolvitur 
boc probleina, quo quaeritur, guot variis moMs datus nutiimiH n cw Ms mmieris 
1, 2, 3, . . . m per additionem produd possit. 

Sic si quaeratur, quot variis modis immerus 10 ox Ida numeris t, 2 et 3 
per additionem oriri possit, erit n — > 10 ot m •-«« 3 atquo ox (.alnila reperitur 
modorum numerus = 14, qui modi sunt 


10 = 1 -p 1 d" 1 "t" 1 “f" 1 “H 1 "!“ 1 "f" 1 "t" 1 "t" 1 » 
10 = l-j-l-)-l-i-ld"l"l“ld"l*i“l"l”2» 

10 = l-j~l“hl~l"l“[“l~l“l"i™l“l“l^> 
10“=l"f'l“f'l'i~ld“l"p 
10*“l-j”l“|“l~i“l’*t"l"{"^"p3j 
10 *=* 1 -p 1 ~p 1 ~p 1 ~p 2 -p 2 “p 2 , 
lO-l + l + l + l+S + S, 


10 1 ~p 1 “I” 1 -p 2 ~p 2 -j~ 3 , 

10 rre, 1 -j“ 1 ' p- 2 -j" 2 -}" 2 -p 2, 

10 mm 1 -p 1 ^ »|.. 0 _p, 

10 ‘’*** 1 'p 2 ‘ p 2 'p 2 ■•['■ 3, 

10 1 *d“ '1 “p" 3 “p 3 , 

10 2 “p 2 *p 2 "p 2 ~p 2, 

10 — 2 + 2 + 3 + 3. 


Si quaeratur, quot variis modis numerus 25 ex Ida mimoris 1,2, 3,4, 5 
per additionem produci possit, facto n « 25 ot m »- 5 roporiotur ex tabula 
numerus modorum — 377. 

Si quaeratur, quot variis modis numerus 50 ex Ida numeris 1, 2, 3, 4, 6, 
6, 7, 8, 9, 10 per additionem resultare possit, posito % — 50 et m 10 iuvenitur 
modorum numerus —62740. 

Si vel numerus propositus vel numerus partiinn maior ait quam in tabula, 
turn niMlo minus casuum numerus ex tabula ope formularum aupra inven- 
tarum colligi poterit, tJti si quaeratur, quot media rturnoruH 00 (^x his nu- 
meris 1, 2, 3, . . . 20 per additionem resultare possit, erit n « 00 ot m — 20 
qnaeriturque valor formulae let voro OO**®* — 0O'“'‘ p 40«‘®P at 

60'^“^— 60(^“)-p41<*®^ porroque 60'“> — 6(y”> -p 42"*’' ot 00*”' — CO"®' + 43'”' sicque 
deinceps. Unde tandem erit 


60'”' — 40<”> + 41'”' -p 42'”' 4- 43“^' + 44»®> + . . . .p 5yep 

qui numeri ex tabula collecti daut 791181; totque modis numerus 00 ex nu- 
meris 1, 2, 3, . . . 20 per additionem elici potest, 

1) Vide p. 290. In editione princape haec taibak. nonnallos snrorei eontinet, qni ornnes iam 
in Oonment, arithm. oortecti snnt, P. E. 
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35. Ope huius tabulae delude ambo problemata Celeb. Naudei expedite 
resolvi possunt. Ac priruo quidem si quaeratur, quot variis modis datm numems N 
in m partes inter se inaequales dispertiri possit, hoc fiet, uti supra [§ 19] ostendi- 
mus, tot modis, quot unitates continentur in hac expressione (N — — 

quam tabula indicat. 

Usum igitur huius tabulae aliquot exemplis ostendamus. 

I Quaeratur, quot variis modis numerus 25 in 5 partes inaequales disper- 
tiri possit. 

Erit ergo hie N=2b et m — 5, unde — et responsura conti- 
nebit formula quae ex tabula est 30, ita ut partitio 30 modis institui 

possit. 

II. Quaeratur, quot variis modis numerus 50 in 7 partes inaequales disper- 
tiri possit. 

Hie est JV'=50, m = l et N — = 22, unde numerus partitionum 
quaesitus est 22^''^ = 522. 

III. Quaeratur, quot variis modis numerus 100 in 10 partes inaequales 
dispertiri possit. 

Cum sit JV’=100 et w = 10, erit N — — = et numerus partitio- 
num reperietur 45^“^ = 33401. 

IV. Quaeratur, quot diversis modis numerus 256 in 20 partes inaequales 
dispertiri possit. 

Ob iV=256 et w = 20 erit JSf — ^htil = 46 et numerus partitionum 
flet 46^'®^ = 96271. 

V. Quaeratur, quot diversis modis numerus 270 in 20 partes inaequales 
dispertiri possit. 

Ob N==270 et m = 20 erit N — = ideoque numerus partitio- 
num quaesitus fit 60^®“^, cuius valorem ante invenimus esse — 791131. Tot 
ergo diversis modis numerus 270 in 20 partes inaequales dispertiri potest. 

36. Simili mode ex tabula quoque alterum problema resolvetur, quo 
quaerebatur, quot variis modis numerus N in m partes aequalitate partium non 
exclusa dispertiri possit. 
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Supra [§ 27] enim ostendimus parfcitionum nuinorum (luaositum contineri 
in hac formula (iV— quern valorem ex tabula dt'promore licet. Quae 
solutio quo facilius iutelligatur, aliquot exoinpla adiiciamus. 

I Qmeratur, guot variis modify mmerm 25 in 5 pmim sire aequaks me 
inaequales dispertiri possit. 

Hie est N=2B et w=-6, undo iV-- 20, et partitionum numerus 
erit 20® = 192. 

11. Qmeratur, quot variis niodis numerus 50 in 7 partes sive aequaks sive 
inaequales dispertiri possit 

Ob JV=-60 et 7 erit N—m«^4n et partitionum numerus quaesitus 
filet IB'’’ = 8946. 

Ill Qmeratur, quot variis modis mmterm 50 in 10 partes sire acquales sive 
inaequales dispertiri possit 

Ob iVn- 50 et « 10 erit iV— « — 40 et partitionum numerus erit 
40(i«)== 16928. 

IV. Quaeratwr, quot variis modis numerm 60 in 12 paries mre aequaks sive 
inaequales disp&rtiri possit 

Cum sit iV—GO et m—12, erit et partitionum numerus 

quaesitus erit 48^“’ — 74287. 

V. Quaeratur, quot variis modis numerm 80 i» 20 parim sitr aequaks me 
inaeqmks dispertiri possit 

Brit ergo JV»»=80 et unde iV *— »(«• 60, et partitionum nume- 

rus erit 60'’®) — 791131. 

37. In seriebus horizontalibus, quas tabula exhibet, mitatu digna est 
convenientia inter terminos initiates harum seriorura, {{ua<» oo longius proce- 
dit, quo maior fuerit numerus m; sic series decima (juinta qtiindecim auos 
terminos initiates cum omnibus seriebus setpientihus habet commumis. Hinc 
inveniri poterit series, quae numero m in infinitum aueto respondet, ([uae 
ergo continebit valores huius formulae quae denobit, quot variis modis 
numerus n ex omnibus prorsus numeris integris per additionem produci 
possit. Haec ergo quaestdo digna videtur, quae diligtmtius evolvatur. Cum 
a' ) complectatur omnes omnino partitiones numeri n prtj quocunque partium 
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numero simul sunitas, erit aggregatum ex numeris partitionum in 1, 2, 
3, 4, . . . usque ad n partes sive aequales sive inaequales, quia numerus n 
iu plures quam n partes secari nequit. Quamobrem erit 

%(~) = (w _ l)(i) + (w — 2f ) 4- ) + (» — 4)^^) + (m — + ... + (% — 

in qua serie tarn primus terminus (n — qui deuotat sectionem in uuam 
partem, quam ultimus (» — w)^, qui deuotat sectionem in n partes, est uni- 
tas. Hinc igitur series uumerorum quae in calce tabulae exhibetur, per 
additionem terminorum ex superioribus seriebus inveniri potest. Sic erit 

+ 0® = 1 + 3 + 3 + 2 + 1 + 1 = 11, 

qui numerus in infima tabulae serie sub numero 6 habetur. 

38. Potest autem baec operatio contrahi ope lemmatis supra [§ 32] in- 
venti n^”'^ = + (w — unde fit = (n — 

Oum enim sit 

=(n — iy‘> + (w — 2y*' + (w — 3)^®' + (« — 4y'‘> + (w — 5)'®^ + (« — 6/®^ + etc. , 
si ubiqne loco n scribatur n — 1, erit 

(n — 1)<~^ = (w — 1)^“' + (w •— 2)^'-^ + (w — 3^*' + (« — 4)^®^ + (% — 5)'*' + (w — 6)® + etc., 

ubi ob uniformitatem praefigitur terminus (n — 1)^®', cuius valor est =0. Si 
igitur inferior series a superiori subtrahatur, ope lemmatis prodibit 

n(^) — (n — 1)^~> 

= 2)(’> + (% — 4)<®) +(n- 6)‘®) +(n — + (w — 10)<*) + (» ~ 12)<®> + etc. 

sicque terminus quisque ope praecedentis (n — 1)<~^ per additionem duplo 
pauciorum terminorum quam ante invenitur. Erit ergo exempli gratia 

12M = 11(~) + 10^« + + 6'®-) + 4'*’ + 2® + 0<®^ 

sive 

12H ==56 + 1 + 5 + 7 + 5 + 2 + 1 = 77, 
qui numerus quoque pro valore ipsius 12''“> in tabula reperitur. 
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39. Simili modo haec operatic iilterins contnilii iiotcHt; cum tniim sit 


nH -[n- « {n - 2)'» + {% - 4f > + (w - (« ...... i())tr.) .p 

si loco n ponamus « — 2, habobimus 


(ft — — (n 

^(n- 2 y +(n-~~ 4 )<H (n - 6f > (n 8f » - ( (« 1D)W 4. ote., 

ubi ob uniformitatem terminum (« -- 2)'®' « 0 prnomittimus. Nuiic banc 
seriem a superiore subtrabendo ope lommatia oiitiiitdiimuH 


— ■ (ft — l)'~' — (ft - • 2/"^ + (ft .I)*"’’ 

„(w_3)(0+(n_e}'»>4*(^«-[>f* + 0^ inf + etc. 

Haec ergo series si dicatur —i* orit 


nW — (ft — 1)M 4. (« ’ — (ft - ■ nj*-*-’ .p. 

In serie ergo quaesita ad definiendum ioriiiinum ciuamvia »<*•» prueter valo- 
rem ipsius P nosse oportet teraos tormiima prtwKJodtmt^ta. Hoc modo proce- 
dendo tandem qnantitas P evanescet (st quilibot tarminuH istiiw aorioi per 
solos terminos praecedentes deftnietur, quae oat proprieto sarioram racur- 
rentium. 


40 . Hanc vero seriem revera esse rocurroiitom ox oius gon(*«i ost mani- 
festum, cum oriatur ex evolutione buiua fractionia 

1 

(f-a!)(f-a:»)(i->)(l gl .. j*) 

Scala ergo relationis istius setiel babebilur, ai into douomiuatiir actu per 
mnltiplicationem evolvatur. Instituta autom bac iiuiltiplieatioiio denominator 
sequent! modo expressus inveaietur; 

— flj'® 4 - 4 . ~ 4 X*' 4 • ir®’ - - x” ~ x” 'f etc,*) 

Quae ipsius x potestates qualeia teneanfc legem, ex ipsa formnticme vix dofi- 

P. B. 


1 ) Vide not&m p, 191, 
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niri possG vidGlur, iniiGriiii tiaiHiGri 6x inspGctionG mox patot, GjltGrnatim binos 
terminos esse affirmatives et negatives. iSTeque minus expenentes ipsius x 
certam legem tenere ebservantur, unde eius terminus generalis celligitur esse 
X ^ ^ . Scilicet nullae aliae potestates eccurrunt, nisi quarum expenentes 

centinentur in hac fermula et ita quidem, ut petestates, quae ex nu- 

meris imparibus pre n assumtis eriuntur, babeant signum — , quae vere ex 
numeris paribus fermantur, signum 

41. Haec igitur ferma nebis suppeditat scalam relatienis seriei quaesitae, 
qua censtat fere 

w(~) = (^^ — 1)(~) + (w — 2)<~> -{n — — (n — 7)<~) + (% — 12)(~) + {n - ir>)H 

~{n- 22)(~> — (w — 26)("*) + {n- 35)'~^ + {n — — (n— 51)^~^ ~(n — 57)(~) + etc. 

Hanc autem legem pregressienis lecum habere tentanti facile patebit. Sit 
enim w = 30; reperietur fere 

30<~^ = 4- 28'~' — 25'~^ — 23'~> -j- 18^~^ + 15^^^ — 8^~> — 4f~>,* 

est enim his numeris ex tabula desumtis 

5604 = 4565 + 3718 — 1958 — 1255 + 385 + 176 — 22 — 6 . 

Atque hec mede ista series, queusque libuerit, centinuari petest. 


42. Queniam vere series pre valore m==20 iam est formata, ex ea ali- 
quanto facilius series quaesita pre valere m — oci erui peterit. Cum enim 
series fermetur ex evelutiene huius fractienis 

1 

series vere ex evelutiene huius fractienis 

1 

(i — x) (i — x^) (1 — x^) (1 — a;*) • • ■ (1 — a!~) ’ 
manifestum est, si haec series multiplicetur per 

(1 — 35“) (1 - 3;“) (1 — ic'*') (1 ~ (1 - etc. 


Leohharpi Eureri Opex*a omnia 1 2 Commentationes arithmeticao 


86 
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seu per 

1 _ __ a;«a ™ — a-**® ~ a:“" -- a:®^ etc. 

_|_ ajW _]_ + 2®“ + 2;r“ 4- + 4 a;*' ‘I- 4.i:“ -f- etc. 

_ - a;"’ - 2a;“ ~ 3 a;"' - 4a;™ - 5a;” ™ 7»” -- Ba;™ - lOx” - etc. 

_|_ ajoo ^ ^01 ^ 2^'^> 4- + 5®“* + (!«“ 4* 5a" 4- 1 1 a;«' 4^ If.a" 4. etc. 

_ a-iis _ __ 2a;”’ - 3a;‘“ - 5a;'™ - 7a;'™ ~ lOa-'” > « l.Ha''™ - IH®'™ ~ etc. 

etc.* 

turn prodire debere priorem. Hinc concluditur fore 

#«) « wM _ (w — 21)M — (n ~ 22y-» ~ in — 23 )< *'» ™ fw ■ • 24 etc.. 

+ (w— 43)^~^ 4- (^— 44)^~’ 4- 2{«— 45)'“'’ 4* -cw — 4(ii**' 4" Bin — 47)''*’ etc. 
-(n- 66)'"’ -(w- 67)'~>-2('«- OB)'*’ — 3(« - - — 4C»~ ?())''’ -etc. 

+ (w- 90)'~>-h(«— 91)''“’4-‘4(,»~- B2/~’ + 3!7 j~. 93/'’4-5f«~ fW/*-’ . 4 . etc. 
- (w -115)<"> - (w -116)'"’ - 2 (m — I l7jM - B(n — I iS/"’ — 5f« — 1 19/~’ - etc. 

etc., 

(luarixm serierum coefficientes procedunt se(;uudum aerie« Kuperiores pro par- 
titione numerorum in 2, 8, 4, 6, 6 ete. parkw iitHtirvicmtoB. 


43. Denotet f(n-2ip summam onwiium terra inorura aeriei 
q^'uae est 

1 4" 1 4" 2 4" 3 4" 5 4“ ”1“ i 1 4” i5 4' 22 4~ 4“ ete. 

usque ad terminum (ti — 21)'’“’ incluBivo; simUiqtio niodo Bit genoraliter 
JJ'"’ summa omnium terminorum eiusdein weriei usque rai ta'rmiiuira i?'"’ in- 
clusive; quae summaa cum succoBsive facile fomiontur, erit 


~J\n 21)'"’ 4- J(« — 43)'“’ +Jln — 45/"’ 4* /(» 47)*'*'’ -f- ete. 

-fin - 66)'"’- /(» - 68)'">-J(« - 69/"’ - Jl« - 7(1/"’ - etc. 
+f{n ~ 90)'"’4-J(« - - 9.1/">4. ^2jui ■ ■ 94/’'’ 4- ete. 

etc. 


/^W aa, 
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Hincque adeo erit 

-I- f(n _ 21)(~) —f [n — 43)^ —f(n — 45)(~) — f [n — 47)(~> — etc. 
-\-f(n — 66)(~) +/(« — 68)(-) -{-f(n~ 69)'“^ +/(« — 70)(~> + etc. 
—f{n — 90)(~> —f [n — 92)H ~f(n~ 93)(~) -2f(n — 94)'~) - etc. 

Hums formulae ope, nisi n sit numerus valde magnus, ex serie pro parti- 
tione in 20 partes inserviente ipsa series facile constituitur hocque mode 
ea in tabula constructa exhibetur, cum ubique excessus terminorum supra 
terminos sint assignati. 

44. Hac igitur serie constructa proposito quocunque numero definiri po- 
tent, quot omnino modis is in partes dispertiri possit. Sic patet numerum 
10 omnino 42 modis ex additions resultare posse; atque numerus 69 tot 
modis, quot indicat iste numerus 831820, per additionem jproduci poterit. 
Sin autem numeri maiores proponantur, turn tabula hie exhibita ulterius 
continuari vel pro quovis casu numerus desideratus per praecepta Me tra- 
dita investigari debet. In his autem partitionibus aequalitas partium non 
excluditur. Unde novum oritur problema, guo pro guovis num&ro proposito 
guaeritur omnium partitionum numerus in partes inter se inaeguales, quod pro- 
blema resolvetur ope huius expressionis 

(1 + a:)(l + -f a:»)(l + »*)(! -|- a;'')(l + a:®) etc. 

His enim factoribus in se invicem multiplicatis orietur series, in qua quili- 
bet coefficiens ostendet, quot variis modis exponens ipsius x in partes inter 
se inaequales dispertiri possit. 

45. Quodsi autem hoc productum actu evolvatur, reperietur haec series 

1 4- a; + aj* -f 2a;'‘ + + 3a3® + 4a;® + 5a;" -|- 6a;® + 8a;® + 10a;“ + 12a;^^ 

+ Iba;^® H- 18a;‘® + 22a;'* + 27'r'® + 32a;'® -f 38a;'" + 46a;'® -f Mx^^ + 64a;®® 

H- 76a;®' + 89a;®® + etc.; 

quae cum sit productum ex factoribus infinitis tarn simplicem legem servan- 
tibus, Omni attentione digna videtur. Ac primo quidem manifestum est 

36 * 
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coefflcientes horum terminorum plornmqno esHo piiroB (‘t oos aoliim esse im- 


pares, qui siiit cmn euismodi ipsiua a- ])ot('stiit,il)ns coiiiuncti, (piarum expo- 
nentes in hac forma contineantur; cuius pluuniomeni erulein est ratio 

atque illius, quod circa exponentoa oiuadem formao '* in evolutione pro- 
duct (1 — x) (1 — x^) (1 — x^) etc. observavimus. Gum autom sit 


(1 + x) (1 + X^) (1 + a?*) (1. + •'■*) etc. 


(1 -;c‘‘)(I -a:'')(l -a:*) 

(1 •~x)(i — ;r*)(l ate. ’ 


apparet seriem. ante inventam oxprimi liae fractione 

+ — .r®" f x** •[- .7“’'® x’® - 

1 — » -irM-a;® .p ;r” + .r®” .r*’* — | ate.’ 


unde ea ad modum serierimi recurrantium formari poterit. 


46. Facillime autem sine dubio haoe series ennstruitur ex ijisa eius in- 
dole, qua cuiuslibet termini coefflciens iiidicnrt» (bdad., quot variis modis ex- 
ponens ipsius x in partes inaequales dispertiri possit. Bit JV coefflciens po- 
testatis x" in ista serie eritque 

— f (n — inV®* ffn etc.; 

nam (w — — l indicat numerum n imico modo ox una parte constare, 
(n — 3)'®' ostendit, quot modis numerua n in {Imw parti's inaequabss, (« - 6)‘®> 
ostendit, quot modis numerus n in tres partes iimtHpiales distribui 
possit, et ita pori’o; unde et haec series (jpe tabulae tlaiius (iuous(pio libueritv 
continuari potest. Ceterum bic notatu dignum est, si nuineri partitionum in 
partes numero pares negative capiantur, banc eximessiontun resultantam 

(n — 1)(‘) _ (n _ 3)W + (n - 6)(*> - (« - loy** + f« - if,f ) — (« 21 )<*> + etc. 

semper esse -=0, nisi fuerit n miraerus in ban fornm cumtontiis sin 

autem n in hac forma contineatur, turn illius (’xpressionis valorem esse vel 
+ 1 vel —1, prout e fuerit numerus vel irapar vel par.*) 

1) H quod perspioftar, si saoundtini parggrapliuw 40 ftvolutio 

— (1 — «)(! — **)(! — «*)(! — #) etc. •» — 1 q- X I- 4 :® — jf® — j;’ + x*® -f «Rp. 

consideration E B* 
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47. Quemadmodum hactenus omnes mimeros integros ad partes consti- 
tuendas admisimus, ita partium conditione limitanda numerus quaestiomim in 
infinitum augeri posset; cui negotio, cum metliodus certa ad liuiusmodi quae- 
stiones resolvendas sit tradita, non diutius immorabimur. Sufficiat ex praece- 
dente insignem proprietatem partitionis in partes impares annotasse. Cum sit 


(1 + ir)(l + + »*) etc. 


1 

(1 - a;) (1 - ««) (i - (1 ’ 


quae formula ex aequatione in § 45 exhibita sponte fluit, bine sequitur quem- 
vis numerum totidem modis ex numeris solis imparibus per additionem pro- 
duci posse, quot modis idem numerus omnino in partes inter so inaequales 
dispertiri possit. Sic cum numerus 1.0 decern modis in partes inaequales 
dispertiri possit, qui modi sunt 


10 = 10 , 10 = 1 + 2 + 7 , 

10 = 1 4- 9, 10 = 1 + 3 + 6, 

10 = 2 + 8, 10 = 1 4 4 + 5, 

10 = 3 4 7, 10 == 2 4 3 4 5, 

10 = 4 4 6, 10 = 1 4 2 4 3 4 4, 


idem numerus 10 quoque decern modis ex solis numeris imparibus per addi- 
tionem produci potest hoc modo 


10 = 1414141414141414141, 
10 = 1 4 141 “t“ 1 ~ 1 “ 1 “f" 1 “f" 1 “h j 
10 = 14141414145, 

10 = 1414147, 

10 = 149 , 


10 = 1434343, 

10 = 1 4 1 4 1 1 “l~ 3 4 d, 
10 = 1414345, 

10 = 3 4 '7, 

10 = 545 . 


48. Relictis autem his speculationibus progredior ad investigandum, quo- 
modo quisque numerus ex terminis progressionis geometricae 1, 2, 4, 8, 16, 
32 etc, per additionem formari possit.^) Ac primo quidem si istae partes 


1) Vide aotas 1—3 p. 268 . 


E. R. 
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inter se debeant esse omnes inaeqnales, quaestio rosolvetur ]H*r ovolutiouom 
huius expressionis 

s = (1 -j- 'c)(l -i" "H 4" 4" 4" t'tc, 

Mnltiplicatione enim actu institnta cuiusque termini coofficions indicabit, qiiot 
modis exponens potestatis ipsius se adhmcta© ex numeriH ])r()fj;reHHumi8 geo- 
metricae 1, 2, 4, 8, 16 etc. per additionem produci ponsH.. (!um igitur quivis 
numerus unico mode sic resolvi posse ohservutiis sit, OHlcndendnm t'st. in Imc 
serie omnes ipsius x potostates occurri'-ro oinnimnque tnindeni ohho coeffici- 
entem unitatem. 

49. Ut hoc demonstremus, ponamus osso 

s 1 -p (xx 4" 4“ "t" 'ih' "f" 4’ I ■ ofco. 

atque ad valores coefficientium a, §, f , d etc. eruendoa ponamus wx loco x 
sitque valor pro s hoc modo resultana — t] orit 

i « (I 4- »*’)(! 4- »*}(! 4- -f ^«)(l + a:**} etc. 

ideoque flet S'^(14-a!)^. Qua relatione in sertelnw eouMiderata ub 

i "* 1 4" 4* f ^*4 4" *1" ete, 

^ habebitur 

( 1 4" ■“ 1 4" ® 4" (ix* |‘” /ix* p j'x** } 4' 4j* p d’j* 4 eh*,; 

quae cum aequalis esse debeat sariei a, campamtio coeilicientium dabit 

Ct ”» 1 1 $ 0 J fj mm y ^ X m,-n t ^ 

^ mm 0 mm, ^ A f , 

y mm tCf ^ I 'mm ft 

etc,, 

unde manifestum est singulos coefficientes esse uaiteM iiequales an projiteroa esse 
^""l4-®4-®*4-a^4-a;*4”a5*4“»*4-a;’'4-aG* + ete. — * : 

I 3t 

quod idem per se perspicuum est, cam sit 

(1 »)(! 4” fl5)(l 4“ ®*)(1 4* ic*X^ 4- a5'')(l 4- etc. «— i. 
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50. Sin autem quaeratnr, quot variis modis quisque nuniBrus ex terminis 
progressionis geometricae 1, 2, 4, 8, 16 etc. partium aeqnalitate non amplins 
sublata per additionem produci qiieat, solutio petenda erit ex evolntione huins 
fractionis 

g- - 1 . 

(1 — a;)(l — a:^) (1 — a;^)(l — a:®) (1 — a:i'*)(l — ic®*) etc. ’ 

bac enim in serie evoluta coefficiens cuiusque termi ni ostendet, quot variis 
modis exponens potestatis ipsius x adiunctae ex terminis progressionis geo- 
metricae propositae per additionem resultare possit. Ponamns xx loco x et 
valor ipsius s abeat in t\ erit 

i 

* ■“ (r- rK»)(i - a!®)(i - ^ = (1 — a?) s; 

sit igitur 

s = 1 + yx^-\- dx^-[- 605® -f tie® -f rjx’ -f dx^-i- ta:®-]- etc.; 

erit 

(1 — a:) s — 1 -f- aa; a;'*’ -f- ea:® -j- ^a:® rix' dx^ -f- ix^ -f- etc. 

— 1 — a — /3 — Y — d — B — ^ — 7] — d — etc. 

= ^ = 1 -f- aa;® + /Ja;* -(- j/a;® -|- da:® -f- etc., 

unde ex aeqnalitate terminorum bomogeneorum obtinebitur 


« =» 1 “ 1, 
= a -j- a = 2, 
=2, 

d = /-[-/? = 4, 
e ==» d =4, 
^ e == 6, 


= 6 , 

0 = ^ -I- d = 10, 

1 = 6 *= 10 , 
* == l.~\- B = 14, 
X = X = 14, 
|U.= A -|- ^ = 20, 

etc. 


v = fi = 20 , 

1 = v-l-a? = 26, 

0 = 1 = 26, 

7t = 0 6 = 36, 

Q = 71 = 36, 

o = ^ I = 46 


51. Notatu digna est baec series, cum quod bini termini sint ubique 
aequales, turn quod ea facillime, quousque libuerit, continuetur. Ulterius 
autem continuata ita se babebit: 
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1 4' i t 4 1 <*j’ > l■^.r'*‘-|™ i43;U 

+ 74=p**+74u-*M-!4x’^M- 5>4/’-* I' iH.*^ i J l-iH.r« | I u;(s,.«, 

+ 166x" + 2()*4/®*-| -Jiti’/**-! L’.'lHj’-' I " 

Ex bac Prgt) aem paW. rutinfrmn vin-bi ^riitin .'iii w'xjigjuta et 

sex modis ex terminia prngrmtoiijH gfinmiiH-jM' *hi|*l!M< pi-r mblitioueu nro- 
duci posse. Cotonim attenileati ferib* pun4.it Ii.gian htiiii« prngr«‘HHji>nia nullo 
modo per termiiium gciienilwH axpriaii piw^i-. . imj ivu-ru ait nariaa recumus 
cuius Bcala rektionk hi intiijitiuH tmifniiiitiir, kitl.jf miti.jn hut- pnitluctum 
infinitum 

(I .ra { xS‘J •**/' i ' /‘‘'j ale., 

SI evolvatuij Bcalaiti luktHiiiia. A<l ^luniii iiiv<. mi. si.lum piuiatur lioc pro** 
ductum — |i, quod akiat irt q, m lurn x irtumlur j*. 

g«({ /jjl „ti*. 

' ‘ ‘ l x 

seu p -» (1 — «)§. Stataatur urgu 

)'■**+ h;k‘ i I |■•lx»+x*•»+8te., 

eritqua 

unde per coaequationein termittfiriini nimilimn nhtitifiur 
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52. Coefficientes ergo seriei p, quae ex evolutione huius producti 

(1 — *)(! — (1 _ x^) (1 - x^') (1 — »'«) (1 — x^^) etc. 

nascitur, omnes suut vel + 1 vel — 1 neque tamen legem obtinent solito 
more assignabilem; erit enim 

p = l — x^ — x^-\-x^— a;=+ x^— a;' — .■»' + a:'’ + x'® — a:” + 

+ a;’'’ — a;'® + a;’-'' + a:^® — a;’-® + a;“ — a;^' — x^^ + x^^ -j- a;^* — x^^ — a;“ + a;^’ a;^" 

+ a;-“ H- a;®" -- a;*” — a3®‘^ + a;®” + x^ — a;®® + a;®“ — a:®’ — a;®" + a;®® + a;" ~ a"' — 

+ + etc., 


ubi tiotaiidum est quamlibet potestatem expoiieutis imparls coutrarium 
habere sigiium ei, quod habet potestas a®", buiusque signum perpetuo con- 
venke cum signo potestatis a"; unde cuiusvis potestatis signum facile assig- 
nabitur. XJti si quaeratur signum potestatis huius a^^*®, erit respectu ad sola 
signa habito 


a 


1745 




,^.872 

»4/ = 


a; 


,20 


= + ri;' 


■ X' 


218 


,.12 . 


+ a® 


-a’“= + a;ios 

+ a® = 


=s -|- a; 


27 




X 


1 , 


sign uni Grgo potGstatis contrciriuni 6st signo potostutis <juod cum 
sit — ; erit id 


l) Seciinduta Euleei consuotudines etiam alibi notatas (of. ex. gr. notam p. 3 libri, qui 
insci ibitui** Vollstdfidiffc ATilcitwig 0 ut AlgchTcti^ IjJSOneardi jEuljcrt Opcrcc ofyifiicc^ series I vol. 1) ex 
boc exemplo 1745 concludere licet Eulbeum bas investigation es iam a. 1745 .conscripsisse. F. E. 


Lbonhabbi EtTLBEx Opera omnia la Oommentationes aritbmeticae 


37 





















165—166] 


DE PAETITIONE EEMEROEEM 


18 19 


23 24 



1 

1 

2 

13 

3 

14 

2 

56 

5 

70 

0 

136 

5 

206 


622 

618 

733 

860 

1009 

116 

146 

186 

230 

288 

638 

764 

919 

1090 

1297 

94 

123 

167 

201 

252 

732 

887 

1076 

1291 

1549 

75 

97 

128 

164 

212 

807 

984 

1-204 

1466 

1761 

66 

76 

99 

131 

169 

863 

1060 

1303 

1586 

1930 

42 

56 

77 

100 

133 

905 

1116 

1380 

1686 

2063 

30 

42 

66 

77 

101 

935 

1168 

1436 

1763 

2164 

22 

80 

42 

66 

77 

957 

1188 

1478 

1819 

2241 

15 

22 

80 

42 

56 

'972 

1210 

1608 

1861 

2297 

11 

16 

22 

80 

42 

983 

1226 . 

1630 

1891 

2339 

7 

11 

16 

22 

SO 

990 

1236 

1545 

1913 

2369 


996 1243 1556 I 1928 i 2391 


1563 

1939 

6 

7 

1668 

1946 

7 

12 

1575 

1958 


37 * 










DE I’ARTITIONE NtlMEIiOHUM 


622 

1679 

626 

2104 

4H8 

2692 

423 

8016 

866 

8370 


632 j 6 ia 
12 U(; j 13 G 0 
filH > 7sa 
1824 I 2093 
03H 764 

24(12 2 H 67 

eUH i 732 
80(50 ! 3689 
680 j 068 
8890 4243 I 
445 60(1 ; 

4035 4802 
800 *00 
4401 62(13 

s«o j »7a ’ 
4691 i 6686 
329 I 298 : 
4920 j 6928 j 
no 

5096 15168 ; 

186 '~r?« ’ 

6281 B 834 

191 j 186 ' 
6832 j 8469 
77 r 101 '! 
6409 ! 6670 : 

60 ! 77 j 

6465 1 6847 I 

43 I 68 I 

6607 ! 6703 ' 
97 I 102 1 
6604 6842 


9 I 
IH i 

‘7 ; 

'M' 

8 I 

i8 I 

1226 ' 
13UI! ’ 


1640 

1729 

1916 

2172 

2132 

MOO 

UHia 

1175 

1307 

1679 

2400 

2738 

3120 

3639 

4011 

918 

toati 

1897 

1587 

laoi 

3319 

3828 

, 4117 

3066 

6812 

«h7 


1 8»1 

1649 

tH4& 

42015 

4904 

370K 

6613 

7667 

HO 7 

S*«4 

I8U4 

1465 

1781 

6013 

6888 

’ (5912 

8(170 

9418 

885 

M08 

‘ lil«« 

ta«s 

IftMO 

6708 

6761 

7972 

9873 

11 001 

682 

7 a & 

i 9«6 

11 10 

!3»0 . 

15280 

7476 

: 8877 

■' 10489 

1 2384 

471 

597 

747 , 

«S& 

‘ u&h! 

(5761 

8073 

■ 9624 

1 1424 

'18S42i 

S7g 

47« 

i «0M ^ 

7 83 

S «fi?i 

7139 

8661 

10232 

12186 

14499 i 

895 

8Mt 

4»8 ? 

oia , 

' 778! 

7434 

s 8933 

10713 

12801 

' 15272 1 

831 

tm 

a«s > 

4HO ' 

880 ' 

7666 

9228 

11098 

13381 

13892 

178 

i 231 

§u,i : 

884 ; 


7841 

; 9439 

^11393 i 

13671 ; 

16380 

185 

j 176 

881 ! 

S»7 j 

: 886 ; 

7976 

' 9(133 

11626 

189158 . 

16766 

101 

■ 130 

I7« ! 

881 ^ 

a»7 

8077 

i 9770 

.11802 ' 

14199 

17062 

77 ; 

i 101 

! 135 

17« j 

S«l ' 

8164 1 

^9871 

ilI93? 

14876, 

17293,; 

197< i 

s7a I 

j 878 

508 , 

n»4 

8849 i 

U0143 

12310, 

14888 i 

17977 


! ^ ^ 

t 18 

I 19 

! lU 
S 183 

1 878' 

; 611 
■' 88 1 
1342 
; 1880 
2702 
i 1884 
; 4526 
2104 
6630 
; 2194 

8824 
: ana 
10930 
1980 
12866 
1080 
14662 

1480 

16988 

1188 

17176 

972 

18148 

780 

18928 

flIS 

19661 

489 

S0040 

885 

20426 

897 





167-168] 


DE PARTITIONE NUMERORUM 


293 


m 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

46 

46 

47 

48 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

19 

20 

19 

20 

20 

21 

20 

21 

21 

22 

21 

22 

22 

23 

2 2 

23 

23 

24 

23 

24 

24 

25 

3 

120 

140 

127 

147 

133 

154 

140 

161 

147 

169 

164 

176 

161 

184 

.169 

192 

176 

200 

184 

208 

192 

217 

4 

411 

551 

441 

588 

478 

632 

511 

672 

B61 

720 

688 

764 

632 

816 

672 

864 

720 

920 

764 

972 

816 

1033 

5 

918 

1469 

1014 

1602 

1115 

1747 

1226 

1898 

1342 

2062 

1469 

2233 

1602 

2418 

1747 

2611 

1898 

2818 

2062 

3034 

2233 

3266 

6 

1540 

3009 

1729 

3331 

1945 

3692 

2172 

4070 

2482 

4494 

2702 

4935 

3009 

5427 

3831 

5942 

3692 

6510 

4070 

7104 

4494 

7760 

7 

2093 

5102 

2400 

5731 

2788 

6430 

3120 

7190 

3639 

8033 

4011 

8946 

4626 

9953 

6102 

11044 

6731 

12241 

6430 

13534 

7190 

14950 

8 

2462 

7564 

2867 

8588 

8819 

9749 

8828 

11018 

4417 

12450 

6066 

14012 

6812 

15765 

6630 

17674 

7664 

19805 

8688 

22122 

9749 

24699 

9 

2692 

10156 

8060 

11648 

3589 

13338 

4206 

15224 

4904 

17364 

6708 

19720 

6616 

22380 

7667 

25331 

8824 

28629 

10166 

32278 

11648 

36347 

10 

2634 

12690 

8016 

14663 

3690 

16928 

4242 

19466 

6018 

22367 

6888 

25608 

6912 

29292 

8070 

33401 

9418 

38047 

10936 

43214 

12690 

49037 

11 

2881 

15021 

2812 

17476 

3870 

20298i 

4036 

23501 

4802 

27169 

6708 

31316 

! 6761 

i 36043 

7972 

41373 

9873 

47420 

11004 

54218 

12866 

61903 

12 

2068 

17084 

2608 

19978 

8086 

23334 

8656 

27166 

4401 

31670 

626! 

3657? 

! 6290 

! 42333 

7476 

48849 

8877 

66297 

^ 10489 
64707 

12384 

74287 

13 

1768 

18847 

2164 

22142 

2687 

25971 

8210 

30366 

8882 

35462 

4691 

41265 

1 6686 
) 47968 

6761 

55610 

8078 
1 64370 

9624 

74331 

11424 

85711 

14 

1478 

20325 

1819 

23961 

2241 

28212 

2788 

33104 

8845 

38797 

406' 

45325 

r 4920 
5 52888 

1 6928 

; 61538 

1 7189 

; 71509 

1 8661 
1 82882 

, 10282 
i 95943 

15 

1210 

21536 

1608 

25469 

1861 

30073 

2297 

36401 

2816 

41612 

844( 

48775 

5 419S 

J 57080 

1 6096 

1 66634 

1 6168 
: 77667 

1 7484 

' 90316 

l 8982 

1 104876 

16' 

988 

22518 

1226 

26694 

1630 
: 31603 

1891 

37292 

2889 
1 43951 

1 287: 

51645 

1 8628 
) 60609 

1 4293 

! 70927 

l’ ^6281 

' 82896 

L 6834 
! 9665C 

1 7666 

) 112540 

17 

786 

23303 

i 990 

1 27684 

' 1286 
32839 

; 1645 

' 38837 

. 1918 

45864 

1 286' 
■ 54015 

9 2918 

2 63516 

1 367? 

i 74506 

\ 437? 

1 87266 

) 6835 

(101982 

! 6469 

1 119009 

18 

626 

23928 

i 788 

! 28472 

1 99E 

! 33834 

i 124S 
: 4008C 

1 155G 

) 47420 

r" 192; 
1 5594( 

8 2891 

D 65907 

: 2948 

' 77446 

( 3621 

1 90886 

L 442? 
(106406 

i 6409 

( 124418 

19 

49( 

24418 

> 626 
! 29098 

l 79( 

! 34624 

) 99« 

1 4107E 

r" 124£ 
; 48668 

1663 1985 

67503 67846 

) 240? 

i 7985E 

2966 8661 

93854110066 

L 4468 

1 128886 

20 

881 

24808 

> 49( 

! 29588 

) 62! 
i 36251 

r 791 

i 4186J 

r lOOC 
) 49668 

1261 166? 
58754 69414 

) 194? 

t 81803 

241’ 

96271 

298? 

L11303f 

) 3673 

) 132559 

CV) 

121! 

2601f 

8 leo! 
) 3118£ 

r 208! 
) 37338 

r 27ii 
5 4458J 

fc 850( 
J 5317-^ 

4607 6761 

63261 7517J 

7338 9287 1171t 

89134105658124754 

S 14714 

1 147273 



DE PARTITIONE NUMERORtIM 


[168-169 


11 1,1 
26 26 28 at 

26 27 27 28- 

217 226 284 143 

243 252 261 271 

8 72 1088 1089, 1154 

t e%’i t* oi r* i mf 


, a ^ I p imfvp l IoO’ 1 4 IS 

108^ __ 1164 1216 1286 1360 1426 1485 1575. ififtu t7j,§ 

2418 2611 2818 8084 8868! 8607 8786 4038 iam 


^1*11* 

4986 6427 6942 0610 7104 


7760 »448 Uioa 


f f»? i f.« 

! I 

1 59 

1 

1 1 1 

1 

: 1 

28; 90 

20 

29‘ at) 

80 

27 1| SftO 

890 

aott; aio 

380 

I860 1426 

1496 

1850 1736 

1816 

4810, 4616 

4982 

5069' 6861 

6747 

0976, I08S9 

11790 

16044 17180 

18467 

18188 I909H 

81878 

340H2; 87108 

40840 

274«S' 30688 

«8840' 

61575 87696 

74280 

a«S*7' 40811 

46812" 

97022108527 i 

120092 

48*14 49087 

66494 


-- ___._r_-J.tr ' I.uini04 U3W14 1282011 141136 157564 175686 

_ mu S ,"™ 

138679161144l870ia2I67882”n7‘>9Ofif!flRa«***®* «7«»4: 8t8t»l 88887; 46864 
■l670™7fi7“fi "la.K ! 

146149169120196648228364U4AQf9ft«!o*«^®°*®' <®0«0 

1506141767672047262881342764088onfio* *^°**‘' ®^****^ »*<>»»* 

r^ii' 6607“ efSa ! 

' """' ' -V- i I u i ^ I I I 



DE NUMERIS QUI SUNT AGGREGATA 
DUORUM QUADRATORUM*) 


Oommentatio 228 indicis Enestroemiani 

Novi commentarii academia© scientiarum Petropolitanae 4 (1752/3), 1758, p, 3 — 40 

Summarium ibidem p. 5-— 8 


SUMMARIUM 

Non frustra est, quod veteres Mathematici, uti ex scriptis Buclidis ac Diopiianti 
liquet, summo studio numerorum indolein scrutati proprietatibus eomm baud mediocritei" 
delectati sunt. Praeterito etiam saeculo primi ordinis Geometrae plurimum studii in ex- 
ploranda numerorum natura consumsenmt, inter quos Bermatius Senator Tolosanus ita 
eminuit, ut eius sagacitatem etiamnunc nemo sit assecutus. Mos tunc invaluerat veritates, 
quas quisque investigasset, nude potius ad ceterorum ingenia exercenda proponere, quam 
demonstrationes docendi causa indicare; quo factum est, ut sublimes Fermatii meditationes 
in hoc genere adhuc hodie magis miremur quam cognoscamus, propterea quod post eius 
obitum scripta, quibus earum demonstrationes continebantur, temporis iniuria maximo huius 
scientiae damno interierunt. 

Praestantissimus itaque Auctor huius dissertationis baud inutiliter operam suam collo- 
care censendus est, dum huiusmodi deperditas demonstrationes Fermatianas restaurare 
conatur, etiamsi nostro quidem aevo hoc studium, quod in numerorum natura investiganda 
consumitur, plane derelictum atque adeo a plerisque spretum videatur. Quanquam enim 
hoc quidem tempore Mathematici in cultura Analyseos sublimioris et partibus Matheseos 
applicatae, quae veteribus . inaccessae fuerunt, potissimum elaborare solent, nulla tamen 
veritas prorsus sterilis et omni usu destituta videtur. Quin potius numerorum proprietates 
plerumque multo maiorem sagacitatem et ingenii vim postulant, quod vel ex eo colligere 

l) Vide ad hanc Commentationem epistolam ab Eulero d. 6. Maii 1747 ad Chr. Goldbaoh 
scriptam, Correspondance math, et phys. pudlice par IK JS. Fuss, Si-Petorsbourg 1843, t, I, p. 413; 
Leonmardx Fulem Opera omnia^ series III. F. Ei. 



296 


DE NUMERIS QUI SUNT AGGREGATA DUORIJM QUADHATOHUM 


licet, quod in reliquis Matheseos partibus vix ulla.cogiioKcat.ur v(»rit!is, cuius ibnuotistratio 
non ante iain fnerit perspecta, cum contra pliirimae lialicunfur iiutimrorum proprictates 
qnarum veritatem adlnic sine demnnstratioius adniittcro <‘t>gimur auctoriiaic potissimum 
Peematii inducti, qui se eas demonstrasse palam est profcssus. 

Ad boo genus referendae sunt pluras insigima praprietatcs numerortim, qui snnt 
binorum quadratorum aggregata, quarum demonatrationes Cel. Auctor in bat*, disscrtatione 
proponit. De Hs numeris, siquidem bina quadrate cos compoiiciitia fucriiit inter so piima 
seu communem divisorem non admittant, id prorsus est singularp, quod alios divisores non 
agnoscant, nisi qui ipsi eiusdem sint indolis, binorum scilicet quadratorum suiumac, cuius 
rei demonstratio baud parum ardua hie suppeditatur. Dciiidc cum (iumes huius generis 
numeri, si fuerint primi, unitate minuti per quatenuirium sint divisibilcs sivc in hac forma 
4w + l contineantur, memorabile est vicissim oinnes numerns priraos huius fortnae 4n + l 
simul esse summas duorum quadratorum, cuius demonstraMofus autem sc nondum compotem 
esse factum Cel. Auctor ingenue fatetur, etiamsi cius veritatem extra duhium etdlocavcrit- 
in quo insigne conspieitur specimen eMaiii in matbcmaticis eiusinmli dari veritelBS, quas 
sine perfecta demonstratione credere eogimur. In sequenti voltuniim Commenlari*orum 

nostrorum plena eiusdem demonstratio apparebit, qua omnia, quae bine derivantur, penitus 
conflrmabuntnr. 


Hie ex ista proprieiate egregiam deduxit uwthodtim earaquB saMs facilcm explorawU, 
utrum numerus hums formae 4m + 1, quantumvis fuerit mtqpua, primus sit necne, 
Totum negotxum hue redit, ut exploretur, utram teJis mimerus propositus in summam 
duorum quadratorum resolvi queat an minus; uhi ires casus stmt perpondendi. Ibimo 
81 numerus propositus nullo prorsus mode in duo quadrate sit resttlubili#, cortum oat eum 
non esse primum, sed duos ad minimum factores habero formae -Im-lj amindo si uiiico 
mode m duo quadrate foerit resolubilis eaque sint prima inter m, hoc eertum mt indicium 
numerum propositum esse primum; tertio si is plus uno modo in duo quadrate diacerpi 
queat, necessano erit composites eiusque divisores inde aasignari possunt. ?«lgo autem 
indicmm, utrum numerus proposites sit primus necne, hm.d pwum motestiao' croare solet, 
^ cen ena millia superai Ad hum auim tirminutii uiqiii lalirritur tabtdt© yiviratrariim 
primonim passim obviae atque adeo sinicis ebaracteribus examtac.*) Pro raaiorilms autem 
numeris adhuc alia via non patait, nisi ut divisio per omna numeros primos usque ad 
forl*^^ iiumeri propositi tenteter. Nuna autem, duni numerus propositus in 

to ma 4a + 1 conteneatur, totem negotium multo minore labore absolvit.tr, cuius plura ad 
c^cem bums tractationis extant specimina, quod eo ma|^s notetu dignum videtur, quod 
nnUa operatio per divisores institeafar. 


1) Vide Commentationem 241 huius vokmtois. 

2 ) Vide notam 3 p. 104. p. E, 
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1. Naturam numerorum pluribus modis scrutari solent Aritliinetici, dam 
eorum originem vel per additioaem vel per multiplicationem repraesentant. 
Prioris generis sine dubio simplicissima est compositio ex unitatibus, qna 
omnes numeri integri per aggregationem unitatum oi’iri concipiuntnr. Turn 
numeri qnoque ita considerari possunt, prouti ex additione dnorum plurinmve 
aliorum nnmerorum integrorum nascnntar, quo pertinet problema de parti- 
tione numerorum, cuius solutionem aliquot abhinc annis exposui^), in quo 
quaeritur, quot variis modis quilibet numerus propositus per additionem du- 
orum pluriumye numerorum minoru'm resultare possit. Hie autem constitui 
earn numerorum compositionem perpendere, qua per additionem duorum qua- 
dratorum prodeunt; et cum hoc modo non omnes numeri oriantur, quoniam 
ingens est eorum multitudo, qui per additionem duorum quadratorum produci 
nequeunt, in eorum naturam et proprietates, qui sunt summae duorum qua- 
dratorum, hie inquiram. Quarum proprietatum etiamsi pleraeque iam sint 
cognitae et quasi per inductionem erutae, tamen firmis demonstrationibus 
maximam partem destituuntur; quarum veritati cum hand contemnenda pars 
Analyseos Diophanteab innitatur, in hac dissertations plurium huiusmodi 
propositionum, quae adhuc sine demonstrationibus sunt admissae, demonstra- 
tiones adornabo, simul vero etiam eas commemorabo, quas mihi quidem etiam- 
nunc demonstrare non licuit, etiamsi de earum veritate nullo modo dubitare 
queamus. 

2. Primum igitur, cum numeri quadrati sint 

0, 1, 4, 9, 16 , 25, 36 , 49 , 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196 etc., 

istos numeros, qui ex combinatione binorum quadratorum oriuntur, inapexisse 
iuvabit, quos propterea usque ad 200 hie apponam: 


p, 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 13, 16, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34, 36, 37, 40, 41, 
45, 49, 50, 52, 53, 58, 61, 64, 65, 68 , 72, 73, 74, 80, 81, 82, 85, 89 , 90, 97, 
98, 100, 101 , 104, 106, 109, 113, 116, 117, 121, 122, 125, 128, 130, 136, 137, 
144, 146,' 146, 148, 149, 163, 157, 160, 162, 164, 169, 170, 173, 178, 180, 181, 

185, 193, 194, 196, 197, 200. 


1) Vide Commentationes 168 et 191 huiua Toluminis. F. E. 
Lbonhaedi EmiBBi Opera omnia Is Commentatiojies arithmeticae 


38 



298 


DE NUMERIS QUI SUNT AGGREGATA DUOEUM QITADRATORUM [4^0 

Hi nempe omnes sunt numeri usque ad 2fX), qui ex additione duorum qua- 
dratorum proveniunt, hosque numeros cum emnibus in infinitum sequentibus 
vocabo summas duorum quadratorum, quos idcirco in bac formula generali 
XX + yy comprehendi manifestum est, dum pro a; et succciasive omnes 
numeri integri 0, 1, 2, 3, 4, 6, 6 etc. substituuntur. Qui igitur numeri in 
his non reperiuntur, ii non sunt summae duorum (jimdraterum; qui ergo sunt 
usque ad 200: 


3, 6, 7, 11, 12, 14, 15, 19, 21, 22, 23, 24, 27, 28, 30, 31, 33, Jlf,, 38, 39 , 42, 
43, 44, 46, 47, 48, 51, 54, 55 , 56 , 67 , 59, 60 , 62, 63, 66, 67 , 69, 70, 71, 75, 
76, 77, 78, 79, 83, 84, 86, 87, 88, 91, 92, 93, 94, 96, 96 . 99, 102, 103, lOs] 

107, 108, no. 111, 112, 114, 115, 118, 119, 120, 123, 124, 126, 127. 12if, 131, 

132, 133, 134, 135, 138, 139, 140, 141, 142, 143, 147, 150, 151. 1,52, 154, 155, 

156, 1.58, 159, 161, 163, 165, 166, 167, 168, 171, 172, 174, 175, 176, 177, HdI 

182, 183, 184, 186, 187, 188, 189, 190, 191, 192, 195, 198, 199. 


Unde patet saltern usque ad 200 raultitudiuim ntimerorum, qui non sunt 
summae duorum quadratorum, maiorem esse quara eorurn, qui sunt summae 
duorum quadratorum. Oeterum inspicienti statim pafcebit, noutram istorum 
numerorum seriem certa et assignabili lege contineri atqua oh hoc ipsum 
difficilius erit utriusque indolem investigare. 


3. Cum omnis numerus quadratus ait ?el par hocque csmu per 4 divi- 
sihilis et in hac forma 4a contentus, vel impar lu>cque tnmu in him forma 
85 + 1 contineatur, omnis numerus ex duobus quadnitia rtorapositus erit: 

Vel primo summa duorum quadratorum parium et ad banc forinam 
4a + 45 pertinebit eritque ergo per 4 divisibilis; 

vel secundo summa duorum quadratorum alterlus paris alteritis imparls 
et propterea in buiusmodi forma 4a + 85 + 1 sen in hac 4a + 1 continebitur; 
uiiitate ergo excedet multiplum quatemarii; 

vel tertio summa duorum quadratorum imparium erikjue idcirco huiiis 
formae 8a + 1 + 85 + 1 seu in bac 8a + 2 continebitur; erit scilicet im- 
merus impariter par et binario excedet multiplum octonarii. 

Quia ergo omnes numeri impares vel unitate axcedunt multiplum qua- 
ternaru seu hums sunt formae 4« + l, vel unitate deficiimt a multiple qua- 
emani seu huius sunt formae 4a — 1, patet nulloa numeros impares huius 
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posterioris formae 4% — 1 esse summas duoruin q^uadratorum; seu ex serie 
numerorum, qui sunt summae duorum quadratorum, excluduntur omnes nu- 
meri in liac forma contenti 4% — 1. 

Deinde quia omnes numeri impariter pares vel binario superant multi- 
plum octonarii, ut sint 8n + 2, vel binario deficiunt a multiplo octonarii, ut 
sint 8n — 2, patet nullos numeros buius posterioris formae esse summas 
duorum quadratorum; sicque ex serie numerorum, qui sunt sulnmae duorum 
quadratorum, excluduntur numeri buius formae 8n — 2. 

Interim tamen probe observandum est neque omnes numeros in bac 
forma 4w -f- 1 neque in bac 8w + 2 contentos esse summas duorum quadra- 
torum. Illius enim formae excluduntur numeri 21, 33, 57, 69, 77, 93, 105, 
129 etc., buius vero isti 42, 66, 114, 138, 154 etc., quorum ratio deinceps 
investigabitur. 

4, Interim tamen numeri, qui sunt summae duorum quadratorum, ita 
nexu quodam inter se coniunguntur, ut ex uno buius indolis numero infiniti 
alii eiusdem naturae assignari queant. Quod quo facilius perspiciatur, se- 
quentia lemmata, quae quidern vulgo satis sunt nota, adiungam. 

I. Si numerus p sit summa duorum quadratorum, erunt quoque numeri ip, 
9j), 16^ et generatini nnp summae duorum quadratorum. 

Cum enim sit p = aa-\- ib, erit 

ip = iaa-\-ibb, dp^^aa-^-Qbb, l%p = 18aa-\-lQbb et unp^nnaa-i-nnlh, 
quae formulae sunt pariter summae duorum quadratorum. 

II. Si numerus p sit summa duorum quadratorum, erit quoque 2p et gene- 
ratim 2 nnp summa duorum quadratorum. 

Sit enim p aa-\- bb; erit 2p = 2aa -f 2bb. Sed est 
2aa-{-2bb’=‘(a-\-by-i-(a — by, 

unde erit 

2p^{a + by-\-{a-by 

ac propterea summa duorum quadratorum. Hinc vero porro erit 

2nnp = nn(a -|- by + nn{a — by. 


38 * 
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III. Si mmerus par 2p faerit summa dimrum qimintitirum, crit (iimi eim 
semissis p summa duorum quadratorum. 

Sit enim 2p = aa + l)h; erit numerorutii a ot. b uttn-tjuft vwl par vol im- 
par, unde utroque casu erit tam qiiatn iiuinerua intogtir. Est vero 


a« + M-2(“f)‘+2(“:/)' 

\ ^ \ 

quo valore substituto fit 


Hinc ergo omnes nuuieri pares, qui aimt siuiiraao duorufii <pnuira!t}rum, per 
continuam bisectionem tandem revocantur a«l nuiuin't>H impart»H eiu.^dem 
indolis. Quare vicissim ei soli numori iinpar{>a, qui aunt ainnmuo diujrura 
quadratorum, cognoscantur, ex iis omnes ({Wjquo purea per coiitinimm dupli- 
cationem derivabuntur. 


6. Deinde notatu dignum est sequeni tliooreuia, quo initura nuiiifiroruiHi, 
qui sunt summae duorum quadratorum, non modiorriter ilhiatratur. 


THEORIMA 

Si p et q sint duo mnieri, qpiorwn, ukrqm mt Bumma dmmm qmulraiamm, 
erit etiam eorum productum pq summa duomm qmtdrakmm. 

B1MON8TRATIO 

Sit j) =. aa -{-Ih et g -» cc + dd\ erit 

J?g = (aa + 5&) (cc + dS ) »« aacc + audd + hbm + hbdd, 
quae expressio hoc modo repraesentari potest, ut ait 

ideoque "" 

pq — (ac + hif + (ad — 'hif\ 

unde productum pq erit summa duorum quadratorum. t|. E, I). 
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Ex hac proposition e sequitur, quomoddcunque plures numeri, qui singuli 
sint summae duorum quadratorum, invicem multiplicentur, producta semper 
esse summas duorum quadratorum. Atque ex forma general! tradita patet 
productum ex duobus huiusmodi numeris duplici modo in duo quadrata 
resolvi posse. Si enim sit ip = dOi -{• hh et — cc dd, erit tarn 

^^^{ac + ldy^{ad — lcy 
p(l^{ac-ldY-Y{ad^lc)\ 

quae formulae erunt diversae, nisi sit vel a==Z> vel c = d. Sic cum sit 
5 _ q 4 et 13==4 + ^1> qn’oductum 5 • 13 = 65 duplici modo erit summa 
duorum quadratorum/) scilicet erit 

G5==(1.3 + 2-2)^+(2.3-1-2)^==49 + 16 

et 

65 = (2 . 2 - 1 • 3)'+ (2 • 3 + 1 > 2)^= 1 + 64. 


Atque si productum habeatur ex pluribus numeris, qui singuli sint summae 
duorum quadratorum, id pluribus modis in duo quadrata resolvi poterit. Uti 
si proponatur immerus 1105 = 5 • 13 • 17, eius resolutiones in duo quadrata 


erunt hae 


1105 =- 33' + 4' = 32' + 9' = 31' + 12' == 24' + 23'. 


Quatuor scilicet hie resolutiones locum habent. 


6. Quanquam autem ita evictum est, si factores et g sint summae 
duorum quadratorum, etiam fore productum pq_ summam duorum quadratorum, 
tamen huius propositionis conversa hinc non sequitur, ut, si productum sit 
duorum quadratorum summa, etiam eius factores sint numeri eiusdem naturae, 
neque enim hanc conclusionem regulae logicae neque ipsa rei natura proba- 
rent. Nam numerus 45 = 36 + 9 est summa duorum quadratorum, interim 
tamen horum factorum eius 3, 16 neuter est summa duorum quadratorum. 
Magis autem firma videatur haec conclusio: si productum et alteruter eius 
factor p fuerint duorum quadratorum summae, alterum quoque factorem q 
fore summam duorum quadratorum. .Tametsi autem haec conclusio forte sit 
vera, regulis tamen ratiocinandi non conflrmatur; neque enim, cum demon- 

"“'""irHoT^xemplum inyeuitur iam in quaestione XIX libri III Diolhanti (ed. 

Tanhbuy; quae quaestio est quaestio XXII editiouis Baohbti) ; yide notam p. 404 hmus yolumiuis. F.E. 
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stratum sit, si producti bini factores f et §- sint duo rum quadratorum 
summae, ipsum jpg- fore summam duorum quadratorum, hinc legitima conse- 
quentia inferri potest: si et productum pq et alter factor p sint summae 
duorum quadratorum, etiam alterum factorem q fore summam duorum qua- 
dratorum. Huiusmodi enim consequentiam non esse legitimam vel hoc 
exemplum evidenter evincet: Certum est, si bini factores |3 et g .sint numeri 
pares, etiam productum pq fore numerum parem; si quia nutem hinc conclu- 
dere velit, si productum pq et alter factor p sint numeri pares, etiam alterum 
factorem q fore parem, is vehementer falleretur. 

7. Quare si verum sit, ut, cum productum pq et alter eius factor p 
fuerint summae duorum quadratorum, alter quoque factor q ait summa 
duorum quadratorum, haec propositio non ex ante demonatrata potest inferri, 
sed peculiar! demonstratione muniri debet. Haec autom demonstratio non 
tarn plana est quam praecedens et non nisi per plures ambages concinnari 
potest; ac demonstratio quidem, quam inveni, ita comparata videtm*, ut non 
mediocrera vim ratiocinii requirat. Hanc ob rem propositionea, ex quibus 
tandem non solum haec veritas conflcitur, sed etiam aliao insignos propriotutes 
hmusmodi numerorum, qui sunt summae duorum quadnitorum, cognoHcuntur, 
cum suis demonstrationibus Me ordine proponam operamquo dabo, ut nihil 
qmcquam m rigore demonstrandi desiderari queai lia autem, quae hactenus 
de his numens praemisi, uti sunt trivia et in vulgus note, ita instar lem- 
matum in sequentibus demonstrationibus utor. 


PEOPOSITIO 1 

8. S/i productum pq sit summa duorum quadratorum et dUr factor p s 
mmerus pr^Mus pariterque duorum quadratorum surntm, mii quoque aUer factor 
summa duorum quadratorum. 


DEM0NSTEA.TI0 


c et d et ^ + quia p est numarus primus, 

c et d numen inter se primi. Erit itaque 


aa~\-bh 

cc-^dd 
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et propterea ob ^ numerum integrum numerator aa + && per denomiuatorem 
cc + dd erit divisibilis. Hinc quoque per cc + dd divisibilis erit numerus 

cc{aa -{-bb) = aacc -{~bbcc; 

at cum etiam bic numerus 

aa{cc + dd) — aacc + aadd 

per cc + dd sit divisibilis, borum numerorum differentia 

aacc + i>bcc — aacc — aadd seu bbcc — aadd 

per cc + dd divisibilis sit necesse est. Cum autem sit cc + dd, numerus 
primus et bbcc — aadd factores babeat be -{-ad et be — ad, alteruter borum 
factorum, nempe bc + ad, per ce-{-dd erit divisibilis. Sit itaque 

&c + ac? == mcc + mdd; 

quicunque autem numeri sint a et b, ii ita exprimi possunt, ut sit b = me -{- x 
et a = + md + y existentibus x Qt y numeris integris sive affirmativis sive 
negativis. His vero valoribus pro i et a substitutis aequatio 

be i = W'CC 4* wdd 

induet banc fbrmain 


seu 


mcc -{- cx-{- mdd + dy’=> mcc + mdd 
cx + dy •=“ 0. 


Hinc erit * ^ , et quia a! et c sunt numeri primi inter se, necesse est, 

ut sit x='nd et y = ipnc, unde habebitur 


a=^^md-\-nc et b ^ me -{- nd', 

buiusmodi scilicet valores habere debebunt numeri a et b, ut numerus 
pq^^aa-{-bb sit divisibilis per numerum primum p^^cc-^ dd. Verum istis 
valoribus pro a et & substitutis fiet . 


seu 


pq =: mmdd — 2mncd + nnee 4- mmcc 4- 'imned 4- nndd 
pq = (mm 4" H" 
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" 


lam ol) p = cG + dd erit 


q f}'i f| II * 


ideoque si productum pq fuerit siimma duoruiii ijujulrnlnrimi «« 4 . et u 

factor p sit numerus primus pariterque duorom qiimlruioruni Hum»ja ee .^^ 

necessario seqiutur etiam alterum fnctoreui q {V>rc Ktimtnuiii diKirum nuad™’ 
torum, Q. E. D. quudm- 

COEOLLAEllIM ! 

_ 9. Si ergo summa diiorum qua.lrat<.rum divi-HibiliK hij. j,„i- mouorn,., 

prunum, ip,e sit cluorum 

lesvdtam ent summa duorum quadratoram. Ita si 

d7, 41, od, 61, 76, 89, 97 ek, quota Muiior orit mm, mu ,,„u.lmtoram; 

COROLLAEraM 2 

10 Si ergo litterae «, y, # etc. dtmoUmt. hui««iiH„U riuiimros nrimna 
quadratorum, iactoroin q stitHtimm duorum 

OOBOLLAEIUM 8 

duorum quorate™ ’’2 Itat f®’'""''' ‘’‘"’'•it 

Oum euim sit ul ^uirdtt ?“ " 'I^iratoram. 

erit quoque §q summa duorum^” jh,j. rorollarium pnmcedons 

qooque J summa duorum quadratorm!^ 


I 

COEOLLAEIUM 4 

12. Simili modo evidens est, si Brodtiffnm t » 

quadratorum, turn Quoaue fanfl afiydtq ftmrit amimm duoru 

tine si productum pq sit sumtna ^ Sttwmaai duorum quadratorui 
ductum ex quotcunque numerifl ^uaEmtorum iiuaqu© factor p pr 

quadratorum, fore etiarZL S aummae duoru 

iwum &ctorem q mmmMm duorum quadmtorm 
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SOHOLION 

13. Eegulae logicae non permittnnt, ut haec propositio ita convertatur, 
ut, quoties alter factor ^ sit summa duorum quadratorum, etiam alter factor 
p pronunciari possit vel summa duorum quadratorum, si est primus, vel 
productum ex numeris primis, qni singuli sint summae duorum quadratorum. 
De hoc ipso enim nondum constat, utrum productum ex aliquot numeris 
primis, qui ipsi non sint summae duorum quadratorum, nequeat esse summa 
duorum quadratorum; quin potius contrario iam habemus casum, quo pro- 
ductum 45 = 3 • 3 • 5 est summa duorum quadratorum, cum tamen eius factores 
3 et 3 non sint huius indolis. Yerum propositio corollarii ultimi ita con- 
verti potest, ut a negatione consequentis recte ad negationem antecedentis 
concludatur, quam conversionem utpote maximi momenti in hac propositione 
complectar. 


PEOPOSmO 2 

14. 8i productum pq sit summa duorum quadratorum, eius factor autem q 
non sit summa dworum quadratorum, turn alter factor p, si sit numerus primus, 
non erit summa duorum quadratorum, sin autem non sit primus, saltern factorem 
certe haheUt primum, qui non sit summa duorum quadratorum. 

DEMONSTEA.TIO 

Cum alter factor p sit vel numerus primus vel compositus, utrumque 
casum seorsim perpendere convenit. Sit prime j? numerus primus; cum igitur, 
si esset summa duorum quadratorum, quoque alter factor q foret summa 
duorum quadratorum, quod cum hypothesi adversetur, sequitur factorem p 
non esse summam duorum quadratorum. Sit secundo p numerus compositus 
et ex praecedentibus liquet, si omnes eius factores primi essent summae 
duorum quadratorum, etiam alterum factorem q eiusdem fore indolis. Quare 
cum per hypothesin q non sit summa duorum quadratorum, sequitur non 
omnes factores ipsius p esse summas duorum quadratorum. Q. B. D. 

COEOLLAEIUM 1 

15. Si igitur productum pq sit summa duorum quadratorum, eius tamen 
alter factor q in duo quadrata sit irresolubilis, alter factor p vel ipse non 

Lbonhakbj: Euohi Opera omnia 1 2 Commenbationes arilihraeticae 09 
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erit summa duorum quadratorum ?el saltern facterem liabtjbii, primum in 
dno quadrata irresolubilem. Uti si sit |)g'«4r» at orit p mm if) et 

torem babet 3, qui non est summa duorum quadjiitorum. 

COBOLLAEIUM 2 

16. Hinc antem nondum concludere licet alterum factt»ram p plane non 
esse summam duorum quadratorum; qiiamvia mmn lion fertum sit amu, quo 
jp est numerus primus, tamen id nondum constat casu, (juo p twt numerus 
composites, quia p habere posset factorem in duo quatlrata irresolubilem, 
etiamai ipse numerus p esset summa duorum quadratorum. 

COEOLLABIUM 8 

17. Hoc autem colligere licet: Si p esset summa duorum quadratorum, 
turn non solum unum, sed ad minimum duos haliero debore faetortis primes 
in duo quadrata irresolubiles. Sit enim p et d factor illo in duo 
quadrata irresolubihs; perspicuum est, si p twwti summa duemum quadratorum, 
deleto, factors d ihsuper factorem residuum afiy factorem in duo quadrata 
irresolubilem habere debere. 


oua,uAjiui\ 


18. Cum de divisoribus numerorum, qui sunt summaa duorum quadrs 
torum, quaestio institmter, circa quadratorum summam aa + bb caius I 
probe sunt distinguendi, utrum haeo quadrata aa it bb seu eorum radices 
et 6 smt numen primi inter se necne. Si eaim « at b non sint numei 
pnmi mter se, sed habeant commuuem divisorem n, utsit « - «c et - tte 
summa qua^atorum erit nnee + nndd mm dd) ac propterea divisoren 

nabebit w, hoc est, numerum quemeunque. Sin autem mdlc« a et b ftierin 
umen prum lu er se, turn summa quadratorum plures numeros pr< 

tevisonbus non admittet; evidens ^im mi huiusmodi summam duorum qua 

A ^ divisibilem. Nam quia per hypothesu 

utrumque quadratum seorsim non est per 8 divisibile, cum alioquin non foren 

divisihUo ^ rr+^* + esset per B diviaibllis, neutrum foretperl 

hninn a Husque ergo radices futerae essent ?el buius formaa 8» + 1 '^6 

qpirmAr hmusmodi duoram quadratorum per 8 divisi 
P siduum 2 rebnquit ideoque per 8 nunquam est divisibilis. Eoden 
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modo intelligitur summam duorum quadratorum inter se primorum aa + hh 
nunquam esse per 7 vel 11 vel 19 etc. divisibilem. Quinam. autem sint in 
genere hi numeri, qui nunquam summae duorum quadratorum inter se pri- 
morum divisores existere queant, hoc modo non facile definitur. Demonstrari 
igitur convenit propositionem alias ^ quid em satis notam summam duorum 
quadratorum inter se primorum alios divisores primes non admittere, nisi 
qui ipsi sint summae duorum quadratorum. Praemitti autem debet sequens 
propositio. 


PKOPOSITIO 3 

19. Si summa duorum quadratorum inter se primorum aa-\-l>b divistbilis 
sit per numerum p, semper exhiberi poterit summa duorum aliorum quadratorum 
cc-\- dd divisibilis per eundem numerum p, ita ut ista summa cc~\- dd non, sit 
maior quam 

DEMONSTRATIO 

Sit summa duorum quadratorum inter se primorum a a -f 6 & divisibilis 
per numerum jp et a et & numeri quantumvis magni. Quia ergo neqiie a 
neque b seorsim per p divisibilis est, nuiperi a et b ita exprimi poterunt, ut 
sit a = mp + c et b^np + d, ubi numeros m et n ita determinare licet, ut 
c et d non excedant semissem ipsius p. Erit ergo 

aa -\-hb === mmpp + Swicj? -p cc -{- nnpp 2ndp -j- dd] 

quae formula cum et tota divisibilis sit per p (per hypothesin) et eius pars 
mmpp + 2mcp -f- nnpp + 2ndp per se divisorem habeat p, necesse est, ut 
altera pars cc + dd, quae est summa duorum quadratorum, itidem per p sit 
divisibilis. At cum radices c et d non excedant semissem ipsiiis jp, summa 
quadratorum cc-{-dd non excedet quadratum -^pp bis sumtum; ideoque 
summa duorum quadratorum cc -f dd exhiberi potest non maior quam -^pp, 
quae tamen sit per p divisibilis. Q. E. D. 


1) Vide § 20 Commentationis 134 huius volumims, imprimis notam p. 70. 


89 * 
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COBOLLABIUM 1 

20. Si igitur non detur snmma duorum quadmfcarnm inter se primonim 
divisibilis per nmnerum p, quae non excedat, jpp, nullao omnino dantur 
summae duorum quadratorum inter sa primorum, qitao per Imne mimerum p 
essent divisibiles. 

COEOLLABllIM 2 

21. Sic cum nulla detur aumma duorum quadiiitoruin int<»r ao primorum 
infra y3® seu infra 4 y, quae sit per 3 divisibiliH, lunc luctilenttu' aequitur 
nullam omnino summam duorum quadratorum inter »a primorum per 8 esse 
dirisibilem. Similique modo pro numero 7, cum non dtitur aumma duorum 
quadratorum infra i'?*— 24- per 7 divisibilia, aequitur m in maximis qui- 
dem numeris dari summas duorum quadratorum inter m primorum per 7 
divisibiles. 

PBOPOSITIO 4 

22. Summa dvmmi gmdraimm inter m primmm dimdi mqmt per uUum 
nwmrvm, qui ipse non dt smrma d/uonm qmdfodorum^ 

DSMONSTBATIO 

Ad hoc demonstrandum ponamus summam duorum quadratorum inter 
se primorum aa + 11 divisibilem esse per nurneruiu p, qui non ait summa 
duorum quadratorum. ExMberi ei^o posset alia aumma duorum quadmtorum 
inter se primorum cc -f dd non maior quam ^pp, quae easet divisibilis per p. 
Sit igitur ec-\- dd^^pq, et cum p non sit summa duonim quadmtorum, vel 
ipse numerus q non erit eiusmodi summa vel aaltem factorem habebit r, 
qui non erit summa duorum quadratorum. Quia vero pf < \pp, erit f < |*p 
et multo magis r<|p. Quare cum cc + dd quoqoe divisibilis sit per 
per propositionem praecedentem summa duorum quadratorum se + lT 
per eundem numerum r divisibilis exMberi posset, quae non excederet \rr 
neque multo magis jpp. It cum r non sit summa duorum qnadratomm, 
simili modo procedendo continuo ad minores summas duorum quadiatornm 
evemre ur, quae per numerum non-summam duorum quadratorum wsent 
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divisibiles. Quocirca, cum iu minimis numeris nulla detur summa duorum 
quadratorum inter se primorum, quae esset divisibilis per numerum, qui non 
sit summa duorum quadratorum, ne in maximis quidem numeris eiusmodi 
erunt summae duorum quadratorum, quae divisibiles sint per numeros, qui 
ipsi non essent summae duorum quadratorum. Q. E. D. 

COEOLLIEIUM i 

23. Si’ ergo summa duorum quadratorum inter se primorum non fuerit 
numerus primus, omnes eius factores primi quoque erunt summae duorum 
quadratorum. Quemadmodum igitur productum ex quotcunque numeris 
primis, qui ipsi sunt summae duorum quadratorum, pariter est summa 
duorum quadratorum, ita nunc huius propositionis conversa est demonstrata, 
ut summa duorum quadratorum (inter se primorum) per multiplicationem 
oriri nequeat, nisi ex numeris, qui ipsi sint summae duorum quadratorum. 

COROLLAEIUM 2 

24. Omnes ergo numeri, qui sunt summae duorum quadratorum inter se 
primorum, vel ipsi in hac serie numerorum primorum/ continentur 

2, 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, 97, 101, 109, 113 etc. 

vel ex duobus pluribusve numeris buius seriei per multiplicationem compo- 
nuntur. Omnes autem hi numeri primi praeter 2 unitate excedunt multiplum 
quaternarii sen in hac forma 4 m + 1 continentur. 

COROLLAEIUM 3 

25. Si igitur summa duorum quadratorum aa -f- bh divisibilis sit per 
numerum, qui non fuerit summa duorum quadratorum, hinc intelligetur qua- 
drata ilia aa et bb non esse inter se prima neque adeo eorum radices a et b. 


COROLLAEIUM 4 

26. Cum autem, si a = MC et b = nd, summa duorum quadratorum 
aa-^bb^nn{cc-{-d^ per quemvis numerum m, qui non est summa duorum 
quadratorum, dividi possit, quoniam non solum per w, sed etiam per nn est 
divisibilis, evidens est, si summa duorum quadratorum divisibilis sit per 
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quempiam numerum, qui non est siimma duoriim ({nudratorutn, turn earn 
quoque per quadratum hums numeri fore divisibilem. Hie cum 40 3 (j q. 9 

sit divisibilis per 3, simul quoque diviaibilis eat per 9. 


COKOLLAEIUM 5 

27. Cum nullus numeroruna in hac forma 4»—- 1 oontiuitorum ait summa 
duorum quadratorum^), manifestum quoque est millam Hummam duorum qua» 
dratorum inter se primorum dividi posse per tiliura iiumerum primum in forma 
4» — 1 contentum, qui numeri primi aunt 

3, 7, 11 , 19, 23, 31, 43, 47, 39, 67, 71. 79, 8:1. 10:i, 107 ote. 


SOHOLION 

28. Cum omnes numeri primi, qui sunt sumimws duonim quadmtorum, 
excepto binario hanc seriem constituamt 

5, 13, 17, 29, 37, 41, 63, 61, 73, 89, 97. 101, m, li:i, 187, 149 ate., 

qui non solum in hac forma 4n + 1 conMaentur, sod otiam, qitantumvis ea 
longe continuetur, deprehendemus in ©a omnes omnino mimertw primes huius 
formae 4n + 1 occurrere, unde per inductionem satis probabiHt 4 ir corududer© 
licet nnllum dari numerum primum formae 4»+ 1, (jui non simul sit surama 
duorum quadratorum. Interim tamen cum inductio (juantumvis ampla vicem 
demonstrationis sustinere nequeat, hanc veritatem, quod omnis numerus 
pnmns formae in -|- 1 simul sit summa duorum quailmtorum, etiamsi nemo 
agnoscere dubitet, tamen adhuc demonstratis matheseoa veritatibus annurne- 
rare non Meet, PEEMATros*) qnidem profeesua ewit se eius domonatrationem 


1 ) Vide § 20 OommeEtataonis 184 Iroitts volttmini*, Impriwis aofc»» p. 70. F. B. 

°***^j* theorema Fermatejs a. 1640 earn amieo Msajuaitsis »ia«i dfimonjtrationa con 
Digby dS FmMATii flpiirtolam a. 18fiS ad Ksskemo 

t ir OxonL a. I6f,« primo oditi), I Wai.uk, fi!pw 

ad FaBNian8 I'lRAi'i' P ’ t II, p. 402. Of. pm«t«roa FiCttUATU opistob 

310 431 vL ’ Oaroaiu (16S9) scriptas, Omtm dr FmMATt t II, p. 22: 

rno^L rr /I (f . Tah»«Y 5 <1U« oat XXII Jitioni* Bao«« 

ef. .notam p. 404 et notam 2 p. 61 hmnB voluainia), dr t- 1, P- MB. E E 
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invenisse; q^uia autem eam nusquam publicavit, asserto quidom buius pio- 
fundissimi Yiri merito fidem adbibemus istamque numerorum proprietatem 
credimiis ; bapcque cognitio nostra mera fide sine scientia nititur. Quanquam 
autem ego multum in demonstratione eruenda frustra laboravi, tamen aliud 
argumentnm pro hac veritate astruenda repperi, quod, etiamsi non summum 
rigorem sustineat, tamen cum inductione coniunctum demonstrationi pene 
rigorosae aequivalere videtur. 


PROPOSITIO 5 

28 [a] Ownis wuM&tfus primus, qui unitate excedit multiplum quaterwrii, 6St 

summoi duorum quudTCitoTum. 


TENTAMER DEMONSTRATIONIS 

Numeri primi, de quibus hie sermo est, in hac forma 4w + 1 continen- 
tur. Quodsi ergo numerus 4w + 1 fuerit primus, demonstravi’) per eum 
semper divisibilem esse hanc formam a*”— 6*", quicunque numeri pro a et & 
substituantur, dummodo neuter seorsim fuerit per 4» + 1 divisibilis. Cum 
autem sit 6*"= (a*"— necesse est, ut alteruter factor, 

nempe vel a*"— 6®” vel + sit divisibilis per numerum primum 4n+l. 

Prout autem pro a et & alii atque alii numeri assumuntur, aliis casibus 

formula aliis vero formula erit per 4w + l divisibilis, unde 

assumere hcet, etsi quidem hoc nondum firma demonstratione*) evincere 
valeo, semper eiusmodi numeros pro a et 6 assignari posse, ut formula 
git per 4w + l divisibilis; iis ergo casibus altera formula 
_j_ j*” necessario per 4^ + 1 divisibilis. Sit = et j 
turque summa duorum quadratorum pp + M + 1 divisibilis, ita ut 

neutrum quadratum pp vel qq seorsim habeat divisorem 4» + l. Ideoque 
etiamsi ' fortasse pp et qq communem habeant divisorem mm, ut sit 

pp qq = mm{rr + ss), quia factor communis mm divisorem non habet 
4%-|-l, necesse est, ut summa duorum quadratorum inter se primorum 


1) In editione.principe falso numenis 28 iteratur. S’. B* 

2) Vide Oommentationem 134 huius voluminis, imprimis theorema 4. E. B. 

3) Firmam demonstrationem Btoerus paulo post dedit in Commentatione 241 huius volu- 

minis. F. E. *. 
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rr + ss habeat divisorem 4w + 1. Gonsequenter, cum liuiiismodi siiinma 
duorum quadratorum alios non admittat divisoros, nisi qui ipai aiiit summae 
duorum quadratorum, necesse est, ut numerua primus 4« -f 1 sit summa 
duorum quadratorum. 

COBOLLilUUM 1 

29. Demonstratio baec igitur esset porfecta, si mode domonatniri posset 

semper eiusmodi existere valores pro a et b substituendos, (juilnjH formula 
a®"— non fiat divisibilis per numenim primum 4ri4' l; iisdem onitn casi- 
bus formula necessario est divisibilis per 4»-{- 1. 

OOEOLLABIUM 2 

30. Quodsi quis autem banc rem per calculum tontut, non modo semper 
plbres casus, immo infinites, formulae «*’’—&** reperiet, fpiibus ea per luimerum 
primum 4« + l non est divisibilis, and otiam pro b imitat<un pouore licet, 
ita ut etiam haec formula simplicior a*’*—! satipenumero per 4 ?? + 1 non 
sit divisibilis. 


SCHOLIOF 

31. Casus seu valores ipsius a, quibus foraiula a*"—! cerfct) fit divisi- 
bilis per numerum primum 4» + l, facile tmsignari possimt Frimo enira si 
sit formula a *" — — 1 semper ost diviaibilia par 4 « 4 > 1 , dum- 

modo i) non sit =-4M-j-l vel eius multiplo. Deinde si « — f>|> 4:(4«4. 1 )^, 
formula a** 1 quoque divisorem babet iji+lj resoivitur enim 

ft*"-* (jpp ^ I)?)** 

in senem termmorum, quorum primus est p*", sequentes vero omnes sponte 
sunt per 4« 4- 1 divisibiles. Unde patet valores idoneos pro a esse omnia 
residua, quae restant, si numeri quadrati p* per 4n +• 1 dividantur.’) Haec 
autem residua, sive pro a ponatur r sive 4 »-j-l + #* sive ( 4 «”f l)f‘fr, 
prodeunt eadem, unde omnia posdbilia residua obtinentur, si pro p successive 
statuantur numeri 1 , 2, 3, 4, 5, . . . usque ad 4 «; at valor 4n pro p positus 
Idem dat residuum, quod valor 1 , similique modo valores 2 et item 

4 et 4«~8 etc. eadem dant residua. Uade cum Mna 

1 ) Vide Commentationes 184 (imprimi# fteoreraa 11) et 243 hain# volttminis. 


F. E, 
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semper residua, quae ex numeris 1, 2, 3, ... usque ad 4n pro radicibus 
quadratorum sumtis proveniunt, sint aequalia, numerus diversorum residuorum 
resultantium tantum erit 2n ideoque totidem dabuntur numeri ipso + 1 
minores, qui non esse possunt residua ex divisione numerorum quadratorum 
per 4« + 1 emergentia; hique numeri pro a substituti semper formulam 
^3n — q reddent non divisibilem per 4» + 1. Hoc quidem pariter demonstrari 
nequit; verumtamen, quia periculum faciendo, quotcunque etiam numeri hoc 
modo explorentur, ne unions quidem casus occurret, quo haec regula fallat, 
eius veritatem agnoscere oportet. 

Quo haec clarius perspiciantur, exempla aliquot subiungam. Sit primo 
4^ 1 == 5 et casus, quibus formula a* — ^1 per 5 erit divisibilis, habebun- 
tur, si pro a residua ex divisione quadratorum per 5 oriunda ponantur, 
quae residua sunt 1, 4. At si pro a ponatur vel 2 vel 3, formula a®— 1 
non erit per 5 divisibilis; his ergo casibus formula divisorem 

habebit 6. Delude si sit 4«+l = 13 sen »==3, residua, quae ex divisione 
numerorum quadratorum per 13 restant, sunt 1, 4, 9, 3, 12, 10; unde 
si quis numerorum reliquorum 2, 6, 6, 7, 8, 11 pro a substituatur, non 
formula a®— 1, sed a®+l per 13 erit divisibilis. Porro si 4« + l==17 sen 
« = 4, quia residua quadratorum per 17 divisorum sunt 1, 4, 9, 16, 8, 2, 15, 13, 
si pro a statuatur quispiam ex reliquis numeris 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14, non 
formula a®— 1, sed haec a®+l erit per 17 divisibilis. Cum igitur haec lex 
perpetuo observetur, haec inductio vim demonstrationis fere induere censenda 
erit; hincque propositio tantopere confirmata videtur, ut eius veritatem non 
amplius in dubium vocare liceat. Interim tamen operae pretium esset eo 
mains, si quis rigorosam huius propositionis demonstrationem exhibere posset, 
quo magis de eius veritate sumus certi; nullum enim est dubium, quin eius- 
modi demonstratio tamdiu frustra quaesita ad plurimas alias insignes nume- 
rorum proprietates sit manuductura. Quanquam autem huius propositionis 
veritas extra dubium est posita, tamen eas consequentias, quae ipsi innitun- 
tur, diligenter notabo ab aliisque, quae rigidis demonstrationibus muniuntur, 
distinguam; ex hac autem propositions nondum demonstrata sequuntur haec 
corollaria, quae hoc nomine notata velim. 

COROLLABIUM 3 

32. Si igitur numerus formae 4w -f- 1 iR duo quadrata nullo modo 
resolvi nequeat, hoc certum erit signum eum numerum non esse primum 

LjsoitHA*Di Eotjaut Opera omnia Is CommentationeB arithmetioae ^0 
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si enim iste numerus asset primus, certe in duo quadrata resolvi 

posset. Sic cum numeri 21, 33, 57, 69, 77, 93 etc., t{ui iu forma 4ji -f* 1 con- 
tinentur, non sint summae duorum quadratorum, ex hoc ipso patet eos non 
esse primes. 

OOROLLMtIUM 4 

33. In serie ergo numerorum, qui sunt BUinni?w» duorum tpuidratorum, 
omnes primo continentur numeri priini huius formao 4 m + I, doinde omnia 
producta ex duobus pluribusve huiusmodi numeria primia, turn producta ex 
singulis hisce numeris in binarium et quosvis nuraeros quadratoa. 


COROLLARIUM 5 


34. Omnes numeri w, ex quibus formula 4m + 1 ovadit mimerua primus, 
sunt summae duorum numerorum trigonalium. Cum enim 4» + 1 sit aumma 
duorum quadratorum, erit eius duplum 8« + 2 summa duorum quadratorum 
imparium [§ 4]. Sit ergo 

8w “1“ 2 (2!B 1)*“1” (2|/ “}“ 

fiet 

. . . 3 i ■ 

Quare si n non sit summa duorum numerorum trigonalium, eerte numerus 
4 m + 1 non erit primus. 


PROPOSmO 6 

35. Si numerus formas 4m -j- 1 umica modo in duo guadraia inter se prinia 
resolvi queat, turn certe est numerus primus, 

I ' 

DEMONSTMTIO 

Quoniam enim bic numerus est summa duorum quadratorum inter se 
piimorum, si non sit primus, singuli ©ius factores erunt summae duorum 
quadratorum [§ 22]. Quare si hie numerus non easet primus, in huiusmodi 
saltern duos factores resolvi posset, ut easot 4» +• I — (aa + bb)(cc + ddV, hoc 
autem casu duplex resolurio in duo quadrata locum hLt flil, ^ilicet 
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I. 4w 4- 1 == 

n. An -\-l=,{ad -{-hey [ac — Idy. 

Haeque resolutiones semper sunt diversae, nisi sit vel ac-\-hd — ad-\- he vel 
aQji^l^ = ac — hd. Priori vero casu foret ac-\-hd — ad — &c == 0 seu 
(c — d) == 0 ideoque vel a = h vel c == d', atqiie Mnc vel aa + hh vel 
ec + dd numerus par, quorum neutrum esse potest divisor ipsius An-\-l ut- 
pote numeri imparis. Posteriori vero casu esset “vel & = 0. vel <:Z = 0 ideoque 
4^ + 1 vel = aa{cc 4- dd) vel = cc{aa 4- hh)] unde haec duo quadrata non 
forent prima inter se contra hypothesin. Quibus casibus notatis sequitur 
numerum compositum 4% 4-1) si in duo quadrata inter se prima fuerit 
resolubilis, eundem ad minimum duobus modis in duo quadrata esse resolu- 
bilem. Quocirca si tantum unico modo. numerus 4% rj- 1 sit summa duorum 
quadratorum, certe non erit compositus ac per consequens erit primus. Q. E. D. 

OOEOLLAEIUM 1 

36. ^ Si igitur proposito quopiam numero formae 4« 4- 1 post institutum 
examen comperiatur eum unico modo in duo quadrata inter se prima resolvi 
posse, inde tuto colligemus eum numerum esse primum, etiamsi eius divisi- 
bilitatem per numeros primes more consueto non tentaverimus. Sic cum 
numerus 73 unico modo sit summa duorum quadratorum, nempe 64 4" 9, eum 
esse primum certo novimus. 

COEOLLAEIUM 2 

37. Si ergo methodus expedita haberetur, cuius ope facile inquirers 
liceret, an et quot modis propositus numerus in forma 4» + 1 contentus in 
duo quadrata resolvi possit, exinde promte iudicare poterimus, utrum sit 
primus; si enim unico modo in duo quadrata sit resolubilis eaque quadrata 
fuerint prima inter se, is certe pro prime erit habendus. 

COEOLLAEIUM 3 

38. Manifestum autem est, si duo quadrata, in quae numerus quispiam 
resolvitur, non sint prima inter se, eum numerum non esse primum. Si 
enim numerus propositus inveniatur esse == nnaa nnhh , turn divisores 
babebit n et nn] quod idem est intelligendum, si numerus propositus ipse 
sit quadratum seu “=aa4'^j turn enim divisorem habebit ti. 
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SCHOLION 

•39. Haec regula numeros primos explorandi tantum ad tuimeros impares 
formae 4« + l est adstricta; numeri enim pares quandoquo unico modo in. 
duo quadrata resol vi possunt, cum tamen non sint primi; ita 10 unico modo 
est summa duorum quadratorum, etsi non est primus, cuius rei ratio est, 
quod in producto (aa -f- 6i!») (cc + dd), cui huiusraodi numeri aequantur, est 
vel a = h vel c = d, quo casu duplex resolutio, quae generatim innui videtur, 
ad unam. redit, uti in demonstratione est animadversum. Neque vero hac 
exceptione regula data infringitur, cum numerorum parium per se facile sit 
indicium. Numeri autem impares alterius formae 4» *— 1 hinc sponte exclu- 
duntur, quoniam ii plane non in duo quadrata sunt resolubiles. De cetero, 
si numerus 4» -t- 1 vel plane non reaolubilis sit in duo qinwlrata vel pluribus 
modis haec resolutio succedat, pro priori casu iam notavirnus aum numerum 
cerfce non esse primum, etsi hoc nititur propositiono praocedente non satis 
rigide demonstrata. Pro casu vero posteriori in sequent! propositione iudicium 
afferetur. 


PROPOSITIO ? 

40. Qui mmrm dudm phmbusve dimm niodk dm quadreda rmki 
potest, ille non est primus, sed ex dwMs mminmm facta^m mmpmUm. 


DEM0NSTBA.TI0 


Sit numerus propositus N, qui duplici modo in 
bilis, nempe 


JV — aa + 6& — . cc •+■ M. 


duo quadrata, sit resolu- 


Quoniam haec quadrata non sunt aequalia,, alioqum enim numerus N per se 
non esset primus, sit a>b et c>d, et quia rfsolutionos ha« duae sunt 
diversae, neque erit o — c neque ft — d. Sit igitur a>c; erlt b<d', unde 
ponatur a >=» e -{■ x et d Quart ob ■» cc + id fiet 

2cx + aja; = 2hy -j- yy. Sit utraque forma — xyM, quia altera per x, altera 
per y est divisibilis; fiet 


1) Hanc propositionem iam Diopbaiitos oogBoasa viastnr. ?Wt aotam p. 30J. F. R. 
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d-^ 

hincque erit 

seu y _ »!' + + “) . 

‘ 4 ** 

Nisi ergo xx-\-yy per 4 sit divisibile, erit xx-]ryy divisor ipsius JV; sin 
autem xx-\-yy sit per 4 divisibile vel numems utcunque compositus, eius 
certe factor qnidam erit divisor ipsius N. Cum igitur sit x==a — c et 
y numerus propositus aa + = cc -f divisorem habebit vel 

ipsum numerum (a — c)* + (d — &)* vel eius semissem quadrantemve, et quia 
numeros a, h et c, d inter se utcunque permutare licet, factores ipsius N 
quoque erunt (c — -by vel etiam, quia radices x, b, c, d negative 

assumere licet, (a + c)^ + (d ± &)“ vel (a + + (c + &)’ sen harum formu- 

larum semisses aliaeve partes aliquotae- Quare cum numeri plus uno mode 
in duo quadrata resolubilis factores adeo assignari possint, ille numerus certe 
non erit primus, sed compositus. Q. E. D. 

OOROLLAEIUM 1 

41. Cum igitur numerus N = xa bb = cc dd sit compositus, erit 
huiusmodi (jpp -}■ iq){rr ss). Hinc autem vicissim duplex resolutio in 
duo quadrata resultat; erit nempe 

a:=.pr qs, b=^ps—qr 
et 

Q tsasa pS — ^ ^ sssss jpf' 

Hincque ulterius obtinetur x — d’^2qs et c l}=‘2qr, unde fit y “ ~a—d' 
Quare si fractio ad minimos terminos reducatur, ut sit — g y » 

hac fractione orietur numeri JV divisor ==rr + s8, nisi sit par; nam si 
fuerit par, eius dimidium sumi debet. 


COROLLARIUM 2 

42. SimiU mode, cum numeros a, b et c, d inter ^se permutare atque 
adeo negativos ponere liceat, si fractionum harum alteia ad 

minimos terminos reducatur, ut fiat = erit rr + ss semper divisor numeri 

propositi N. 
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COROLIARIUM 0 

43. Quaiiquam autem hmc plures duobus divisoros miaci vidt'iiituv tamen 
diversae formulae ita ad eimdem divisorem doducunt, ui non phirea quam 
duo eliciantur, siquidem numerus propositus duolms tsmtum niodia in duo 
quadrata fuerit resolubilis. Sic si A^»<» Hfi «« U® - I- 0* i** 7® -f~ (S'*, formulae 
^“1 iias quatuor tantum fmctiones in minimia tmnninia suppodifcant, 

nempe j, y , ^ , , quarmn binae poateriorea pro fortnubi rr -p .va diqdum 

valorem tantum exMbent eius, qui ex priniis oritur; uiub^ pateint fat-ttires 
esse binos 2®+ 1 =( 5 et 4* + 1 — 17. Breviaaimo ergo hi fari^troH invi'niuntur, 
si tantum radices quadratorum pares tst inipurea BtHjrsim invirmn rombintnitur 
et combinatio parium cum impanbu.a penitua oniittatur. quia bine fractiones 
orientur numeratorem et denominatorem impares habentea. 


neem. 


PEOBLEMA 

44. Proposito numero ^uoainque firmae 4n *w|e>« I utmm primua sit 


SOLUTIO 

Per operationem deinceps explieatulatn inwstigetur nutnerua propositus, 
utrum in duo quadrata resolvi possib nocne, et si pjjgsit, an plus uno mode 
resolutio succedat. Si emm^ resolutionem in duo <{uiulrata plane non admittat 
id per § 32 certum erit signum numerutn propositum non eaao primum. 
^iamsi ^ baec conclusio ex Proposiiaone 5 non aatia domoiiHtrata aoquatur 
Hoc. quidem cash de eius divisoribus nihil constat; interim tamon certo col- 
ligimus eum divisores primos habere forimm 4»~1, quia, si omats eim 
factores essent formae dw + l, is certe in duo quadrata foret rosolubilis. Ai 

in dtto quadrata resolubilis, turn in- 
^ ^ 4 .^^° prime erit habendus. Sin autem resolutio plus uno mode 

succedat, turn non solum constabit eum non esse primum, h.k 1 etiam eius 
divisores assi^ari poteruni per § 48. His perpensis r^idam tradam, emufi 
pe resolubilitas m duo quadrata non difflculter explorari poterii 

n„„ i» 1 ™i in 3 VBI in 7 vel in 9; camm, 

esun , c omitto. qnia divisor 5 turn ost m&nifeetus et indicat 
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numerum non esse primum. Deinde numeri quadrati incipiendo a maximis 
ipso nmnero proposito ininoribns successive ab eo subtrahantur, nt pateat, 
utrum unqaam numerus quadratus restet; quoties enim hoc evenit, toties 
resolutio in duo quadrata succedit. 

At cum numeri quadrati in nullum horum numerorum 2, 3, 7, 8 desinere 
queant, subtractio eorum numerorum quadratorum, qui residua dant in hos 
numeros desinentia, omitti poterit. Hinc tantum opus est, ut a numero 
proposito ea quadrata subtrahantur, quae residua in 0, 1, 4, 5, 6, 9 desinentia 
praebent; nempe, 


si numerus propositus 
desinat in 

1 

3 

7 

9 


quadrata subtrahenda 
desinent in 

0, 1, 5, 6 
4, 9 

1 , 6 

0, 4, 5, 9 


et horum quadratorum 
radices desinent in 

0, 1, 4, 5, 6, 9 

2, 3, 7, 8 

1, 4, 6, 9 

0, 2, 3, 5, 7, 8. 


Pro quolibet igitur numero proposito in-\-l = N tot operationes seorsim 
instituantur, quot radicum idoneae sunt terminationes. Sit igitur jpp maximum 
quadratum huius indolis, quod a numero proposito N subtrahi debet; ac turn 
successive subtrahantur quadrata {p — lOf, (|) — 20)®, (p — 30)®, (p — 40) etc. 
Verum residua hinc emergentia expedite per continuam additionem inveniri 

poterunt hoc modo: 


Numerus propositus N 

a quo subtrahatur pp 

N—pp 

Addatur 20jo — 100 

"l^^O-io)® 

Addatur 20j3 — 300 

" N-(jp-20y 
Addatur 20i> — 500 

N-0-30)®. 
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Numeri igitur successive addeisdi sunt 

20i?-100, mp-Mh 'Mip- mi, I^}p -Im „t€., 

qui decrescunt in mtione arithmftirn |n»r tiiirw-t’iitijuH --atMJ. 
operatic pro singulis nuraeris />. qnunm} qinulriitii mimiu-u proxime 

sunt minora et qui desinunt in iditjuum figuraruiw supra imUwitsmuii, iugti. 
tuatur neque ulterius continue! ur. quiiui dumv ad wniusN-tit mi«u»ri propoid 
N perveuiatur. 8i enim ntmienw .V fumtl suiiima duurutn quiidratorum 
alterum certe semissi ipsius minus sit tm-vmv «»«|. ymi »d(»i*rv«t<i. ipint hw 
operatione prodibunt quadrata, tot iiitidw nuiimrus projaisitus in tlui, quadmta 
erit reaolubilis, 

Hanc autem operationom ««» adiiUMiuin rsw uinrultuMjuB alila 

methodis numeroa primos uxpluriimli Ifiugi* lint^-fonnubni ««Hjuer»tia oxcmpla 
declarabunt. 
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EXEMPLTJM 1 

45. Moplorare, utrum Me numerm 82421 primus sit necne. 


Operatic per sex colnranas sequentes instituetur: 


p 82421 

p 82421 

p 82421 

p 82421 

p 82421 

p 82421 

286 81796 

285 81225 

284 80656 

281 78961 

280 .78400 

279 77841 

□ 625 

1196 

1765 

3460 

4021 

4580 

5620 

5600 

5580 

5520 

5500 

5480 

6245 

6796 

7345 

8980 

9521 

10060 

5420 

5400 

5380 

5320 

5300 

5280 

11665 

12196 

12725 

14300 

14821 

15340 

5220 

5200 

5180 

6120 

5100 

5080 

16885 

17396 

17905 

19420 

19921 

20420 

5020 

5000 

4980 

4920 

4900 

4880 

21905 

22396 

22885 

24340 

24821 

25300 

4820 

4800 

4780 

4720 

4700 

4680 

26726 

27196 

27666 

29060 

29521 

29980 

4620 

4600 

4680 

4620 

4500 

4480 

31346 

31796 

32245 

33580 

34021 

34460 

4420 

4400 

4380 

4320 

4300 

4280 

36766 

36196 

36626 

37900 

38321 

38740 

4220 

4200 

4180 

4120 

4100 

4080 

39986 

40896 

40806 

42020 

42421 

42820 


Cum igitur hie unicum occurrat quadratum 625 ideoque numerus propositus 
82421 unico modo sit in duo quadrata resolubilis, nempe == 25® + 286®, is erit 
primus. 

SOHOLION 

46. In hoc compute quatuor columnae, ubi numeri residui desinunt vel 
in 5 vel in 0, notabiliter contrahi possunt omittendis omnibus iis, qui non 
desinunt vel in 25 vel in 00. Quare in columnis, in quibus residua desinunt 
vel in 5 vel in 0, subtrahatur primo proximum quadratum, quod residuum 
praebet vel in 25 vel in 00 desinens, hoeque quadratum dicatur pp, ut resi- 
duum sit ’=N — PP’, turn quadrata, unde residua simili modo desinentia oriun- 
tur, erunt {p — bOf, (jp — 100)®, (p — 150)® etc. ideoque haec residua obtinebun- 

LBONHA.m>i Ebliiiiu Opera omnia la Commentationea arithmeticae 41 
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D1 NlTilEBIS QIH BUNT AUiillKiSATA »4l Al>lJATOi(t'M (36~3t 

tur, si ad N~pp contimio adthintur hi mnnvvi mp 2r.fH). m)p~.im, 

12500*), ciui (lomw'uiit arithuudh'** wniiulisni itilh'n'ntiura cunstiintem 

5000; unde liae colinimiio tiwx ad tituaa p»n-di».aatttir. dimi au>i iK,n ultra 
semissem numeri propositi oontimmri «|«»h ost, Hot* iKttnr roinpendimn 
locum liabebit in numaria vel in 1 v»d in !» da.Hinmitifms. ipii propterea, 
etiamsi sex columnas reqninint, dniit pro rtdiipiis qnatnur snrtlritmt, fttciliuB 

expedientur. 

KXKMin.l'M 2 

47. Jl^lorare, ulrum hk immtrm tfMtPHl primus Hit «#!«». 


p 1005181 

P 


IDHIOMI 

p lo»n«»} 

316 90866 

315 

9»226 3»W 

n5iHt 

;ilJ» yoliw* 

1 126 : 


lil6 . 

55t«! 

IHSI 

29100 


62ii« 

2H4r«» 

6 UK* 

30226 


1966 

339<H» 

U»i»8l 

24100 ' 


nm«» 

2.1 n>o 

?»'*«««» 



1 3966 


16»«iK| 

64326 j 



61.1* HI 




.6«W) 


5*1*0 






p 100981 


1 9756 |» 

1 ntaO-H 1 

22a«i 

284 80666' 


5600 SSI 

iHIfiHl 


20838 ' 


25356 

16300 

2WJ81 

269tKl 


641KI 

afiiitu* 

5H«i 

215*«4li29fi ' 

i 

30166 ; 

42Vi»* 

31381 



5200 

•iHlOta 

5im» 



35966 

tt45m< 

.1MH1 



StMHi ' 


18l«» 



40866 : 

p 


43181 



4«!«J j 


4100 



45?6fl 


48081 


I mnm 

Cum ergo naicum occuirat quatlmtuiii mnli* lit «- 2 lfd+ 284 *, 

erit hdc numerra primos. 

1) Mitio priacei« (alittii «tk«i Gmmvi »n0m j; kt U» 0 |* 'ifaioj loop " l7§(Wj 

lOOf — 126000 firf . . . ComiH f. E, 
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EXEMPLUM 3 

48. JExplorare, utrmn hie numerus 1000009 sit primus necne.^) 


p 1000009 

1000 1000000 

p 1000009 
978 956484 

p 1000009 
997 994009 

p 1000009 

995 990025 

" 3 ®= 9 277509 

19900 16900 

43525 

95300 

6000 

97200 

9984 285984 

19800 16800 

^ 19909 294409 

19700 16700 

138825 

90300 

103200 

92200 

29784 302784 

19600 16600 

39609 311109 

19500 16500 

229125 

85300 

195400 

87200 

49384 319384 

19400 16400 

59109 327609 

19300 16300 

314425 

80300 

282600 

82200 

68784 335784 

19200 16200 

78409 343909 

19100 16100 

394725 

75300 

364800 

77200 

87984 351984 

19000 16000 

97509 360009 

18900 15900 

470026 

442000 

106984 367984 

188 OO 15800 

116409 375909 

18700 15700 

p 1000009 
972 944784 

p 1000009 
953 908209 

1 125784 383784 

18600 15600 

135109 391609 

18500 15500 

235®= 55225 
94700 

91800 

92800 

144384 399384 

18400 15400 

153609 407109 

18300 16300 

149925 

89700 

184600 

87800 

162784 414784 

18200 15200 

171909 422409 

18100 1510^0 

239626 

84700 

272400 

82800 

180984 429984 

18000 15000 

190009 437609 

17900 14900 

”324325 

79700 

365200 

77800 

198984 444984 

17800 14800 

207909 462409 

17700 14700 

404025 

74700 

433000 

216784 459784 

17600 14600 

234384 474384 

17400 14400 

226609 467109 

17500 14500 

478725 

243109 481609 

17300 14300 

260409 496909 

17100 

277509 

■ 25i784 488784 

17200 

268984 

1 17000 

285984 


Hie ergo numerus 1000009 duplici modo est in duo quadrata resolubilis, 


■ 1 ) Sequentis computi errores, qui Ie editioue principe inveniuntur, iam in Comment. aritJm. 

correcti sunt. E. B. 


41 * 
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[88 


nuione == 10 (X)' + 3 *-- 2 ari'-h mull* in iiuu wit jirimuH; fm'.t^jri's vwo eras 
reperientur ex hac formula ^ miuimt.H ttumunuH rraluctii, unde 

oritur: 


1000 

+ 

972 

. - - . mM 

1972 

'%!!!# 

988 


ergo factor *-« .141.’! 

235 

+ 

3 

23H 


119 

^ I 

o 





4 




1000 

Hh 

972 

-.1 

1972 

-«WSi» 

1 

493 

1 1 

ergo factor 291; 

235 


3 

232 

f 

58 

1 ^ 


qui factores facilius iuvtmieutur ex formula 

1000-072 2H 14 2 , m 1 

mm »w ^ ^ 

235 ±8 288 lt» 17 232 5M 

Novimus ergo esse ICKXXXU) — 293 • tidKi. t{iu furtortw iiulla uliii iimtluHlo km 
facile reperti fuisseni 


38-39] DE NUMERIS QUI SUNT AGGREGATA DUORUM QUADRA TORUM 


325 


EXEMPLUM 4 

49. JEco^hrare, utrum Me mmerus 233033 primus sit necne. 


233033 
482®= 232324 

233033 

477®= 227529 ■ 

233033 

473®= 223729 ■ 

233033 
478® = 228484 

709 

9540 

5504 

9440 

9304 

9360 

4549 

9460 

10249 

9340 

14944 

9240 

18664 

9160 

14009 

9260 

19589 

9140 

24184 

9040 

27824 

8960 

23269 

9060 

28729 

8940 

33224 

8840 

36784 

8760 

32329 

8860 

37669 

8740 

42064 

8640 

45544 

8560 

41189 

8660 

46409 

8540 

50704 

8440 

54104 

8360 

49849 

8460 

54949 

8340 

59144 

8240 

62464 

8160 

58309 

8260 

63289 

8140 

67384 

8040 

70624 

7960 

66569 

8060 

71429 

7940 

75424 

7840 

78584 

7760 

74629 

7860 

79369 

7740 

83264 

7640 

86344 

7560 

82489 

7660 

87109 

7540 

90904 

7440 

93904 

7360 

90149 

7460 

94649 

7340 

98344 

7240 

101264 

7160 

97609 

7260 

101989 

7140 

105684 

7040 

108424 

6960 

104869 

7060 

109129 

6940 

112624 

6840 

116384 
1 6760 

! “111929 

, 6860 

”^ 116069 

r 119464 

r 122144 

; 118789 


Quia ergo Me numerua, etsi eat formae 4» + l, non eat aumma duorum 

quadiatorum, vi Propoaitionia 6 colligimua eum non 

Faetores quidem eiua bine afisignare non licet, intmm, n 

eum saltern duos habere faetores formae 1«-1; qm mTesbgatione inatituta 

reperientur 467-499. 
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EXEMPLIJM r» 

50. JSxphmre, utrum Me numerua 262657 primm sit nettte. 


262657 ; 

963667 1 

262657 

262657 

.511*- 261121 

509®- 369081 1 

506® « 256036 

504*- 254016 

1536 

3676 

6621 

8641 

10120 

10080 i 

lOO'JO 

998i» 

11656 

13B56 > 

129*- 16611 : 

18621 

9920 

9880 

9820 

9780 

^21576 

23636 : 

26161 

28101 

9720 

9680 

9620 

9580 

31296 

38216 

3608 1 

37981 

9520 

9480 ■ 

9120 ’ 

9380 

40810 

42696 

15501 

17361 

9320 

9280 

9220 

9180 

50136 

.51976 

51721 

.56 .511 

9120 

9080 

9020 

898t » 

69256 

61056 

637 1 1 

65521 

8920 

8880 

8820 

8780 

68176 

69986 

72561 

74301 

8720 

8680 

: 8620 

■ 8580 

76896 

78616 

; 81181 : 

M28K1 

8520 

8480 

! 8420 

8380 

85416 

87096 

89601 

91261 

8330 

8280 

8220 

8180 

93736 

96376 

■ 97821 

99441 

8120 

8080 

) 8020 

i 7980 

101856 

108456 

■' 107.841 

107421 

7920 

7880 

7820 

7780 

109776 

li 1.136 

' 113661 

* 11520! 

7720 

! 7680 

7620 

758«* 

117406 

119016 

121281 

122781 

7620 

7480 

742«t 

1380 

126016 

188198 

128X01 

130161 

7820 

j 7280 

1 7220 

i 7180 

183886 

1 138776 

I 35921 

! 137.141 


Cum igitur Me unicum quadnitum tiautrml 166-11 — 126’', ita ut. init luiico 
mode 262657 — 129* + 496*, hique ntimt'ri 129 196 «i!it intiT a» primi, 

certum est numerum 2®6ft7 m»B jmmuw. 
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DE NUMEMS QUI SUNT AGGREGATA DUORUM QUADRATORUM 


EXBMPLUM 6 

51. JExplorare, utrum Me numerus 32129 sit primus necne. 


32129 
152’= 23104 

32129 
177’= 31329 

32129 
175’= 30625 

32129 
170’ = 28900 

95’= 9025 
12700 

800 

15200 

1504 

3400 

3229 

3300 

■ 21725 

16000 

4904 
3200 I 

6529 

3100 

32129 
148’ = 21904 

32129 
173’= 29929 

8104 

3000 

9629 

2900 

10225 

12 BOO 

2200 

14800 

11104 

2800 

12529 

2700 

22525 

17000 

13904 

2600 

■ 15229 

2500 

16504 

j 17729 


Hie igitur BumeruB (luoque unico modo est in duo quadrata reBolubilis 
^ 952 _L 152=*, aed quia M nvimeri 95 et 152 bob sunt primi ui ei. 
communem divisorern habent 19, numerus propositus non erit primus, sec 
factorem habet 19’ = 361 estque 32129 = 19’- 89. 


SOHOLION 

52. Quanquam haec methodus explorandi numeros, utrum sint pnmi 
necne, tantum ad numeros in hac forma + 1 contentoa extei^tm, Lamj 
,aepenumero in ffiudicandis numeris ”“ 6 "™ 

Ciuantam autem alita regulis hoc idem praeatand. 

pericninm taios rei facere velit, t L per 

xoiUione non minorem ™ eonsueta 

onmee numeros primes ad miUenarium usque 

plures boras non absolvet, dmn ope bums regulae ipsi vii semibo p 
erit. 



DEMONSTEATIO THEOIiKMATIS M4RMAT1ANI 
OMNEM NUMERUM I’RIMUM KOR.MAE 4« + i 
ESSE SUMMAM DUORUM QUADRATORUM ') 


Common Wi<i t4I 

Novi coimraMiarii am(l80mi Tt p 3 --IS 

Suiiffitriiirii iliiilfm p. S'- 5 


HllMMAtmiM 

Db hoo iniigEi thaoremati iam in itipf^riari ii CVl Aurlora rifr^gina ttim^rvatioiios 

sunt prolatae, quibus aiui viriki tain ioliilii riitinniliiw fnil riiittprtiliiitn^ ni lutllturi liubium 
relinqui videretur; nequi kmin Ima mtiimai nmm firming itriiiciiiilriiticiiiii iiiillitebani In 
hoc memombila camitur ©lamplimi aitismudl pr«|H'iiiilrinlii, «{# r-iiiiii fiiritatu diitiiiarn nsfas 
sit; etiamsi eotnplata dimonifcmtiona rlaitituiwiinn iinlaiii nniqiiam 

minus quam in MatbifI loeura ralinqul vnign nlii iiiiittia firiiiiiilitiii clamcmitm^ 

tionibus munita ridantun Ytruin bcie alitin tanlwm in il«rlrh» liittniiriirnm iww vinlra 
deprahandimus, in quonim iiatiim iartiktida Vmmmm iln, iit c|tiiiii fdtirimas 

proprietates deiaierit atqua atfam cli'nmiiitrMia «il prnffiiiii* rjiiiirtifii jikmii|tia atiammma 
sine demonstratione varitaM. ©onienttntti difln^rniiij diiiii iii rtdkjiiii* Mathaitos 

padibus ac multo magii in aliit ieiintlnii qimriim firri|»«pili«ntjfn fiiriliii non par 

rigidas demonstrationas nobis ast paripaata., imi* itiariln fidari tirbant, tniin adao 

plemmque; quandoqnidim -sai aeenimtitii intiitri lictti Wimi flfpr«ttim«liintnr. In io fsnirs 
xgitur imprimis istud theorama qiioci iiimaii iitsmtriii priinni fbriniii! 4ii + l 

1) Demonstration im baa in OomniaiitaliontSII uimkiifiim lam iis iqiiiiola d* 13, Apr* 

1749 ad Ohr, Qonnnaoii seripta ©xposnlfc, Vmrr»firm^iimtf mulih p##* P* IP FwSf 

St-P^tersbourf 1848, ■ i I, p., 493| LEWMimi KpieE! UpiTA irri» HI* F, It 

2) Tide OommenMoaem 228 haias volummti.. F- tl. 
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sit siirama diiorum quadratoruin, studram Geometrarum fatigavit atque Auctor noster^) in eins 
demonstratione investiganda multum diuque desiidasse videtnr, cum in snperiori tomo plura 
tlieoremata hue pertinentia ex profundissimis numeroruin mysteriis eliciiisset neque tamen 
scopnm attingere potuisset. Tam prope autem eo pertigerat, ut hie quasi reUquo spatio 
feliciter confecto tandem perfectam demonstrationem sit adeptus, quae, cum per tot ambages 
tantasque numeroruin difficultates sit deducta, eo magis attentionem et studium Geometrarum 
excitare debehit. Nullum enim dubium est, quin his argumentis probe perpensis via multo 
brevior et planior eodem perveniendi aperiatur. TaKs autem demonstratio brevior ac certe 
nobis planior aditum ad abscondita numerornm arcana esset patefaotura, quae etiamnum 
nonnisi quasi per tenebras contemplari licet. 

Versatur ergo memorabile theorema circa numeros formae 4n + l seu eos numeros 
impares, qui unitate excedunt multipla quatemarii; qui sunt 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, 
37 41, 45, 49 etc. In his distinguuntur numeri primi 5, 13, 17, 29, 37, 41 a corapositis 
9 21 25, 33, 4f>, 49 ae de illis affirmatur singulos esse aggregata binorum quadratorum, 
veluti 5 I 1 + 4 , 13»4 + 9, 17-1 + 16, 29 = 4 + 25, 37 = 1 + 36, 41 = 16 + 25 etc., 
quod eo magis mirum videtnr, cum haec quadrata nulla rations procedant. Inter composites 
autem etsi alii ipsi sunt quadrata, ut 9, 25, 49 etc., alii vero etiam summae duorum quadra- 
torum, ut 45 — 9 + 36, tamen inter eos dantur, ut 21, 33, qui nullo mode summae duorum 
quadrltorum*) aequantur, unde propositio tantum ad numeros primos formae 4n + l restrin- 
gitur. Huius ergo veritas nunc deraura pro demonstrata est habenda, siquidem demonstratio 
Fiobmatiana penitus intercidit. In praecedente autem tomo demonstratio eo erat producta, 
ut ostenderetur, quoties 4n + l sit numerus primus, semper dari eiusmodi duos numeros 
a et b, ut a*» + b*» esset per 4n + l divisibile; hoc ipsum autem turn sine probatioue 
relinquebatur. Nunc igitur negotium ita Auctor absolvit, ut, cum multo ante demonstrasset 
banc formam sen productum hoc (a»« - ”)(«>” + semper esse per numerum 

primum 4n + l divisibile, doceret semper dari casus, quibus alter factor a»'‘ h " non si 
divisibilis per 4n + 1 ; turn enim necessario sequitur alterum factorem a + b hunc c ivi 
sorem complecti. Quod reliquum est, iam ante erat praestitum; quia enim a»" + b»“ est 
summa duorum quadratorum simulque firma demonstratione evictum est summam taliiim 
binorum quadratorum nullos alios divisores admittere, nisi qui ipsi sint duorum qua ra- 
torum summae, necesse est numerum 4« + l esse summam duorum quadratorum. Hmc 
igitur liquet, quam subtilia et undequaque conquisita ratiocinia ad huiusmodi demonstrationes 
requirantur et quam longe adhuc a soUda numerorum cognitione simus remoti. 


1) Secundum manuscriptum-, editio princeps: Cel. Bvlerus. E. E. 

2) In .aition. prindpe m..n.o,ipll V.A. a U-D + SS, Umm . . . 

sunt. P. R. 

LKOsHAmw Eulbm Opera omnia la Commentotiones arithmetioae *2 
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1 Cum nuper') eos essem contemplatua numwos, qui ex additione 
duorum quadratorum oriuntur, plures demonsfcravi proprietatea, quibus tales 
numeri sunt praediti; neque tamen meaa meditatimiea eousque perducere 
licuit ut buius theorematis, quod FKRMATum*) olim Geometria demonatrandum 
proposuit veritatem solide ostendere potuiasfuu. Tontamen®) tamep demon- 
strationis turn exposui, unde certitude huiua thooromatia multo luculentius 
elucet, etiamsi ciiteriis rigidae demonstrationia doatit.uaiiir, noqiio dubitavi, 
quin bsdem vestigiis insistendo tandem demonstniiio (Uvaidc'ratri faciliuH obti- 
neri possit; quod quidem ex eo tempore mibi ipai uau venit, ita ut ten- 
tamen illud, si alia quaedam levis considtn-atio imeedut., in rigidnm <lomon- 
strationem abeat Nihil quidem novi in hac re me {U'aoHtitiHHti gloriari pos- 
sum, cum ipse Fermatius iam deraonstratituiem Imius theoramatiH tdioiusae 
se profiteatur; verum quod earn nusquam puliliri iiiriK tacit, aius iswitura 
perinde ac plurimorum aliortim egregiorum huiim viri invantorum affic.it, iit, 
quae nunc demum de his deperditis robtw quasi raruiH'riimus, aa non hnme- 
rito pro novis inventis habeantur. Cum euim luuno unt[uani tain lalicitar hi 
arcana numerorum penetmverit quam Fkemathw, omnis opm-a in bac. scientia 
ulterius excolenda frustra impendi videtnr, nisi ante, qntm ab hoc exiiollenti 
Viro iam fuernnt investigata, quasi de novo in hmem protrahantur. Ktsi 
enim post eum plures Viri docti in hoc Btudiorum genere vires huiis exer- 
cuerunt, nihil tamen plerumqiie sunt consecuti, tpiod cum ingeuio huius Viri 
comparari posset. 


2. Ut autem demonstrationem theorematis, quod hie considero, iimtituara, 
duas propositiones in aubaidium vocari oportet., quarum tiemormf rat iouem iam 
alibi dedi. Altera est, quod omnes numeri, qui sunt diviaoriw summae ihiorum 
quadratorum inter se primorum, ipai sint siimmae duorum qusuiratonmu sic 
si a, et b sint numeri inter se primi akpie numeri ex Hs formati na-l' hh 
divisor sit d, erit quoque d summa duorum qinidratorum; huius tlieorernatis 
demonstrationem dedi in sciipto ante memorato, quo immoros, qui aunt 
duorum quadratorum summae, sum contemplatus.*) Altera propositio, qua 
demonstratio sequens indiget, ite, se habit: Si p ait numerus primus atque 


1) Vide Commentationem 228 huius volumiai*. F. E. 

2) Vide notam 2 p. 810. P. 1. 

3) Vide p. 811, P. E. 

4) Vide Commentationem 228 huius voluminia, impritata propositionem 4. 


P. E. 
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a et h numeri quicunque per p non divisibiles, erit senaper per 

numerum primum p divisibilis; denaonstrationem buius rei iam dudnm in 
Nov. comment, acad. Petrop. tom. I‘) dedi. 

3, Quodsi iam 4«4-l sit numerns primus, per eum omnes numen in 
hac forma — contenti erunt divisibiles, siquidem neuter numerorum 
a et & seorsim per 4w + 1 fuerit divisibilis. Quare si a et & sint numeri 
minores quam 4« + l (cypbra tamen excepta), numerus inde formatus 
gine ulla limitatione per numerum' primum propositum 4w + l^ent 
divisibilis. Cum autem sit productum horum factorum a**” + et 

necesse est, ut alteruter horum factorum sit per An -f 1 divisibilis; 
fieri enim nequit, ut vel neuter vel uterque simul divisorem habeat^ 4n + 1. 
Quodsi iam demonstrari posset dari casus, quibus forma + sit divisi- 
bilis per qnoniam 4- ob exponentem 2n parem est summa 

duorum quadratonim, quorum neutrum seorsim. per An -f 1 divisibile existit, 
inde sequeretur hunc numerum An + 1 esse summara. duorum quadratorum. 

4. Verum summa toties erit per 4n-l-l divisibilis, quoties 

differentia «*” - - pei’ eundem numerum non. est divisibilis. Quare qui 
negaverit numerum primum 4m 4-1 esse summam duorum quadratorum, is 
negate cogitur ullum numerum huius formae a**" -f- per 4m 4- 1 esse divisi- 
bilem; eundem propterea affirmare oportet omnes niimeros m hac forma 
^2n _ oontentos per 4m -1- 1 esse divisibiles, siquidem neque a neque 6 per 
4m -f 1 sit divisibile. Quamobrem mihi hie demonstrandum est non omnes 
numeros in forma a'” — contentos per 4m + 1 esse divisibiles; hoc. enim 
si praestitero, certum erit dari casus seu numeros pro a et J substituendos, 
quibus forma a*” -6^” non sit per 4m 4- 1 divisibilis; illis ergo casibus altera 
forma a"" + necessario per 4^/ + 1 erit divisibilis. Unde, cum a e 
Sint nnmeri quadrati, confioietar id, quod pioponitnr. scilicet numeruni 
_|_ 1 esse summam duorum quadratorum. 

5, Ut igitur demonstrem non omnes numeros in hac forma a — h 
contentos seu non omnes differentias inter binas potestates dignitatis 2m esse 


1) Editio princeps: m Comnenl Acad. Petrop. Tom. VXII. Commentat^ autem commemc 
rata est Commentatio l34 huius Toluminis; vide ibidem theorema 4. U. «• 
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per + 1 divisibiles, considerabo aeritnti hariiin puU'Hkit-mu ali unitate usque 
ad earn, quae a radice An formafcur, 

1, 2'*, 3"*, 4*", 5**, S**, . . . (4»f “ 

ac iam dice non omnes differentiaa int^'r Innoa huiuH soriei esse 

per 4« + 1 divisibiles. Si enim singuliwi ditlbrfuitiiw priiiitw 

2*"— 1, 3“* — 2"", 4*" — 3®*, f)*" — 4*", . . . »4»)®'‘»-f4«~ l/“ 

per 4w4-l essent divisibiles, ©tiaiu diflerentiue huiua pnigresHitnuH, quae sunt 
differentiae secundae illius seriei, per 4« f i easeut tUviHihiU^s; abpio ob 
eandem rationem differentiae tertiae, quart^te, tpnntae ek. forent per 

4w + l divisibiles ac denique etiam differentiae t>rdini« 2», quae sunt, nt 
constat, omnes inter se aequaltw. Diffenuitisw* iiukiii tirtlinis ‘2« aunt 
«-l-2-3-4*'*2n, quae ergo per nunierum pHinum 4« } 1 mm mint divisi- 
biles, ex quo vicissim sequitur no otnnoH quidem diff(*rentiaH priiniiH per 
4w -}- 1 esse divisibiles. 

6. Quo vis huius demonatmtionia nndiua perapnnatur, nntandum est 

differentiam ordinis 2n product ex 2» + 1 terminia Horiot propomtao, qui, si 
ab initio capiantur, omnes ite sunt coniparati, nt binoruin iiunninivis diffe- 
rentiae per in -f 1 divisibiles esse dobeant, si tlierireinatis veritas negetur. 
Sin autem plures termini ad bane diffonmtiani ultinmni mmstiluendam con- 
currerent iique ultra terminum (dw)®* progrwierontiir, qutmiam ilifferentiao a 
termino sequente (4« + 1)*" ortae ad eniinoiata theormnatiH nmi pertinent, 
demonstratio nullam vim retinerai llinc autem, qnod differcmtin ultima, 
quam sumus contemplati, tantum ab 2n + I terininiH conelusio, quam 

inde deduximus, omnino est l^tima; imJeqne Retputiir dari differentiaa pri- 
mas, veluti o®"— (a — ■ 1)*", quae non aint |Mir 4n -p I divisibiloa atrjue ita 
quidem, ut a non sit maior quam 2n -f J* Hinc an tarn porro roeto infertur 
summam a*"-!- (o — i)** ideoque sammam duorum quarflmtoriim por dn-fl 
necessario esse divisibilem ideoque nnmorum primum in >h I auuunam esse 
duorum quadratorum. 

7. Quoniam differentia ordinis 2 ji ab 2« 4- 1 ti^rminia stirioi potestatum 
pendet, totidem tantnm ab initio captos conaideremna 


1, 2‘", 3»» 4*", 6®", . . . 
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unde differentiae prinaae erunt 

22 « 3*« 2*", 4*” — 3®", 5®” — 4^'“, . . • (2n + 1)^” — (2^)^”, 

cuius progressionis termiuorum numem est -in. Ex demoustoatioue 
itaqne piaecedente patet non omnes terminos Imius progressionis dilferen- 
tiarum esse per numerum primum 4w + 1 divisibiles; neque tainen nine 
intelligimns, quot et quinam sint illi termini per 4w + 1 non dwisibiles. Ad 
demonstrationem enim siifficit, si vel unicus terminus, qmsqms ille sit, per 
4w + 1 non sit divisibilis. Quodsi aiitem casus speciales evolvamus, qmbus 
4w + l est nurnerus primus, ex differentiis istis, quarum numerus est 2^, 
reperiemus semper semissem esse per 4« + 1 divisibilem, alterum vero 
semissem non divisibilem; quae observatio etsi ad viin 

spectat, tamen ad earn illustrandam non parum confert, quare aliquot casus 
speciales ad examen revocasse iuvabit. 

8 Minimus numerus primus formae An + 1 est =5, qui oritur, si 
n-f; “ae habebnlr differentiae 2--1 et qnarnm pnor 

non it divisibilis per 6, altera vero est divisibilis. Pro ^ 

utamur signo d ad eas differentiae indioandss, quae 

0 eas notemus, quae non sunt divisibiles; quae signa diffeientns pro quov 
casu subscribamus: 

4w + 1 I Differentiae 

13 2®-l, 3''-2“, 5«-4“, 6“-r)«, 7“ -6" 

0 0 d 0 d — 

„ 6*-^, 9--8. 

d 0 0 0 d 0 ^ 

29 hiVZl73“-2“7d‘‘-3“, ’“-T®’'’ *“7’“ *'*‘^*" 

0 d 0 d d d 0 

10.*-9*‘, 14“-13“, 

Hinc patet terminos divisibiles et non pt^ienum ultimum 

etianisi "^^^“tTp^per 4 » + 1 esse divisibilem, quia Jaetorem 
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9. Porro quoque ad vim domonatratiouis pimitiiia parHjjicitmdam notari 
oportet demonstrationem tiira solum loomu huboro, si rmmorus 4m -f 1 sit 
primus, prorsus uti natura theorermiiis poatulut.. Nam si 4m 4- 1 mm esset 
uurnsrus primus, uoquo do oo afftrmari poHS(*t, (puul sit siimma tluoruni qua- 
dratorum, neque forma per eum osst't m^ttWHario jlivisibilis. Quin 

etiam ultima couclusio forot falsa, qua proiumcuivimus difbuontiHS illas or- 
dinis 2m, quae sunt 1-2-8-4 non osso per 4m + 1 divisibilos. Si 

enim 4 m + 1 non esset numerus primus, sod faoitjros luamrot, qui ossout 
minores quara 2m, turn utiquo produclum I • 2 • 3 • 4 • • • 2« bos faotoroa cou- 
tineret foretque idcirco per 4m + 1 divisibilo. At si 4m -f 1 (^st numerus 
primus, turn demum affirmare licet prcuiuctum I • 2 • 3 • 4 • • • 2w piano non 
esse per 4 m + 1 divisibilo, quia hot: produotum per imllus alios numoros 
dividi potest, nisi qui tanquam factores in illud ingrodiuntur. 


10. Cum denique domonstratio tnulifu boo nitatur fundumonto, quod 
seriei potestatum 1, 2®*, 3*", 4^" etc. diirorontism ortlinis 2« .sint constuute 
omnesque — 1'2-3-4 ••• 2», hoc uborius o.xpUoundum vidotur, «tei pfissim 
in libris analyticonim solide expositum roporitur.’) Primnin igitur notanduin 
est, si seriei cuiuscunque terminus goneralis sou is. tpii {‘xptmonti indofliiito w 
respondet, sit — i4a;’"+ CV" ’-} Hx” ’ | K/* * i> oto., banc soriern 
ad gradum m referri, quia m est oxponeiis innxhnao polosfntis ipains x. Doinde 
si hie terminus goneralis a sequeute Ij"*!" jfH/ f IT' *4“ |* 1)"* 

subtrahatur, prodibit terminus goneralis sorioi difforontianim, in ejuo oxponons 
summae potestatis ipsius x erit «• mi — 1 , idociquo sorioa difforontiarum ad 
gradum inferiorem m — l pertinebit. Pari modo ox t4n*mino gonoruli seriei 
differentiarum primarum colligetur torminus gonoralis soritd dinbrentiarum 
secundarum, qui igitur denuo sul gnidum doprossiorom m — • 2 pertinebit. 


11, Ita si series proposita iwl grmluin m referatur, wsries iiiff«r«*ntiarum 
primaram ad gradum m — 1 reforetur, sorit* porro differtmtiarum stJCUU" 
darum ad gradum »W“-2, series differojitiarum tertiaruiii ad grfulum mi — 3, 
series differentiarum quartarum ad gradum m — 4 (ft in gonore series diffo- 
rentiaxum ordinis n ad gradum m~-n pertinebit. Undo series differontisufum 


1) Tide exempli gratia L. Eui.»iu mlmlt tliffermimlis, partis priuris cap I et II 

imprimis § 60 et 61, PetropoH n56j LmmiHut Epuhi (ipem tmniat seriaii I, vol. 10. F< R* 
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ordinis w ad gradum w-w = 0 perveniet eiusque ergo termiaus geaeralis, 
quia summa ipsius a; potestas est erit quaatitas constaus ideoque 

Lnee ditferentiae ordinis m inter se erunt aequales. Hmc senerum piimi 
gradus, quaruin terminus geaeralis est lam differentiae priinae 

sunt inter se aequales, serierum auteni secundi gradus, quae hoc ermin 
general! Ax^A■Bx^-C continentur, differentiae secundae sunt aequales, et 

ita porro. 

12. Quodsi ergo serietn quamcunque potestatum consideremus 
1, 2'", 3’", 4’", 5’", 6"‘, 7“, 8’'‘ etc., 

cuius temmus generalis est -r seu is, qui S- 

rentiarum ordiais m ex terminis inter se aequalibus constabit. At 

rentiarum primarum terminus generalis ent 




(x+l) 

,„i a sequente (. + 2)-- (. + 1 )” “““ 

differentiarum Hecundarum, qui ent 

(a; + 2)"‘- 2(» + 1)”‘+ 

Mine porro seriei differentiarum tertiarum erit terminus generalis 

(ic q- S)"* — 3(a; + 2)’" + 3 (a: + I)”' — 

an tandem seriei differentiarum ordinis « conoluditur terminus generalis 

(*+„)-—(=»+«- 1)“ + +“- 2)” 

_ w (w l) ^ ^ ifyi — "f" otc.j 

1*2*3 

qui cum sit quantitas constans, idem erit, quicunque numerus pro r substi- 
tnatui, cut ergo rel 3)”+ etc. 

vel 


(w + 1)" 


■ mm' 


. + “ (»• -i) (» - 1)' - (m - 2)- + etc.. 


T.s i-s-3 

ubi in forma priori posnimus * - 0, m posterion r - 1. 
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18. ISvolTOinim iam nirnis liuius M'rii'i upwiiilr* I't a 
mia ad altioros aacendamua. Af iniatUi prinin ih — I ataifi 1. 2, .1. I, a, fi 
terminus generalis diltereuUarum imuumml mil 

vel I* i ■ i»* «» I v«*l «* I ■ 1‘ — I . 

Si tw-2, seriei 1, 2** i4iHnut*l«i' Kunt 

vel 2»-2-r vel ;!*• 

at eat 2 ‘'~ 2 ‘ - M*), iiwle Iwe >Uileri'ulwe wenmilue wmt 

i| I 

' I « 

Sit m - 8 et seriel I, 2*. 8\ 4», f.* ete. ilifferoiitiai* lertiae eriint. 

vol 8* — 3 • ‘/ + 8 ■ I * vel 4* - .1 ■ 8* | 8 ■ 2* I • t *; 
at 

2 2* j — 

quia ex casu praecedeute mi ll* | Himilt «i w-i 

seriei 1, 2*, 8*, 4^ 5'* ete. (Iiffereiiy»e quartar enisst 


vel 4*.— 4.8*4. r, .2* -4- 1* vel f** 4■4* | H-’d* 4-2* i M‘; 


at mt 


4*..-.4.8*4.0.t*~ 

4*1^ 

4(4* 1 :i-2’ 

M*|-« 

4.8-2-1. 

14, Quo Me prt)gr<«8ii« meliM* itowpifiwtur, f*»isl 1, 

. 2*. T, 4"', f*" ek 

differentiae ordinis m ~ 

P, neri 

iiii 1,2-". 3-'', 

^ t fm t 1 

f 1 a 

vie, differentiae 

ordMs «t + 1 frit 





P «a»» (wi "4“ 1)** W W* 4" 

mtm — 
I-S 


1 jiw - 3.f 

i a a 

ini ■" • '1" ekf 


1 S 

^ 1 1 »»» s m ' 

t 'j-a 



ubi P ex forma posteriori, at Q os f»ir«ia |iri«ri es|ire»j*ii«M'fi. Hie j»rimo 
patet itt iteaque expresaioiie pan?iii ww* lrrii»s««»riiio numoroHi et wiiguloa 
teradaos exprewioDis P mm awl siogubii ^ uH 1 


12-13] mMAE 4w +l ^ISSE StJMMAM t)POBUM QUaMATOETJM 

^ 1 . Namque est 

(m + I)*" : (m + 1)’"+^ == 1 : w + 1, 

OTW™ : (« -|- 1) w’"'^ ^ == 1 : m 4" 1 , 

(w _ If : (^-±-3^ (to — If +' = 1 : w + 1, 

1*2 12 

m(m — i)(w -_2) / _ oNm . — 1 : m -\- 1 

'£- 2 . 3 " - "V''' ' 1.2-3 '' ^ ■ 


etc. 


Hanc ob rem erit 


ergo 


P: Q 

m + 1 

ideoqne ^ = (m + 1) P. 

ergo patet fore 


seriei 



differentias 

3, 4, 

5 

etc. 

primas = 1; 

3*, 4», 

5® 

etc. 

secundas =1-2, 

3", 4®, 

5® 

etc. 

tertias -1-2 -3, 

3*, 4*, 

5* 

etc. 

quartas =1-2 -3 -4, 

3’", 4"*, 

5 m 

etc. 

"ordinis m =1.2-3--->w, 

3»*, 4®", 

52« 

etc. 

ordinis 2n =1.2-3---2w. 


Atone ita qnoque demonstravimus seriei potestatum 1, 2-", 3®", 
differentias ordinis 2n non solnm esse constantes, sed etiam aeqnan produc 0 
1.2-3 •••2w, nti in demonstratione theorematis propositi assnmsimus. 


Lbokuabpi Ec«m Opera omnift Ij Commentationea arithmefcicae 
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DEMONSTRATIO TIIEOR13MATI.S ERllMATIANI 
OMNEM NUMERUM SIVE INTEUIUJM KIVU FRAGTUM 
ESSE SUMMAM QUATUOR RAUCIORUMVE 
QUADRATORUM’) 

Oomment&iio 343 itxHoiK KiowtitoKMiAHt 

Novi commentarii aoademiae aeieutittrum I’etruiiolila-UHo S |I7&4'T»), ITtRJ, p. la- f»H 

SnutwnritiiM ibidiow p. fi- ? 

STOMAEIUM 

H\uo soripto paf. 18 sine peouliari tltulo wliimiritwr ««¥» ilitsertatUi, in qua residua, 
quae in divisione numerorum quadmtornm per quoavis numem* rcmaiMmfc, esamini lub- 
iioiuntur, unde iterum egregiae numsronim proprietate* ilwlueimtur, vel nnmino novae vel 
iam quidem cognitae, sed novo mode demonstmtae. N«inti igjsorat omnes nuniiros qua- 
dratoB, qui per 3 dividi aequeoni, in divisloae semper unitatem reliHqaare neqiie ulluin 
dari, numerum quadratim, qul per 8 divisus duo relinquat, Himlli raodo nulhw datur 
numerus quadralus, qui per 4 divlw# vel 2 vel 3 rrlimpiat, wd residmnn setaper eit 1, 
nisi divisio suocedat, quo oasu residuum eeasiaduin «st 0, Ueindn nullus datur aumerus 
quadrates, qui per 6 dirisus reUaquet 2 vel 3, sed residua aernper sunt vel tt vel I vel 4. 
Atque in genere per quemomique aumenim aumeri quadrati dlvidantiir, a reslduis certi 
numeri excludunter, quos Cel, Aaoter hie imprimis eonsiderat el mu rm'dm appellat. 
Turn pro quocuaque divisora exlmias proprietete* tarn inter residua quam noa-reiidua 
ohservat indeque plura egregia thsoreaata demonstrat} veluti nunquata evenira posse, at 
haeo forma quiouaque eMam aam«rt pro m et n Msumantur, flat numerus 

quadrates. His speeulationibus tantem non ddiacitur Aaetor tandem ad iilud elBgantisiimum 
theorema, gwod omnes numm sint uggr^aia qmimr nrf fmmmrim qm^atamm, quod etiain 

A Principe (atque eUam in Cmmmi, titelu* d«tet. Vid# P. a-rXcKsn 

und W. Ahesins, J>er BrUfw$(3md mMm 0 . ff. J. mtd P. M. w Fom Mb«r die Mmm- 

gabeder Werlce LMommo Maims, Mpsig IMS, p. flt, fiS, «» (imprimis notam 3} atqu# etiain 
p. 26et27. p, E. r i • v j , t 
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13 - 14 . 


Fekmatius ex profundissimis numerorum mysteriis demonstrasse affirmat et cuius demon- 
strationis iactura aeque est dolenda ao tot xeterum scriptorum, quibus nos temporum iniuria^) 
privavit. Etsi ruitu Auctor in postremo tbeoremate demonstrat omnem nwmerwm esse 
summam guaiuor qmdratorum vel paudorum, siquidem qmdrata fracta non exeludantur, 
tamen baec adiecta conditio maximum discrimen inter banc demonstrationem et earn, quam 
desideramus, facit. Superest igitur demonstrandum, qui numerus in fractis sU summa qua- 
tuor qmdi-atorum, mndem qnoque in integris qmtuor quadratorum summae aeqmri. 


THBORBMA 1 

1. JEx serie quadratorum 

1, 4, 9, 16, 25 etc. 

„ulU nwmri ter mmerrnn pmmm 3 ) emt imetbUes, nisi luorum radices smt 
per eundem wwmerum p (MvisiMles. 

DEMONSTRATIO 

Si quispiam numerus quadratus aa fuerit per numerum primunip 

divi»i“u^ e" factories a et a coBstat, aeoeaae eat, ut alterater factor 
Z o sit LsibiUs; quare numerus quadratus aa per numerum pnmnm p 
divisibilis esse nequit, nisi eius radix a sit diyisibilis per p. 

OOROLLARIUM 1 

2 Numeri ergo quadrati per numerum primum p divisibiles nascuntur 
ex radicibus p, 2p, Sp, Ap etc. suntque ergo 

reliqui numeri quadrati omnes per numerum pnmum non erunt divxsxbiles. 

OOROLLARIUM 2 

3 Si ergo numeri quadrati, quorum radices in bac progressione arith- 
metica . 2^ 3^, 4^ etc. non continentur, per numerum primum ^ dxvidantur, 

slaver remanebit, quod exit minus quam numerus 

SCHOLION 

4 Cuiusmodi Sint haec residua, quae ex divisione 

tofum per numerum primum quemcunque i> nascuntur, xn hac dxssertatxo 


1) Secundum manuscriptum; editio princeps: tmporum iactura. 


F. R. 
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diligentius invest, igare constitui. Plurijaa »*iani !»<' insignia, phaenomena 
occnrrent, quorum considerations nattmi miim‘n»rnm non nuHU(»criter illu- 
stratur. Tam eximia autem in doctrina mtnmrornm adhun latent inysteria, in 
quibus evolvendis opera non frustm impemli videtnr. 


THKORKMA 2 

5 . Si series qmdfatorum in mfiniium cmiimmtti in mtmlmt dbpmcatur, 
quorum singula ex p tmnink anmtcnf, ktc nmiu 

1, 4, . . ,pp I {p + ly, -‘-^PP i Cd|< + 1)®. • • • **!»/» I !/• • ■ • etr’., 

turn si miuscuiusque mmltri irn'mini sintiuli per mumemm primum. p dimkmtm, 

. eadem reddua eodemque ordim reeurrBd , 

DlMOlSflATlO 

Singulonim enim mombrorum termini primt I. (p ! I)*. 1}*, (djEf+lfek 

si per p dividantur, idem dalmnfc rimklunm 1. Kimiliqtm mocl« tennimi 
sGCundi 4, (i? 4- 2)*, (2p -f 2)*, (8p + 2,f nte. per p divist iM«|nalta pruducenfc 
residua — 4, siqmdem sit p> 4. Kmlonnpnt «nnl« patet t4irnuno.H tertios 
aequalia praebere residua itomque quartos at qninttn* ete. At*pm in genera 
si primi membri terminus quotiwcunqtm «it ««. r«liqtn»ri«ii luwnbrortnn ter- 
mini analog! erunt + (2p + «)*, (8p 4 n/ ete., ipii *»innt« par p divisi 

idem reHnquunt residuum, quod torwintw nn. In Mtngnlia rrgo membriB 
eadem redeunt residua eodemqu® ordine. 

OOEOLLJlMUM 1 

6. Si igitur noverimus residua, qaa*i ox tenttinia primi mombri Mcun- 
tur, simul habebimus rMidm, quaa «x di?i»icmo onmiiim r«Iit|«»rtiin mem- 
brorum per numerum p facta oriuntur. 

OOBOLLARIUM 2 

7. Quia postremus cuiusque membri terminus |K»r iiumorum p divisibilis 
existit, residuum erit ■«0, quenuMimodum primi cuiumpm iiiombri termini 
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vpcsiduum est = 1. Secundorum vero terminorum cniusque membri residuum 
exit = 4 et tertiorum = 9, quartorum ^ 16 etc., siquidem sit > 4 et j? > 

et jP> 16 etc. 

OOEOLLA.RIUM 3 

a. Quamdiu enim numeri quadrati 1, 4, 9, 16 etc. mmores simt quam 
mimerus illi ipei residua coustituent. Ex sequeutibus vero quadratis 
uumero p maioribus residua emergeut alia ipso mimero p mmora. 

SCHOLION 

9. Ex divisionis natura constat residua semper esse minora divisore p, 
ac si forte per inadvertentiam residuum relinquatur mams quam ivisor p, 
id Bubteahetiao i., quote fieri potest, 

Sir residuum u 4* a et in genere njp + tt, quod forte e v • 

Lrit,' aequivatebit residue a; atque cum de residuis, quae « ““ ' 

rnrum ner p nascuntur, agitur, omnia haec residua a, p-^ a, 2p^a eb p + 
— haberi possau*, o^uia soitet redeunt ^ m— ^ 
U reductio cum sit iu promtu, earn tato uegbgere poterim™ -1 ^^4“™ 
iam factam assumere. Ita si numen quadrati ' ’ . , • ^ 

aumermn P dividantur. uM obstabit. 

Tcetete ;*ndum »t hoc theorema vim suam retinere. srve drvrsor p srt. 
numerus primus sive secus. 

OOROLLAEIUM 4 

10 Cum terminus ultimus ft primi membri nullum 

tur ex his terminis 1, 4, 9, lb, . • • J ’ ^ 

COROLLARIUM 5 

11 Plura ergo diversa residua oriri nequeunt quam p-1; quod quidm 

per se est manifestum. Cum enim etiam 

Lnium autem numerorum ipso P ”“0™“ ^ 

numerus residuorum diversorum numerus maior esse neq . 
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DEMONSTEA'l’IO THEOiiKMA’I’IB 


FKHMATIAHI 


1 17-18 


THiORBMA 3 

12. Si mnes termini serim (juadrafmiim 

1, 4, 9, 1« 

per numerum quemcungue p dindantur m remhm noirniur, tnfrr baec rcsMm 
non omnes numeri minores qmm p ocmmmt, 

D1MON8TRATIO 

Omnia enim residua, qime quideiu ei divtsioim ttinnium (juadratorum 
per numerum p oriimtur, ex his terminw rf'«iilt4int 

1, 4, 9, 16, . . , (p ~ 4)*, (p ~ 3j\ (p ■ (p ^ 1 1\ 

quorum terminorura numerus eat >1; idtHi«}iiP imln t«tidei« imidim 

proveniunt. Yerum haec residua non omnia inter w* aunt divf'rssi; nain ter- 
minus ultimus (p — l/—jtjj^-~2ja 4- 1 per p ifiviaiw reMidunm relintpiit — 1, 
idem scilicet, quod primus tenniniw 1. Simili ittiido ternumiH pnnultimus 
(p — 2y‘^pp — 4p + 4 idem praebot residuum, cpmd t*‘rminiw surundus 4; 
et terminus antepenultimus (p — Sf idem diit rmdunm, qimd tenninua tor- 
tius 9. Atque in genere teminua ordinn w, qut wt w«, id wit dat residuum, 
quod terminus ordine p — n, qui u«t (p — nf, (‘um igitur omnia residua, 
quae ex Ms terminis 1, 4, f, ... (p — 1)* oriimtur et t|U«r«!ii mtments est 
—jp — 1, non sint inter se diTersa, in ii« non omnes numeri ipso p minorw, 
quorum uumerus est — p — l, occurron^ possunt. 


COROLLililllM I 

13. Cum igitur bina residua semper sint aefjuaHa, numerws difersoran 
residuorum ad semissem redigitur, siquidem ait p — \ numems par; al 
si ^ — 1 sit numerus impar seu p par, turn numerus tliversonim rtwiduoran 

erit hoc enim casu dabitur residuum medium, tinod »m itofiuale nor 
babet. 


COROLIJUilUM 2 

14, Cum igitur omnium numerorum ipao p miiioriira uumerus sit "■p — 1, 
patet semissem horum nnmamrum in rt»idwt« locum haliere; dabunturqae 
ergo numeri, qui ex division© numerorum qnadmtorum pt*r numerum p nun- 
qaam relinquentur solo excepto casu, quo p — 2, quia p — | « J — 1. 
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OOROLLAEIUM 3 

15. Quicunque ergo praeterea sit numerus f, per quern numeri quadrati 

J. J ■£_ — - — 

2 


dividantur, ex nnmeris ipso p minoribtis semper erimt ad minimum 
vel ^7® numeri^), qui inter residua non reperiontur. Prior casus valet, si p 

est numerus impar, posterior, si par. 

COROLLAEIUM 4 

16 Hmc igitar numeri ipso dirisore j. minores, quotum multitudo cst 
„_1 soonte se in duas classes discriminant, quaium altera rontinet 
TuLros’ in residuis locum habentes. altera vero eos qm m classe residuorum 
non occurrunt. Hos numeros non- residua hic appeilabo. 

. SCHOLION 

17. Quo haec darius percipiantur. luvabit nonnuUa exempla, in quibus 
residua et non-residua distinguuntur, mspexisse. 

g jP paa 3 

1, 4 

residua % 1 

non-residua 2 


1 p =. 4 1 

p = 5 

p = 6 

1, 9 1 

1, 4, 9, 16 

1, 4, 9, 16, 25 

1, 0, 1 

1, 4, 4, 1 

1, 4, 3, 4, 1 

1 3 

2, 3 

2, 5 


Sit 

residua 

non-residua 


P aw 7 

1, 4, 9, 16, 26, 36 
1, 4, 2, 2, 4, 1 
3 , 6 , 6 


p = 8 

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49 

1, 4, 1, 0, 1, 4, 1 

2, 3, 5, 6, 7 


Sit 

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64 

residua !> ^ 

non-residua 2, 3, 5, 6, 8 


p == 10 

1^ 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81 

1, 4, 9, 6, B. 9. 1 

2 , 3 . 1 , 8 


priucp. (St,™ 0— f ^ 
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DEMONSTRATIO THEOREMATIS FIEilATIANl 


[19-20 


Sit 



^«.ii 


1, 

4. 9, 

16, 25, 36, 49, 64, 81, KX) 

residua 

1, 

4, 9, 

.5, 3, 3, 6, 9, 4, 1 

non-residua 

2, 

6, 7, 

8, 10 

Sit 



jpt »®8 


1. 

4, 9, 

16, 26, 36, 49, 64, 81, KXI, 

residua 

1, 

4, 9, 

4, 1, 0, 1, 4. 9, 4, 1 

non-residua 

2, 

3, 5, 

6, 7, 8, 10, 11. 


Hinc perspicitur numerum n,on-residuorum iti{4»rdum vtd ^ * vel 
prout p fuerit numerus vel impar vel par, int^'rduin eane tdiain inaiorem, 
nunquam vero esse minorem, omnino uii deituinatratio llieortamitiH ptwtalat.*) 


THEORKMA 4 

18 . Ut omnia residua, poe divmme qumlraim-um jnr nmmmm qum- 
cunque p resdtare possunt, immiantur, tantum apm m( quadmtu nb miitak mque 
ad termimm ml , prcnd p fumit ml uumenm impar vd par, per p 

dividers. 

DEMONSTBATIO 

Ante iam demonstravimus omnia reaidna provenim b% diviHioria horam 
terminorum 

1, 4, 9, 16, ... 

deinde vero vidimus seriem residuoram hina natonim o«iw roctprocam mu 
ordine retrograde scriptam eandem manere, Quare reaidua omnia, qnatenus 
inter se sunt diverse, reperientur, si huina aorioi fc{*rntini taniura a«l raedie- 
tatem usque capiantur, unde, si ^ ait nnmorns impar idootpia p™-! par, 
omnes numeri, qui inter residua occurrunt, prodibunt m liia terminia 


1 , 4 , 9 , 16 


1) Sed vide notam p. 348. 
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Sin autem p sit nnmerns par, quia superior progressio habet terminum 
medium, qui retrogrediendo sibi ipse respondet, residua omnia ex bis terminis 

orientur 

1, 4, 9, 16, . . . (“j • 


COROLLAEIUM 1 

19. Si igitur p sit nnmerns impar, puta p =‘2q + l, omnia residua ex 
his tantnm qnadratis 1, 4, 9, 16, . . . qq cognoscentur. At si p sit nnmerus 
par, puta iJ- 2 2, baec qnadrata 1, 4, 9, 16, . . . qq omnia producent residua. 

COROLLAEIUM 2 

20 Si baec residua omnia inter se fnerint inaequalia, cnm eorum 

nnmerns sit » g, casn priori, quo p^2, + l = “ non- 

residuorum erit - q. Casn posteriori, quo j) == 2 g et,p - 1 - 2^ i, 
nium non-residuornm nnmerns erit =2 — 1- 

COROLLAEIUM 3 

21 Si a sit nnmerns quicnnque non maior quam 1 

xesidaum conetet, quod ex divieione 

omnia qnadrata in hac forma general! {np + a) contenta idem p 

M B-eri omn» omnmo in forma v±a mctadmatur, rta ut a 

non excedat toI vel 


9 . 


SCHOLION 

22. Quo indolem nnmerorum, qui euut residua, facilius 
seiiem residuorum repraeseutemus Ms littens 1, «, ft ^ 

diviaore p, ita ut uumeius horum teimiuoium sit yel -j- vel , p P 
sit vel uumerus impar vel par. Primo igitur patet in hac s 1, , ft 
,t . etc occuirere ordine omues muneros quadrates 1, 4, 9, m cio.. q 
o’uidem 'sint ipso numero p miuores, reliquos autem esse residua, quae 
«e" Vorm quadratorem per euudem uumerum p retaquuutur. Beli- 
“prtates rlduorum iu sequeutibus teeorematis indagabimus. 

44 - 

Opera omnia Commentetiones arithmeticae 
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DBMONSTEATIO TflEOEEMATIS FKUMATIANI 




122—23 


THBORBMA 5 

23. Si in serie residmrum 1, «, fi, r> mimvrm qukunque r, 

iUdem qnoque repenmtur omms potestafes ipsim r\ r\ r\ r® de, seu residua, 
quae ex harum potestatum divisione per nuMerwm priqHtsituM p tMseuniur, 


DBMONSTBiTIO 

Emergat residuum r ex quadrate aa, ita ut sit «a *« tnp 4- r; et qua- 
dratum a*«=(mjp4-r)^ per p divisum idem dabit residuum, ({uud oritur ex rr\ 
atque ex quadrate a®— (mp + f)® idem oritur residuum, qnml m r®; similique 
mode residua quadraterum a\ a'* etc. con?eiiient cum reHiduls terminorum 
r\ r®, r® etc. At residua ex omnibus quadratia quantumvia imigiuH oriunda 
iam proveniunt ex quadratis minimis 1, 4, 9, 16, vel ideoque 

continentur in serie residuorum 1, «, §, f, ^ etc. Ergo ai in hac aerie oc» 
currit numerus r, ibidem quoque occurrent termini »•*, r\ r* etc. seu 
residua, quae ex eorum divisione per divisorom propositum p relirujuuntur. 

COROLLARnJM 1 

24. Quae igitur potestatum f*, r®, r*, r® etc. fueririt minores quam p, 
eae ipsae in serie residuorum 1, a, y, i etc, rtqtorientur. At altiores 
potestates sua residua, quae divisae per p relmquuat, ibidem introdacent. 

COROLLAMUM 2 

25. Si sit r — 1, quia omnes eius potestetes sunt — I, ox iis nonnisi 
unicus terminus 1 in serie residuorum 1, a, fi, y, i etc, naacitur. Neque 
ergo ex hoc casu novus terminus m serie residaorum copioscitur. 

COROLLARTOM 8 

26. Quia in serie residuorum plures termini non occarrunt quam vel 
vel plura quoque residua diversa. ex potestatibua A A A 

etiamsi in infinitum continuentur, prodire non poisuni Unde infinitoe harum 
potestatum per p divisae aequaHa praebebunt residua, 
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COEOLLARIUM 4 

27. Praebeant ergo bae potestates r™ et r” idem residuum atque earum 
differentia r”' — r” per numerum jp erit divisibilis seu r”(r“ 1). Unde si 

factor r" sit ad p primus, quod evenit, si residuum r fuent ad p primum, 
alter factor 1 per p erit divisibilis ideoque potestas r”‘ ” per .p divisa 

unitatem relinquet. 

OOEOLLAEIUM 5 

28 Dabitur ergo potestas r^, quae per p divisa unitatem rehnquit, quae 
utique in serie residuorum continetur, siquidem r sit numerus ad ^ 

Turn autem potestas dabit residuum r, potestas r residuum r et 
residuum r’ etc. sicque bae potestates altiores eadem residua reproducun , 

quae potestates inferiores r, r* etc. 

coeollarium; e 

29. Cum igitur plura residua diversa provemrejiequeant ^ 

vel , patet dari numerum A non maiorem quam vel ita ut potestas 

per p divisa unitatem relinquat. 

SOHOLION 

30, Hino ergo iatelligita, quomodo fieri poseit, 

,> ,• r* r‘ etc. in infinitum progrediantur, tamen ei iia resi 

— “r s;: 

tatione supenon ), si r sit numer ^ ^t sit X<p. Nunc 

TLm f :rr:»XoLm natomm conti- 

neatur, turn exponentem A etiam minorem fieri quam ^ 

— - - • . , . yoiTiminis, ubi ex aliis quidem priacipiis 

1 ) Vide prime Commentaiaones 64 _ egge per v divisibilem) demon- 

theorema Ebrmatiandm aeque hue pertmens 262 buius voluminis § 15? prima 

Mt. D.»ae toltio.. .»p.rirf‘ dmo-Btota 

a.m...Wo dir^laJP*™ rrf.imll. « 

to™ Zllto P6S, “*« Jd.« 

2 ) Id ,«od Bti»> i« 

Of. porro buius YOluminis Oommeutationem 262, § 66. b- 
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DEMONSTEATIO THEOREMATIS FERMATIANI (24^26 


THISORBMA, 6 

31. Si in serie residwrmi 1, a, §, S etc., quae ex dirismu; numermmi 
quadratormn per mmerum p oriuntur, ocmrrant numeri r et a, ilddm qmque 
oceurret horum nwnerorum producium rs vel residuum, quad ex eim dimsiom per 
numerum p enascitur. 

DEMONSTEATIO 

Proveniat residuum r ex quadrate aa et reBidmim a ox «|imdrato 65; 
erit aa =■ mjp + r et 56 «« np + a; hinc fiet qimdratum 

aahi — mnpp + map + 

quod ergo per p diviaum residuum relinquet rs, vel si ra > p, idoin relinquet 
residuum, quod oritur ex rs, Quare eum residuum ox tpuidraOi itahh natum 
in serie residuorum coutineatur, ibi quoque rs sou roHiduum imlo ortum 
reperietur. 

OOEOLLAMUM 1 

32. In serie ergo residuorum 1, «, y, i etc. si occurrant duo nuraeri 
r et a, ibidem quoque occurrent non solum potest.uit« r*, r’, r* ote. et 
a, a®, a®, a* etc., sed etiam producta ex binis tormiuis quibuHCunquo rs, r*s, 
rs”, r^8, r^a®, rs* etc. 

COEOLLAEIUM 2 

33. Hinc igitur patet, si formula rostdvafcur 

1 + »■ 4- s + rr -f ra + + ?** + 4- a* 4- ©te., 

singulos terminos huius seriei in serie residuorum occurrere vel etiam residua 
ex his tenninis divisione per p orta, 

OOKOLLAEIUM 8 

34. Btiamsi autem horum terminorum numerus sit infinitiw, tamon con- 
stat plura ex iis residua diversa produci non posse quam val vel J » 
prout p fuerit numerus vel impar vel par. 
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SOHOLION 

8B Quo durius uppaumt, quomodo 6^ Ms tenniuis numero intoife 
tasuen residuorum diTOrsorum uumerus Anitas et quidem non maior 

i'"’- vel ^ oriatur, evolvamus exemplam aliquod sitque j) — 19; ent 2 ’ 

unde ex Ms quadratis 
orientur residua 


1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81 

1, 4, 9, 16, 6, 17, 11, 7, 5. 


Ex hac sene residuorum oontemplemur hos duos numeros 5 et 6, ex quibus 
formemns primo series potestatum 

5, 25, 125, 625, 3125, 15625, 78125 etc., 

6, 36, 216, 1296, 7776, 46656, 279936 etc. 

Ex ilia serie per - 19 divisa prodeunt residua 

5, 6, 11, 17, 9, 7, 16, 4, I;' 

numeri 6 haec prodibunt residua 

6, 17, 7, 4, 5, 11, 9, 16, 1- 

p „„0 si hueo singula residua per du^ 
producta infra 19 deprimant^ nd^m P^^taTa^qMtur,^ 
inferior series primo per o, turn p , , 


per 5: 
per 6: 
per 11: 
per 17: 
per 9: 
per 7: 
per 16: 
per 4: 


11, 9, 16, 1, 6, 17, 7, 4, 5, 

17, 7, 4, 5, 11, 9, 16, 1, 6, 

9, 16, 1, 6, 17, 7, 4, 5, 11, 

7, 4, 5, 11, 9, 16, 1, 6, 17, 

16, 1, 6, 17, 7, 4, 5, 11, 9, 

4, 5, 11, 9, 16, 1, 6. 

1, 6, 17, 7, 4, 5, 11, 9, 16,. 

6, 11, 9, 16, 1, 6, 17, 7, 4. 
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Perspicitur igitur, quomodocunque hi numeri 1, 4, J), 10, 0, 1?, 11, 7, 5 aeriem 
residuorum constituentes inter se per nmltiplicationem comlnnentm', siquideni 
divisione per 19 facta infra 19 deprimantur, eosdem somper numeroa reenr- 
rere neque unquam ullum numeram eomm, qui non sunt residua, nempe 
2, 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 18, prodire. 

COEOLLAEIUM 4 

36. Si ergo sit 1, a, /9, /, d etc. series residuorum onmiuin, quae ex 
divisione quadratorum per numerum p resultant, in eadoin aerie qiioque 
occurrent omnia producta ex binis pluribuave numerorum «, fi, f, d etc. 
Ergo si haec expressio seriem evolvatur, otnnes 

eius termini in serie residuorum occurrent. 


THBOEIMA 1 

37. Si in serie residuorum 1, o, /J, f, tic^ quae es dkmmm quadratorum 
per numerum p prodmnt^ r&pmmiur numeri r d rs, qui sint ad p primt, quorum 
ille huius est factor, tunc in eadem residum’mn serk etiam mmerm a cmtmMtur. 

DEMONSTRiTIO 

Proveniat residuum r ex quadrato act et rs ex bb; erit aa *« mp + r et 
hb = np -j;- rs; unde fit bh — aas'^np — mps sicqu© bb'—aas erit per p divi- 
sibile. At cum r et rs sint numeri ad p primi, ©runt quoque <|uadrata «a 
et bb ad p prima; unde si haec quadrato aa et bb inter se non sint prima, 
per communem divisorem quadratum ad prima reduci poterunt, ite ut 
bb — aas maneat per p divisibile. Sint ergo & et o numeri inter so primi ‘j, 

*— aas sit per p divisibilis, semper 
pro m eiusmodi numerus assignari potest, ut fiat mp *f: b multiplum ipsius a. 
Sit ergo mp±^b=^ac; erit aacc — aas per p divisibile; quod cum sit 
= aa{cc~s) alterque factor aa sit ad p primus, nocoise est, ut alter factor 

l) Ad hoc autem obserrandum est aihil plane iatewese, utruHi a «t fc inter »e «i»l primi 

neene, atque ad aoquationem »»i>±6=«ftc constitoendam prorsti* snffieere aunwruffl a td p me 
primnna. E. B. 
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— s per » sit divisibilis, unde quadratum cc per f diviaum relmquet s, ex 
quo numerus s in serie residuorum 1, a, /3, y, d etc. reperietur, siqnidem ibi 
numeri r et rs occurrant iique sint ad primi. 

COROLLARIUM 1 

38 IJt igitur veritas theorematis consistat, necesse est, nt numeri r et rs 
seu r et s sint ad divisotem y primi. Supra enim vidimus, si sit p - 12 m 
residuis reperiri numeros 4 et 0 seu 4 et 12; hinc autem posito r-4 et 
ys«.12 non sequitur numerum s==3 in residuis reperin, quia r e s n 
sunt numeri ad p primi; ac revera etiam numerus 8 inter non-residua 

netur. 

COROLLARIUM 2 

89 Sin autem divisor p sit numerus primus, quia turn omnia msidua 
ft"; d 1 ad eum sunt prima, si in iis occurrant numen r et rs, turn 

etiam certo in iis occurret numerus s. 

COROLLARIUM 3 
4d. Si inter residua — 

SCHOLION 

41, He ad huiusmodi 

primi, respicere “ S « UinLo orta sint obvia, sit divisor p 

”mL*s: ergo series residuorum lormabitnr 

ex his terminis ^ ^ 16, ... 32 > 

ita ut eorum numerus, quatenus ^ 1 sint 1,'t, A 

P, d etc,, in hac sene residua ad p sunt pnma, s. 

a, A y. <» etc, eeeurren , ^^q^^ divisibile, turn etiam 

inter ea occurrant r , residuorum continebitur. 

quotus inde natus s m eadem sene lesiduor 
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DEMONSTEATIO TIi EOltEM AllS 


FKEMATIAKI 


!:i0~3l 


THEOEIMA H 

42 Si ex divisore primo P^r 

dantur,' mscatur series residwmm 1, «. /i, ?'» ^ ^q, 

omnia haec residua inter se erunt inaeq[ualm. 


DEMONBTEATIO 

Primo patet nullum residuum in ium «t‘rin fSHo }«wHf — 0: rum tmim 
nascantux ex quadratis ipso qq non maioriUus, iiuUnut ht.rmn qmulmtorum 
per numerum primum jp-2?+i «»<< divwihilo; igitur cyplmi intt*r residua 
multo minus bis occurrere potorii Pomunus nutmu iUu. wsithui, tjuae ex 
quadratis aa et Ih oriuntur, oasn aetpialia (U'itqim tliilbrimtift Imrum quiulm- 
torum aa-ih per divisorem i? « 2fi + 1 tUvi»thili«. At rum omnia Imec 
residua 1 , a, /?, d etc. ex quadratis minimiM. tpnwi qq mm nxitodimt, orian- 
tur, quadrata ilia aa et ib non auporabunt qq witi{uu pwptenm neque » >gr 
neque l>q neque idcirco a + 6 > unde cerki erit a \ h < ji. t!um igitur 
differentia quadratorum aa — bb esset per p divt«il»iIiH, aititiidwn rtwidua inde 
nata essent aequalia, et jO ait numenw prinuw, vel mtnuim « } A vtd diffe- 
rentia a — b foret per p divisibilia; ufcrmmjuu aiitom «b tom ti b < p quiun 
a + 6 < jp fieri nequii Ergo omnia w«i4ua» t}ttn« ex diviaitum quatiratarum 
1, 4, 9, 16, ... 22 per numerum primum p «*• *ir/ p 1 rtwultiint, i«t4»r ae aunt 
inaequalia. 

OOBOLLAMUM I 

43. Numerus igitur omnium residuoruui {liveraorum, quim ex difisioae 
quadratorum per numerum primum f «- ‘if + I oriuntur, rerto oat — f ; ante 
enim ostensum est eum non ms® maiorwu quam q, liic autom uvirimua earn 
non esse minorem quam 2* 

OOEOLLAmOM t 

44. Cum numerus omnium numeromm i|>«« «li¥ii«jr** % pi miuoram 
sit —jp — 1-»22, patet horum miitwrorum «wub»m tautum in s«ri« rMi- 
duornm 1, a, etc. occurrere »mque eon«ytuew, tiltortiiti voro aemiswaa 
constituere seriem non-residuorum ideuque, «i p ait numertw primui, aerietn 
non-residuorum etiam ex q numeris eoastaro. 


52-33] OMNEM NUMER EM ESSE STJMMAM QUATUOB QTJADBATOBPM . 353 


COEOLLARITJM 3 

45. Si ergo x sit numerus quicunqoe ex serie non-residuorum divisori p 
respondentinm, certo affirmare possumus, quicqnid sit nullum numerum in 
liac forma ftp ■]“ ® esse posse quadratum. 

SOHOLION 

4G Quia nunc investigationes nostras tantum ad divisores primes diri 
simus expediet tarn residua quam non-residua, quae minoribus numens pri- 
L rWpondont, Ho exHbere. In geneie seffioet si ^ ™ 

™.iduorum nor 1, o, A y, <> etc. et seriem non-residuorum per o, i, c, d, e etc. 
repraesentmus; et quo faoiliuB comunctim tom residua quam non-resi ua 
referantur, boc modo exponemus: 


JP 


1, a, (3, y, d, e, t etc.) 
a, h, c, d, e, f, g etc.) 


T)uas nimirum series numerorum quovis casu scribemus, quarum superior 
primis simplicioribus resultant, ita mdicabuntur. 


13 


r.l' 

(1, 4, 9, 3, 12, 10 


(1, 4, 21 jl, 4, 9, 5, 3 

M 3 , 5 , 6)’ ^^ 2 , 6, 7, 8, loj’ 


19 


|2, 5, 6, 7, 8, 11 
(1,4,9,16, 6,17,11, 7, 5 


17 


23 


(l, 4, 9, 16, 8, 2, 15, 13 1 
(3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14| ’ 

[1^ 4, 9,16, 2,13, 3,18,12, 8, 6] 


a; 8, 10, A IB, U, 15, 181’ - ,5,l,10.11,l*.15,n,ie^.^l.^^l’ 

1, 4, 9, 16, 25, 7, 20, 6, 28 13, 6 28, 24, K 


29 


2, 3; s’, 10, 11, 12, 14, 15, 17, 18, 19, 21, 26, 27 


Besidua He eo ordine, quo er quadratis nas^te, ®7‘^*j,““Xudo 

autem, quia nuUo to earn finem servire poternut, ut in 

collocavimus. Exempla baec quoque ^^vnmiTientur 

iis proprietates residuorum ante demonstratae erammentur. 

K.». Op». .»i. I. Coa,»»«»» 
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DEMONSTIUTIO THEOKEMATIR 


FRHMATIAKI 




THBOKBMA S) 


47 . Si ex dimione gmdratmm per m»mm priimm p -’ii/ 1 I naecatw 

•1 -i ^ M (>tc. htU'CtHif' WFWV''’ llItthfTsitiUM'UM £{, h, C, 

haec series resduorum 1, «, fh f, o uu m«ii« _ , , i,, 

Ll e etc. atm in Me serie mn-resiimmm mumd numrrm r, m twhn quoqw 

’ j. . 1 .: n-r /fr vr. Sr vie. vei eorum rrsiihm timmue per p 

Qccurrent mnes fit numert «», yj/, ^ 

relicta. 

DEMONSTRATU) 


Quicuaque enim horum numororum, ut «r, vel in r.‘Hitlu(«niiu con- 

tinetnx vel in serie non-residuorum. At « in sinit* vmhhmmm con- 
tineatur si ar ibidem contineretur, imcowHiirio .ituHiiu* r in Ht*ri.» rnHiduorum 
existeret. Qnare, cum per bypothesin r sit nunieruH nx Kwit* «u>n~ro«td«orum, 
numerus ar non erit in sene roHidnornin', inilH'ldt ut Inuun ni serie 
non-residuorum, quod idem do mumm iir, yr. Sr vie. vulni. Quad iiutera 
demonstravimus de his productis fir, yr, ‘i»nm p, id 

intelligendum est de residuis, quae haec prodneta inu* p diviwi ridimiuuufc. 


COROLLAEIUM i 

48. Quia omnes numeri 1, a, fi, y, S «k., ipuiruin ntnnnrtw n«t -g, 
sunt inter se diversi, sequitur fiunquo omnw h«« mtinnrnH r, ur, fir, yr, Sr etc. 
esse inter se diversos; unde, si orania residuH. halwaniur, rx tinicn nwii-rBiidao 
cognito reliqua omnia non-residua dehidunlur. 


COEOLLAliHIM *2 

49. Dabit ergo series r, er, fir, yr, Sr ot<*. ontnisi idiyin n«n-rt*Hidua; 
continet enim q numeros diversos totidemtiun nt ntin pliira nxistunt iion- 
residua, siquidem divisor p est numerus primus. 


COROLLAEIUM 3 

50. Si ergo ex aerie non-residuorum quirilMd iiUtis muiH‘ruH » rapiatur, 
eius products os, fis, ys etc. alios numerus pro iu»n-resithus‘f non pnu'tent, 
nisi qui ex quovis alio r hoc modo wmt rt^perti. 


l) Editio prinoeps (atpe etiam arMm.p Ffo rwidwii. 


Clurft^xii 



S4-36] OiillTEM liJtJMERtJM ESSE STJMMAM QtJlTUOfe QEADEATORtrM 


S56 


THEOREM! 10 

51. Producta ex Unis numens seriei non-residuorum continentur in serie 
residmrum, siquidem Jiaec residua nascantur ex divisione numerorum quadratorum 
per quempiam numerum primum. 

DEMONSTRATIO 

Sit ftTiiTTi jp = 2^' + 1 divisor primus atque series residuorum sit 1, a, /?, 

V, ,d etc., series autem non-residuorum sit a, b, c, d, e etc. Vidimus autem, 
si r sit non-residuum quodcunque, seriem non-residuorum hoc modo quoque 

exhiberi 

r, ar, /3r, yr, or etc. 

lam productum ex duobus quibuscunque borum terminorum «/3r* constat ex 
duobus factoribus a/3 et rr, quorum uterque in serie residuorum continetur, 
quia omnia quadrata ac propterea etiam rr ibi occurrunt; unde perspicuum 
est productum ex binis quibusque non-residuis in serie residuorum contineri. 

COROLLARIUM 1 

52 Ut igitur productum ex duobus residuis dat residuum, ita' quoque 
productum ex duobus non-residuis dabit residuum. Sed productum ex residue 
et non-residuo semper producit non-residuum. 

COROLLARIUM 2 

53. Hinc etiam sequitur, uti residuum per residuum divisum dat resi- 
duum, ita quoque non-residuum per uon-residuum divisum dare residuum. 
Verum residuum per non-residuum vel vicissim non-residuum per residuum 
divisum praebet non-residuum. 

COROLLARIUM 3 

54. Quemadmodum bina non-residua invicem multiplicata residuum pro- 
ducunt, ita tema non-residua invicem multiplicata praebebunt non-residuum; 
quaterna vero non-residua iterum residuum producunt, at quma non-residuum, 

et sic deinceps. 46 * 
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DEMONSTRATIO THEOREMATIS PERMATIANI 


-37 


DEFINITIO 

55. CmpUmentuM residm est em defecim a dimsm-e, u qm esi ortum; m 
si divisor sit ~p et residuum =^r, erit eowiplemmium reddui — 

COEOLLAEIUM 1 

56. Quia ratione residnorum omnes M numeii r, p + r, 2p 4- r et in 
genere np + r pro iisdem habentur, quicimque numeras pro n aimiatur erit 

rTd" complemeWum 

COEOLLAEIUM 2 

ita uf sirnesati^^^ ” “I* residuum r etiam per r — p exprimi potest, 
ita ut sit negativum. In divisione emm si quotes aimis magnus accipitur 

residro residuum aflirmativum r aequivalebit 

COEOLLAEIUM 8 

58. Si sit r > -p, turn hoc residuum negative exprimi poterit per r—p 

i erit minus hnam T+„ . ^ ^ «««•/ pui / p, 


maioxes quam ?? eipreasa »®dua per numoms non 


1. 4, 9, -7, 2, -10, 3, 

COEOLLAEIUM 4 


6. 


11 , 8 , 6 . 


59. ®lrnilique modo non-residua etiam per numerns man ^ 

exhiberi poterunt eruntque pro divisors 23 haec nomliL^^ ” 


6, 7, 10, 11, _9, 


• 8 , — 6 , — 4 , ~ 3 , 


• 2 , 


neque /utx^nt s^lTZunr nrS'’mdorq„Cr““‘’'™ ‘ 


I 
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OMNEM NUMEEUM ESSE SUMMAM QUATUOR QUADEATORUM 


357 


COROLLARIUM 5 

60. Si hoc modo residua exprimantur, statim patet, utrum cuiuspiam 
residui complementum in eadem serie residuorum contineatur necne. Nempe 
si r sit residuum, erit — r eius complementum, et vicissim si — r sit resi- 
duum, erit + r eius complementum. Quare nisi in serie residuorum idem 
numerus bis occurrat, affirmative scilicet et negative, eius complementum in 
serie residuorum non continetur. 


THBOKEMA 11 

61 Si in eerie reeidmmm 1, «, P, y, S etc., quae ex diviekne quadmtarum 
per numerum.primum p-iq+l genera,, tm. Urdus termini oeemrat cmplemen- 
tma, turn simul omnium terminorum emptementa in eadem sene occurrent. 

DBMONSTEATIO 

Sit c id residuum, cuius complemeutuiu - r (juociue iu sene 1, «, A 
y, d etc. occurrat. Cum igitur -r per r dirisum det -1, m 
auoone numerus -1 occun-et seu valor cuiuspiam litterarum u, A )■, a etc 

erit 1. Quoniam ergo in eadem serie producta ejt bims temmis simu 

reperiuntur. ibidem occurrent termini -ft -y, -d etc. Omusvis ergo 

reLui complementum simul in serie residuorum repenetur, siqmdem unici 
termini complementum in ea occurrat. 


COROLLARIUM 1 

62. Si ergo unici termini r complementum 

“ 1 ’—...a V 


r in serie residuorum 

62* Si ergo uuici wimnn / 

contineatur, turn quiUbet numerus huius seriei bis occurret pnmo scdrcet 

iLative, tmn vero etiam negative. In serie -mp^-“ 
j/, d etc. etiam continebuntur termini — 1, «, Pj T> 

COROLLARIUM 2 

68. Cum igitur hoc cssu in eerie residuorum 4"“®* 
currat numerus omnium terminorum necessano ent par. At numerus 

omnium terminorum est - «; ergo nisi sit j ^ ' 

complementa residuorum simul in sene residuorum contmeantur. 
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DEMONSTRATIO THEOREMA'I’IS EERM A'l'I ANI 


130-40 


OOROLLARIUM 3 

64. Si igitur q est nitmerus impar, puta q «= 2n 4* 1 > ita ut ait 
P = 4n + 3, in aerie residuorum nnllus plane occurrit numenis, cuius com- 
plementum simul in ea aerie contineatur. Omnia ergo complementa hoc 
casu in seriem non- residuorum ingredientur eritque utrintpie terminorum 
numerus impar ■= j == 2w + 1. 


SCHOLION 

65. Hinc ergo summum diacrimen agnoscitur, quod inter numeroa primes 
p = 2g'-fl intercedit, prout q fuerit numerua par vel impar, cum posteriori 
casu certo sciamus nullius reaidui complementum in residuorum sorio conti- 
neri. Quodsi ergo priori casu ponamus j — 2n, posteriori g-»2« — 1, illo 
casu erit numerus primus p==4w~|-l, hoc vero — 1; unde patet 

omnes numeros primos binario excepto vfd imitate auperare multiplum qua- 
ternarii vel unitate ab eo defleere sicque duas obtinemus numerorum classes, 
quarum altera in forma 4w + l, altera in forma An — l continetur. Prioris 
classis 4w + 1 sunt ergo numeri primi 5, 13, 17, 29, 37, 41, 63, 61, 73, 89, 97 etc., 
posterioris vero classis 4w — 1 hi 3, 7, 11, 19, 23, 31, 43, 47, 69, 67, 71, 79, 83 etc. 
De numeris primis classis prioris Fermatius olim pronunciavit singulos esse 
aggregata duorum quadratorum^), cuius theorematis veritatera nuper tandem 
post plures conatus demonstravi.®) De numeris autem posterioris classis 
facile ostenditur nullum eorum esse summam duorum quadratorum; quin 
etiam mox demoustrabo ne quidem summam duorum quadratorum aa-^l)b 
exhiberi posse, quae sit per eiusmodi numerum primum ^3 — 4n — 1 divisi- 
bilis, nisi utrumque quadratum aa et hb seorsim per eum divisibile 
existat.”) De his tamen numeris Fermatius affirmavit singulos vel esse 
trium vel quatuor quadratorum aggregata^); ita videmus esse 3 — 1 •+• 1 -f 1, 

1) Vide notam 2 p. 310. F. R. 

2) Vide Oommentationea 228 et 241 huiua voluminis. P, R. 

3) Hoc theorema alia quidem methodo EmEiius iam in Commentation© 184, § 16, liuius 
voluminis demonstravit, ubi addere liceat EmBRUM illam demonstrationem iam apiatola d. 6. Martii 
1742 scripta cum Chr. Goldba.ch communicaviase. Vide Correspondmee math, et phys. puiWe 
par P. H. Pass, St-Pdtersbourg 1843, 1. 1, p. 114; ZsomARDT Enmi Opera omm, seriesIII. P. E. 

4) Integra Fermatii affirmatio haeo est: „J»to proposiUonem pulcherrimam et maxime gene- 
ralem nos prmi deteximus-. nempe onmem numerum vd esse irianyuhm vd ex duohus aut tribus 
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40-41] OMNIM NUMERUM ESSE SUM MAM QUATUOR QEADBATOREM 

7_14-1 + 1 + 4, 11 = 1 + 1+9,. 19 = 1 + 9 + 9, 23 = 1 + 4 + 9 + 9, 

^ 4 _j_ 9 -j- 9 + 9 == 1 + 1 + 4 + 25 etc., verum nullum existere hiiiusmodi 
numerum, qui non ad minimum in quatuor quadrata resolvi possit. Etsi 
Fekmatius eius demonstrationem se invenisse sit professus, tamen nusquam 
.am pvibUcarit, ita ut cum ipso penitus interiisse videatar, neque dei^eps 
quisquam iuTOntas est, qui hauc demonstratioMm, '3™ “ ™ 

et unwersa numororum, scientia maximi est momen i, reponre _ 

Equidem He dcmouslrabo quocuuque proposito numero pnmo 
Bummam quatum: quadratorum, , quin etiam taum 

eum sit dmsibiliB. Cum igitur etiam demonstran queat productum 
duTbus numeris, quorum uterque est summa [quatuor] quadratorum, etiam 
esse quatuor quadratorum aggregatum, non procul a demonstratione 
abesse yidemur. Tautum enim superest. ut demoustretur, si B^a q ^ 
quadratorum (uerit diyisibilis per numerum, qui '>‘'™ + 
quadratorum, quotum quoque certo fore summam quatuor quadratoru . 

THBOBBMA 12 

rfi <?* omnia ouadrata per numerum primum = 4w — 1 dmtdantur indeque 

^ ^ u,™ 1 r/ 3 V 3 etc, nullius residui complementum simul 

oriatur senes remduorum 1 , a, p, y, o •, 

in Uc serie residuorum continMur. 

me pentagomm vel ex duohus, inlm, gm uor at . ^ emntianda videlicet pro numero angu- 
in infinikm, in hexagonts,^ heptagon^ e observationes ad Baohbti oommentarium 

lorum generali et mirdbili proposikone. i ^ 2 p. 51 buius voluminis); 

VYYT li'hri TV Diot?hanti Arttlmetioovum l^ct. nowm ^ v r.KQ\ 

“ mr i (less) et 

Oeimes de Fermat, t. i, p. o\jo. „ „j. 

Oauorn (1669) .eripta ^ Kbri qaerli et q.M 

Observatidum qmdem est lam E sutmosmsse. Tbeorema autem „omnem 

omnem numerum in quatuor quadrata ivi ^ quatuor quadratis componi^' bao 

'mmmm «et quoMm BrOMTi eommeotoriuui s»pr» oemmemoreto a 

form, priumm a »ri .» « * •"•J- 

celebri editxone, quae insonbit absolutissimis commentarus illustrati. 

tanguUs liber mus. Nunc primum grae baohettjs ibi (p- 241) ingenue coufitetur perfecta 

Auctore 0. Q. Bacheto, Lutetbie Pmsionnm 16 ^ . inductione confir- 

quidem demonstratione illud tbeorema assequi P ^ ^ i ^ compositionibus 

masse ostendendo proprium esse numerorum om experimentum se sumpsisse“. E- E- 

communicatis affirmat „de omnibus numens usque ad 325 experim 
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DEMONSTEATIO 

Omnia residua 

1 ) cCf y f ^ j , , , 'y 

resultant ex divisiono liorum quadratorum 

1, 4, 9, 16, 25, . . . (2»-l)*; 

numerus ergo horum residuorum est =, 2w — 1 ideociuo impar. At si unius 
residui a complementum p — a sou — « in eadom serie extaret, turn simul 
omnium residuorum complementa ibidem occurrere doberent sicque, cum 
unumquodque residuum bis, nempe cum signo -{■ et cum signo — adesset, 
numerus ^ residuorum esset par. Quare cum sit impar, fieri noquit, ut vel 
unici residui complementum simul in eadem residuorum aerie continoatur. 

COEOLLAEIUM 1 

67, Si ultimus seriei residuorum terminus ponatur quia oritur ex 
quadrate {2n -If ^ inn - in + 1 per 4«-l diviso, erit residuum 
r dw-fl sen =n sumto quoto- Ergo eius complementum —n 
seu 3w — 1 in serie residuorum non reperitur. Numerus ergo ~n sou 3« — 1 
certo erit in serie non-residuorum. 


COEOLLAEIUM 2 

it w(4w — 1) — n omnes numeros complectatur, qui 

mL-7^L patet nullum horum numororum 

(4w 1) n seu imn-m~n unquam esse posse quadraturn.') 

tln, I 7 '< !■»»»■ J>»» f»- P. a Bl.-Jil,„bou„T847 Tl 

rf-xn-BRUM usque ad a. 1744 scnptas); Ea^mr Opera omnia, series HI. p. R. 
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COEOLLARIUM 3 

69. Cum in sorie residuorum occurrant numeri quadrati 1, 4, 9, 16 etc., 
in eadem certe non occurrent eorum complementa —1, —4, —9, —16 etc. 
Numeri ergo quadrati signo - affecti in seriem non-residuorum ingredientur. 


THEOEBMA 13 

70. Non datur summa duorum quadratorum, quae sit dmsibilis per mmerum 
mmmifmae 4«-l, » idrumqm qualratum seorsim per eundem sit dim- 
m ', sm «<m datur summa duorum quairatomm inter se prinwrum per nwnerum 

priniwn 4 « — 1 divisibilis. 

DEMONSTRATIO 

Ponamus enim summam duorum quadratorum aa + hl esse per numerum 

primum in - 1 divMbilem necpe bunen vel aa Yel U seoiam esse pei n ^ 
divisible. Sit ergo r residuum, quod in dmsjoue , 

rolmauiiur (it s residuum ex divisione quadrati W> ortum, atque tam r quam 
If Zf residuorum 1 , u. ft „ d etc. occu^et I™ 

esse debeat - divisor, .f.-/’ ,,^0 residuorum contiueatur, 

erit complementum residui r. Quare si r in serio ^,„arato auo- 

eius oomplemeutum s in e» certe non occurret; » 

ounque « nullum datur siiud quafat^ t m quXTl .« per 

flat per numerum pel 4»-l divisibile esse 

se Bit divisibile per 4»-l, quo casu etiam to p« 4 piimorum, 

debet. Nulla ergo datur summa duorum (ju^ratorum mter p 

quae sit per numerum primum in — 1 divisi i is. ) 

COROLLAETUM 1 

n Non ergo datur huiusmodi tormae a» + l numerus fl™ rit p^ 

numerum primum 4«-l divi^b^s^ residuorum non 

ex quadrate a a ortum esset 1> 9. 

existit. 


1) Vide notam 3 p. 358. E. B. 

L,ohhaiu>i Eux,wi Opera oarnia l3 Commentationes aritoeticac 


46 
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DEM0N8TEATI0 THEORIOMATIS FERMATIANI 143-^.15 


COEOLLAKIUM 2 

72. Cum summa duorum quadratoruni aa -f por nullum nuiuerum 
primum formae 4w — 1 sit divisibilis, etiam per nullum numerum compo- 
situm p, qui factorem primum habet formae 4« — 1, erit divisibilis; si enim 
per liunc numerum p esset divisibilis, etiam per oius factorem 4w — 1 diviai- 
bilis foret. 


THBORBJMA 14 

73. Sive mmerm 4w — 1 dt primus sivo compositus, nulla (iatur summa 
duorum quadratorum inter se primorum per eum numerum in — 1 divisdnUs. 

DEM0NST.RATI0 

Si enim numerus in — I sit primus, iam demonstrata est varitea tbeore- 
matis. At si 4n — 1 non sit numerus primus, orit productum ax aliquot 
numeris primis et quidem imparibus, cum ipsa numerus 4» — - 1 sit impar. 
Omnes autem numeri primi sunt vel formae 4^« + 1 vel 4m — 1; sed omnes 
factores numeri 4w — 1 esse, nequeunt formae 4m + 1; quotcunque enim 
numeri huius formae 4m -{- 1 in se invicem multiplicentur, productum semper 
erit numerus formae 4« + 1 sen unitate excedet multiplum quatemarii. Quare 
necesse est, ut numerus in — l unum ad minimum habeat factorem primum 
formae 4m — 1, et quia per talem numerum primum nulla summa duorum 
quadratorum inter se primorum est divisibilis, nulla etiam datur, quae per 
numerum compositum in — 1 esset divisibilis. 

COROLLAEIUM 1 

74. Cum nulla detur summa duorum quadratorum inter se primorum 
per numerum in 1, sive sit primus sive compositus, divisibilis, multo minus 
numerus in 1 ipse erit summa duorum quadratorum. Si enim esset 
4« — 1 « aa + hh, utrumque quadratum aa et hh seorsim per in — I divisi- 
bile esse deberet, quod, cum utrumque sit minus quam in — 1, fieri nequit. 

SCHOLION 

75. Nullum numerum formae in — 1 esse posse summam duorum qua- 
dratorum etiam facilbme hoc modo ostenditur. Si enim numerus 4« — 1 



45-461 omnem: numerum esse summam quatuor quadr atobum 363 

esset suinma duonmi quadratorum, alterum esse deberet par, alterum impar. 
A,t omtiia quadrata paria sunt numeri huius formae 4/* et omnia quadrata 
imparia numeri huius formae 4^ + 1. Summa ergo duorum quadratorum, 
quorum alterum est par, alterum impar, erit numerus formae 4/"+ 45f + 1 
seu 4w + 1; ergo numerus formae in — 1 non potest esse summa duorum 

quadratorum.^) 

COKOLLARIUM 2 

76. Nullus etiam numerus, qui factorem habet formae 4% — 1, potest 
esse divisor summae duorum quadratorum inter se primorum; si emm esset 
divisor, etiam eius factor 4w — 1 foret divisor, quod fieri nequit. 

COROLLAEIUM 3 

77. Multo ergo minus huiusmodi numerus, qui factorem habet — 

esse potest summa duorum quadratorum inter se primorum. Ita impossibile 
est, ut sit + siquidem a et I sint numeri inter se pnmi. 


THBORBMi 15 

78. NuUm numerus in Me forma Amn - m - n contentus, quicunque numeri 
pro m et n capiantur, unquam esse potest quadratum . ) 

DEMONSTRATIO 

Cum uullus numorUB, qui factorem habet 4«-l, esse quert 
duorum quadratorum inter se primorum, sen quae praeter umtatem nullu 
habeant communem divisorem, sequitur fieri non posse, u si 

(4m — l)(4w — 1) == 1 aa. 

16mw — 4m — 4w == aa', 

unde ne eius quadraus quidern imn-m-n uuquam quadratum esse poteat. 


Ergo non erit 


1) Of. § 20 Commentationis 134 bums Toluminis. E. . 

2) Of. § 68 huius Oommeutatiouis, imprimis uotam adiectam. E. R, 
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DEMONSTR ATIO TH EO HEM A'l'IS FE Fi M' ATI A N I 


llfi-.ig 


THEOKEMA 16 

79. Si in serie residmrum 1, a, y, (J etc., (inm ex tUrhkmx qimimtmm 
per numerum guemcmque p reHultcmt, aminpiam resklm nmiplemcnfnm in mileni 
serie residuorum occurrat, turn duo qimdrata exliBcri poimmt, quorum Hiimma dt 
per eundem numenm p dividbilis, diamsi mmtrum mmdm pur p dimsihUc. 


DEMONSTEAa'K) 

Praebeat quadratnm aa residuum — r, qiuidfatiim auttun hh ruHidiium 
= ~r seu p~r, quod illius est complementum, ita ut r sit id raHidumn, 
cuius complementum simul in serie residuorum continciatur, Inm mauid'atum 
est summam horum quadratorum aa + Si fore per nummnn p tliviHilulmn. 

COEOLLARIIJM 1 

80. Si p sit nuinerus primus, sktim akiue unius roKidui complementum 
m sene residuorum occurrit, etiam singulorum msiduorum eomplemento 
1 1 em ^nerunt Sumto ergo quadrate quocunque aa, cidui roHiduum sit 
= r, dabitur aliud xx, cuius residuum erit ita ut at git non raaius 

quam ^ , atque summa aa-\-xx erit per p divisibilis. 


COEOLLARIUM 2 

v-aJL f 9U*uiratorum aa + bb pm numerum 

L “ ““ “ "toum alterum alterius 

in serie resifinnv ’ quocunque alio quadrate cc orti complementum 

torum cc 4- rr quuque repwietur. Dabitur ergo summa duorum quadra- 
torum cc + xx per numerum p divisMis. 


COEOLLARIUM 8 

posBe®\eSe"»n1r™“ “Minere non 

babeat factorem hnim . [primus] formae 4k — 1, neque si p saitcm 

dratoruro per » divisib r"”^*’ dutur summa duorum qua- 

atatoruru per p divmibihs, quae quidem quadrata siut inter se prima. 
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COEOLLAEIUM 4 

83. Nulli ergo alii numeri primi relinquuntur, ad quos theorema hoc 
accommodari queat, nisi qui contineantur in hac forma 4w + 1. 

SCHOLION 

84. An autem omnes numeri primi formae 4w + 1 hanc habeant pro- 
prietatem, ut in seriebus residuorum inde ortis cniusque termini complemen- 
tum- simul ibidem reperiatur, hie nondum est demonstratum neque despe- 
randum videtur, quin ex his iisdem principiis demonstratio elici queat, etsi 
nondum mihi quidem eo pertingere licuit. Series autem lesiduorum ex sim 
plicioribus numeris primis huius formae ortae sequenti modo se habent, ubi 
quidem residua semisse cniusque numeri maiora per numeros negatives exhi- 
bere visum est, quo facilius, quaenam sint aliorum complementa, apparent. 

5(1^ _1), 13(1, 4, —4, 3, —1, —3), 17 (1, 4, —8, —1, 8, 2, —2, —4), 
29(1, 4, 9, — 13, — 4, 7, — 9, 6, — 6, 13, 5, —1, 5, 7), 

37(1,4,9,16, -12, -1, 12, -10, 7, -11, 10, —4, -16, 11, 3, -3,-7, -9). 

In his igitur seriebus perspicuum est cniusque termini complementum simul 
in iis occurrere. Quod autem hoc necessario eveniat, si divisor sit numerus 
primus formae 4n + l, demonstratio directa adhuc desideratur, quae hoc 
modo institui debere videtur. Prodeat ex numero prime 4« + 1 haec series 
residuoi*um 1, oc, d etc., quorum terminorum numeius est 2^, lam si 

quis neget horum terminorum complementa simul in eadem serie contineri, 
is dicere debet omnia complementa — 1, «, j', d etc. seriem 

non-residuorum constituere', quoi'um terminorum numerus cum sit =2n, se- 
queretur nulla alia praeterea dari non -residua; quare si assignari posset 
quispiam numerus in serie non-residuorum contentus, qui non esset comple- 
mentum cuiuspiam termini in serie residuorum contenti, simul sequeretur 
nullum plane complementum seriei residuorum in serie non-residuorum occur- 
rere. Hoc ergo si demonstrari posset,, haberetur demonstratio desiderata et 
quidem directa. Nam demonstratio indirecta iam inde datur, quod demon- 
stravi omnem numerum primum formae 4» + 1 esse summam duorum qua- 
dratorum; quare si sit 4w + 1 = uu + residuorum ex his quadratis aa et 
hh ortorum alterum alterius erit complementum hineque porro recte conclu- 
ditur cniusque residui complementum simul in serie residuorum contineri. 
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THEOREMi 17 

85. Si in serie residmmm 1, a, §, /, d etc., ffuac ea? divmme gtmiratorum 
per numermi quemcmque p orimtur, occurrat terminm, (lui sit compkmmtum 
summae dmrum aliorum terminomm, turn summa trium qumlmtorum exhibeii 
potest per numerum p divisibilis, ita ut nullius quadrati radix mabr sit qaam ^ . 


DEMONSTBATIO 

Sint r et s residua ex duobus quadratis aa et bh ariumla, tjuorum summa 
= r + s eiusque ergo complementum -.jj — r — s sou - - r — s. lam ai hoc 
complementum in serie residuorum 1, «, f, d etc. reporiatur, dabitur qua- 
dratum cc< ijpjj, quod per jp divisum relinquet f sicque manifoatum 
erit summam horum trium quadratorum aa. + hh + cc fora per mmuunim p 
divisibilem neque horum quadratorum ullum maiua oaso quam J pp. 

COBOLLABIUM 1 

86. Si igitur in serie residuorum 1, c, d etc, occurrat aliquis ex 

Ms numeric -2, -l-„, ._ 2 „, -l-ft -„- 0 , _ 2A -1-y, _„_y, 

? y. — Sy, — 1 — — o — d etc., semper summa trium quadratorum 
exhiberi potest per numerum p divisibilis. 


COBOLLABIUM 2 

87. Atque si p sit numerus primus, singulorum horum quadmtorum 
radices a, b, c, cum sint minores quam f , erunt numeri ad p primi ideoque 
am ipsa quadrata, ac nisi ipsa haec tria quadrats, fuerint prima inter se, 
ommunem habeant divisorem quadratum, quia hie nocessario est ad p 

quadrata ilia reducentur ad minora et prima inter se, 
quorum summa pariter per p erit divisibilis. 


COBOLLABIUM 8 


88. Si in sene residuorum singulorum terminorum 
msint, turn etiam summa duorum quadratorum assignari 


complemente. simul 
potest per numerum 
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p divisibilis. Quando autem duorum quadratorum summa datur, multo magis 
dabitur summa trium quadratorum, cum forma aa-\-'bl contineatur in forma 
aa-{-lh-\- cc. 

SOHOLION 

89. Simili modo demonstratur, si in serie residuorum occurrat numerus, 
qui sit complementum summae trium residuorum, turn summam quatuor 
quadratorum exhiberi posse, quae sit per numerum p divisibilis. Yerum si 
summae binorum vel temorum residuorum capiantur, tot prodeunt numeri 
diversi, ut satis manifestum videatur eorum omnium complementa in serie 
^ non-residuorum contineri non posse. 


THEOEEMA 18 

90. PToposito giiocunguB wumbto primo p si non duorum guadroitorum inter 
se primoruM summa per eum divisibilis exhiberi potest, certo semper summa trium 
quadratorum per eum divisibilis assiqnari potest, ita ut non sinqula seo') sim per p 
sint divisMlia. 

DBMONSTRATIO 

Sit 1, a, /?, y, S, e etc. series residuorum ex divisione quadratorum per 
numerum propositum primum p orta. lam in hac serie vel occurrit 1 vel 
non occurrit. Si — 1 ibi occurrit, singulorum residuorum complementa simul 
ibi occurrunt ideoque pluribus modis summa duorum quadratorum per p divisi- 
bilis datur. Sin autem — 1 non in serie residuorum contineatur, in serie non- 
residuorum reperietur, ubi simul complementa omnium residuorum occurrent; 
hoc ergo casu nulla dabitur summa duorum quadratorum per numerum p 
divisibilis, nisi utrumque seorsim divisorem admittat. Dari autem bis casibus 
summam trium quadratorum per numerum primum p divisibilem ita ostendo. 

Prime notetur, si quis numerus r in serie residuorum occurrat, eius com- 
plementum — r certo in serie non-residuorum esse, et vicissim si r sit non- 
residuum, certo fore — r residuum. Ponamus iam negari uUam dari summam 
trium quadratorum per p divisibilem; et quia in serie residuorum prime adest 
numerus 1, numerus —2 ibidem non occurret (alias enim daretur summa 
trium quadratorum per p divisibilis contra bypothesin). Occurret igitur —2 
in serie non-residuorum ac propterea numerus -1- 2 in serie residuorum. Iam 
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cum in serie residuorum liabeantur nujum-i 1 ut ‘J. nunumu* uurum comple, 
mentmn —3 exit non-residumn klpotimi +3 rfHuhium. Kwlmu modo ex 
residuis 1 et 3 concluditur fora -4 non-n‘Huhauu aa praiuda .| raHiduum. 
Atque in genere si residuum quodcinuiua sit r. dahaldt r i asHa nou- 
residuum Mncque l + r foret residuum. Kx hw hyjmihaHi saquitur 

omnes plane numeros 1, 2, 8, 4. B. (i eta, in saria rmulmrmn contiueri 
sicque nullos plane numeros pro seria mm-nmi\mmmx ndimiui; tjiwtl cum sit 
absurdum, concludere debemiis dari utuiua trium qua.lratiirum Hummmu per 
numerum primum p dbisibilem, quorum tiuld«n» imllum s.H.rsiiu nit per | 
divisibile. Quae si forte non fuerint i»rima intar wr, par nmmi iimxiraum 
communem divisorem ad priiua deprimi putarunt, «{uiit iimsimus ctiumumiB. 
divisor quadratorum certo eat quwlratua. 

CimObLARU’M I 

91. Simili ratiocinio ovincdtur multo miiKia rapugimns ai q«i« negaret 
dari quatuor quadratorum summtim per mimormn primum diviailnlmn. Ergo 
proposito numero quocunque primo p aomper ikl»itur «umma qtuitimr qiia- 
dratorum per eum divisibilis. 

COIlOLLAlilUM 2 

92. Si numerus primus p non ait dtviwor tilliua mimmiM* dtmrtim «pia- 
dratorum, tria ilia quadrata aa, bb, cr, quorum aiimmii na | bb p rr eat 
per p divisibilis, singula erunt minora quam * pp. Him* tjrgo erit 
aa + && 4- cc < ~ wn, unde quotui, qut m ilivimmi* huim aggregat! 

^ i 

aa + W + cc per jp oritur, erit < , |>. 


THKOUEMA 111 

93. Si suwmct’ gmtwr guadrulorum ptr mtmmttm qmtiuui tfurninttiwum dirt* 
datur, qmtus erit qmjue mttma pdnw fmdmk>rt$m mitrm tn fhuim. 

DEMONSTEATItt 

Sit aa -i- bb -]r CO id summa quatuor ijuadratoruin, qiiao dt^idenda sit 
per hanc summam quatuor quadratorum pp p f/r/ p orit 

an 4 bh + rr f tid 

PP + f f t” 
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qui, sive sit- numerus integer sive fractus, semper in quatuor quadrata saltern 
in fractis resolvi potest. Multiplicemus enim nnmeratorem et denominatorem 
per pp qq rr ss, ut denominator fiat quadratus; erit quotus iste 

(aa + 66 + cc + dd) (jijP + gg + + ss) , 

{$3?-\-qq + rr-\-ssy ’ 

quodsi iam numerator in quatuor quadrata resolvi queat, ipsa fractio aequa- 
bitur aggregato quatuor quadratorum. At numerator pluribus modis in qua- 
tuor quadrata resolvi potest; si enim ponatur 

(aa hb cc dd)(pp qq fr ss) = xx yy gg vv, 
erit 

x = ap -^-bq cr ds, 
y = aq — bp + cs + dr, 
g = ar + bs — + dq, 

y==as+br + cq — dp,^) 

qui quatuor numeri, si singuli dividantur per communem denominatorem 
pp qq-\- rr ss, dabunt radices quatuor quadratorum, quorum summa 
aequatur quoto proposito. Nisi igitur bi numeri x, y, g et v sint divisibiles 
per pp qq rr ss, saltern in fractis assignari possunt quatuor quadrata, 
quorum summa aequalis est quoto 

COROLL AEIUM 1 

94. Quae hie de quatuor quadratorum summis sunt demonstrata, etiam 
ad summas trium vel etiam duorum patent, cum nihil impediat, quominus 
unus vel duo ex numeris a, b, c, d et p, q, r, s sint aequales nihilo. 

COROLLARIUM 2 

94[a].®) Si igitur summa trium quadratorum per summam quatuor vel 
etiam trium quadratorum dividatur, quotus certe erit summa quatuor quadra- 
torum. 

1) Hano celebrem rolationem Eolbrus primum epistola d. 4. Maii 1748 scripta cum Chr. 
Goldbaoh communicavit. Vide Correspondance math, et phys, puhlide par P. M, Fuss, St.-P4ters- 
bourg 1843, 1. 1, p. 450; Leonbarox Fuimr Opera omnia, series III. E. E. 

2) In editione principe false numerus 94 iteratur. E. E. 

Leorhasdi EnuBRi Opera omnia Is Commentationes arithnjetioae 47 
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COBOLIiAIilUM 

96 Quia productum ex dimbus summis quatiun- tjun.lriiturutH <>8t quoque 
summa’ quatuor quadratorum, patet, si uunuud pritni Hint summae 

quatuor quadratorum vel etiam paudorum. turn ntiaiu ninuos unmino numeroa 
esse summas quatuor quadratorum vd etiam psuuuoraiit, 

HOEOLION 

96. Si summa quatuor quadratorum «« d' + *’*' i fm»ril ilivisibilis 
per summam quatuor quadratorum pp ti>i 'i rr }■ hs, turn quotum non 
solum in fractis, sed etiam in iut4'gri8 summam quafimr tiuadratorum 
est tbeorema elegantissimum Fermatii’), cuiuH deimmutratio cum ij»Ho nobis 
est erepta. Fateor me adhuc banc (tonmnHf.mtionom invent ro non potuisse, 
verumtamen bine via aperitur ad thourema ainptena tlfiiiouHtramlunt. quo 
quilibet numerus summa quatuor (luadratortiin vcl pauciornm aHHcritur, mu 
scilicet, quo quadrata fracta mm exeludunittr; ot«i ontm hoc tlmorema in 
integris quoque semper verum ait*}, tomou non piwum miht prtmatitisse 
videor, quod id semota quadratorum intogrttrum nitictim iltnntmatraverim. 
Cum enim demonstratio adhuc post Frkmat«»« ait fruatra indiq^ata, me 
proxime ad hunc scopum pertagisse arbitror. 

THEOBllA 20 

97. 0mm mmmts est mmma ^mlimr qmdmtorum rtl rimm pmtiiorumt 
siquidem quadrata fracta nm (scdwfetifar. 

DEMONSTMTIO 

Tbeorema boo quidem varum eat, otiRroai t|u«tirata fracta oxcUidantur; 
Fermatius enim affirmat omnem numeriun int4''grt«fi mm aggrt^atum ex 

1) Sed -ride notam 4 p. 858. P. R, 

2) Hoc Baohbti tbeorema etiam in integiis wnint «*«• primwffi I. L 

LActuANOE in Oommentatione! BimomiroHm d’m tkmlm tfmiUmM/m . Kout i«l«c tie I'acad. 

d. sc. de Berlin (1770), 1772, p. ISS; Omwm Js4ms0i$M^ piilillfci fiir lit iiiiM di M. I.* A* 
Serre'I', i III, p. 189* Hao diiiirtetioiid pwiMtiii Enumt?# d#4d in 

Commentation© 446 (indMs Jferiif (irmfmiimimmi rirrfi 

in quadrata^ Nova aota erncL 1773| p, 193| JMMMmm Emmi %imi i* 3* 

r* E* 
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quakior quadratis integris vel etiam paticioribus, ego autem fateor me hanc 
demonstrationem nondum invenire potuisse; dabo ergo demonstrationem pro 
casu, quo quadrata fracta non excluduntur. lam notavi banc demonstrationem 
tantum ad numeros primes reduci, de quibus ergo sufficit theorema demon- 
strasse. Quoniam igitur novimus numeros primes minores, ut 2, 3, 5, 7, 
11, 13 etc., omnes in quatuor vel pauciora quadrata resolvi posse, si quis id 
de sequentibus neget, ei dicendum est dari aliquem numerum primum mini- 
mum, qui non sit summa quatuor, pauciorumve quadratorum. Sit p iste 
numerus primus, ita ut omnes numeri primi ipso minores Mneque etiam 
omnes compositi certo sint summae quatuor pauciorumve quadratorum. lam 
per theorema praecedens datur summa trium quadratorum, quae sit 
aa-f hh-\-cc, divisibilis per numerum istum p, ita ut singula haec quadrata 
sint minora quam ^pp', unde erit 


Quotus ergo 


aa -j- 66 + cc < ~gPP- 


aa + b'b + cc 


P 


erit minor quam ^p) qui cum idcirco minor sit quam p, eerte erit summa 
quatuor pauciorumve quadratorum; sit xx -{■ yy zz -{■ vv iste quotus; erit 

aa + 6&-t-cc 
xx-^yy-\-zz-{-vv 

ideoque ipse numerus p erit summa quatuor pauciorumve quadratorum, quae 
in fractionibus etiam assignari possunt. Cum igitur inter numeros primos 
non detur minimus, qui in quatuor vel pauciora quadrata dispertiri nequeat, 
nullus prorsus datur numerus primus, qui non esset aggregatum quatuor 
pauciorumve quadratorum; quod cum certum sit de numeris primis, etiam 
valebit de omnibus numeris compositis ideoque de omnibus omnino numeris, 
ita ut nullus omnino detur numerus, qui non sit summa quatuor pauciorumve 
quadratorum. 

COROLLAEIUM 1 

98. Cum omnis numerus integer sit summa quatuor pauciorumve qua- 
dratorum, eadem pi'oprietas etiam ad omnes numeros fractos patet. Sit 
enim proposita fractio quaecunque ~, quae transformetur in lam sit 

aa , , cc , dd -i 

mn — — - entque 

jpjB ' yg ' rr ' ss * 


47 * 
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nn “ n nnff ^ ^ ntirr 

ideoque omnis numerus fractus erit simima (iuatuur piuunoruiuvn tiuadrabrum. 

COEOLIARIUM 2 

99. Quoniam, si de resolutione numeroram in ({imdmto semo 

est, conditio ilia quadratorum integroruiu apontn ovfiinw’it, tluHtroiiia in latiori 
sensu ita acceptum, nt omnes plane nuiuenw. «ve intt’giHw aivn fractim. in 
quatnor vel pandora quadrata resolubiies cHciunns* aii»» itUii roatrictbne rigide 

demonstravi. 

gCHOLIOM 

100. Cuna igitur FBRMA'mia afflrraaaw't fnnnwu iiumiTnm integrum esse 
summam vel quatuor vel pauciorum quatlmfctiruw int4tgr(»r««t, num; quidem 
hoc est demonstratum de quadratis in genitrtt apediitia. frufliit ««»« exclusis. 
Quare nt Fermatio satisfiat, suporeat^ ut tlmuonHtremtw, «pu numorua integer 
in quatuor quadrata fracta rosolvi qumfc, tmntiMin <juuquu in quatunr vel 
pauciora quadrata Integra resolvi pom In Analyw qnitlom UtnwfAHTEA pro 
certo assumi solet nullum numerum iny*gruni in quiitnnr quadrata. frwta 
dispertiri posse, nisi eius resolutio in quatuor quadrata intt^gra vol pauciora 
constet; quod ergo si demonatmtiane emfc confirmatum, nihil fomt amplius 
desiderandum. Verum nusquam adhiic oiuanH«li dmminHlralionwm inveni. 
Quod autem ad theorema latissirae patona attiiiot Im vwina eoncoptum: 

Ommm mmmm me mtegmm skw fracium rmf »ummam pamio- 

rwmve qua&iratonm, 

eius demonstrationem Me tmdidi ita rigoroaiwu, «t in wi nihil plane 
desiderari queat; hoeque ipso non contemnnndans parUnii diunanatratiionam 
Feematunarum deperditarum miM equideiu videor rewtiluim. 


OBSERVATIO DE SEMMIS DIVISOEUM*) 


Oommentatio 243 indiois Enbstrobmiani 

Novi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 5 (1754/6), 1760, p. 69.— 74 

Summariiim ibidem p. 7 — 11 

STJMMAEIUM 

Divisores cumsque numeri ii vocantur numeri, per quos ilium sine residue divider e 
licet; unde inter divisores cuiusque numeri reperitur primo unitas, turn vero ille ipse 
numerus, quandoquidem omnis numerus tarn per unitatem quam per se ipsum dividi potest, 
lam constat eos numeros, qui praeter unitatem et se ipsos nullos alios divisores admittunt, 
vocari primes, reliquos vero, qui praeterea per alios numeros dividi se sine residue 
patiuntur, composites; atque in Arithmetica vulgar! traditur metliodus omnes cuiusque 
numeri divisores inveniendi. Auctor igitur in h.ac dissertatione summam omnium divisorum 
cuiusque numeri contemplatur, non eo consilio, uti alias in investigatione numerorum per- 
fectorum vel amicabilium aliarumve buiusmodi quaestionum fieri solet, sed ut ordinem et 
quasi legem, qua istae summae divisorum singulis numeris convenientes procedant, exploret, 
qui certe maxime absconditus videri debet, cum pro numeris primis summa divisorum ipsos 
unitate superet, pro compositis autem eo magis, quo plures factores primes in se com- 
plectuntur. Quoniam igitur ratio progressionis numerorum primorum adbuc summum est 
mysterium, in quod ne Fermatio quidem penetrare licuit, borum autem ratio manifesto in 
summas divisorum ingreditur, quis dubitaret bas quoque null! legi subiectas pronunciare? 
Eo maiorem igitur baec dissertatio attentionem meretur, quod ita lex ibi in lucem est 
protracta, etsi nondum summo rigore demonstrata. Auctori autem bic idem usu evenit, 
quod ante in tbeoremate Fermatiako, ut mox deinceps defectum demonstrationis suppleverit. 
Quod enim in demonstratione bic tradita adbuc desideratur, statim in sequent! dissertatione 
supplebitur. 

1) Vide Commentationes 162, 176, 244 huius voluminis. 


F. E. 
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Quo haec clarius exponi possiiit, utitur Avuitor siguo f m\ autiiinunt iHvimjnmi fniwque 
numeri cui praefigitur, indicaudam. Ita Jn iiidicat summmu ilivisorum mimeri n, 


unde intelligitur fore, ut sequiturs 

y 1— 1, 

y 2-1+2-3, 
y 3=='l"t"3'“4, 
y 4 = 1 4" 2 4 " 4 “* 7 } 
y 6 — 14 - 6 "* 6 ) 
y 6»1 + 2 + 34-6-12, 

y 7 „i + 7 - 8 , 
y 8 ““ 1 4 " 2 4 * 4 4 " 8 IDj 
y 9-14-34-9-13, 
yi0-14-2 4-64-10«18, 


I 1 II 
J 12 I 4 '" ^ 't' 4-' 4 4 ^' il 4"' ilH , 

yi:i-i 4- IH«. 14, 

ytd-f +2 + 7 + !4-24, 

y Ifi “■ 1 + 3 + It + Ift •» 24 , 

yir,- 1 4^2 44 -I H 4 . 

yi7- 1 } 17- iH, 

flH - I 4 2 { 3 4 ii f U MH - 39, 

yi9 I 4 . lt» - 2 U, 

J'm « I 4 ' 2 I 4 ! h 4 . 10 4 20 - 42 


quae summae ex cognito principio, quod gumma diriioram produpti mmpg, tniltw faetorM 
m, n, p, g fiaut inter se numeri primi, aequalis *lt prodtmto «* suwijite dititonini aiagu- 
lor urn sen 

pro maximis numeris fadle defluM poBluni Ita ast 

y20- y4-6-y4. y5-.7.6-42 et JIS0-y8.B.5«yH.y« j1»-lft. 18.6-1170. 

Oonsiderat autem Auctor has divisoraai sumtnti, prottl sapundunt wwiiaMa immerorum 
naturalem, quibus respondent, prop’ediuatar boo mods! 

numeri 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, II, If, 18, 14, I&, Hi «te., 

summae div. 1, 3, 4, 7, 6, It, 8, IB, 13, 18, It, fH, 14, 24, 24, 8t ate, 

in qua progressione oerte nulla lex spectatur, eum wwlo slut maioffi t«odo minwras, modo 
pares modo impares, atque imprimis ordo aumeroruta pritnurMia ei ttiuiiftmto immiseelur; 
qui cum sit imperscrutabilis, quis in hae serie l^em guipiaaratiir? latarim famaa Auctor 
docet bos numeros constituere seriem dug ganeris, qtiao riwamtrit#* dial *o!ant, ita ut 
quilibet eius terminus ex aliquot praeoedeatibu* geauadtirn cartafu quattdatti l«g,*iw det«^ 
minetur. Quemadmodum enim Jn dmotat gummam divisurum atirneri «, ita baiw acriptura 
J(n — a) denotabit summam divisoroai numeri « — «, quo obsertato le* ilia ab Auctor# 
inrenta ita se babet, ut dt 
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Jn =/(» - 1) +f(n - 2) - f(n - 5) -f(n - 7) +f(n - 12) +/(n - 15) 

-f(n - 22) -/(n - 26) +/(« - 35) + f{n - 40) - etc., 

uM ratione signorum tenendtim est semper Mna -1- excipi a 1)1018 — ; mxmeri aotem 1, 2, 
6, 7, 12, 15 etc. continoo ab n subtrabendi ex dififereotiis facile cogooscimtur: 

nomeri 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 57 etc., 
differ. 1, 3, 2, 5, 3, 7, 4, 9, 5, 11, 6 etc., 

dummodo altematim summautor. Commodius igitur Ula relatio ita repraeseotabitur: 


Uf(n - 1) -/(n - 5) +fin - 12) -f(n - 22) +f(n - 35) - etc. 

. (+/(„_2)_jr(«-7)+/(«-16)-/(»-26)+/(»-40)-eto. 

Pro applicatione autem bmos formulae ad quosTis uumeros sciendum est bos termmos eo- 
usque tantum sumi debere, quoad numeri post signum / script! fiant negativi, qui omnes 
sunt omittendi; turn rero, si occurrat terminus f(n-n) seu /O, quia Me per se non deter- 
minatur, quovis casu eius loco ipsum numerum n scribi oportere. Per banc ergo legem 

j21=/20+/l9-J’l6— /14 + J9+/6 

S611 

J21 = 42 + 20 -31 -24 + 13 + 12 = 87 -55 = 32; 
/22=/21+/20-/l7-/l5+/l0+/7-/0 

S6XI 

J22 = 32 + 42 - 18 - 24 + 18 + 8 - 22 = 100 - 64 = 36. 

Ad banc mirabilem progressionis legem deductus est Auctor consideratione bums producti 


(l_a;)(l_a;5)(l -ir«)(l -a;*)(l -a)®)(l -**)(!-«’) etc., 

cuius factores in infinitum progredi concipiuntur; quod si per actualem multipbcationem 
evolvatur, observavit prodire banc sexiem 

1 _ a: - «* + icH ’ 


quousque scilicet operationem actu continuare Hcuit, unde legem buius seriex et exponen- 
tium progressionem tantum per inductionem conclusit, quod forte pluribus sufacere yideatur. 
Verum Auctor ingenue fatetur banc obserratam conrenientiam minime adbue esse demon- 
stratam, sed eius demonstrationem etiamnum desiderari, quam autem baud multo post cum 
Academia communicayit. Ooncessa autem aequalitate illius producti et seriei evolutae tbeo- 
rema memoratum circa ordinem in summis divisorum perspicue inde demonstratur, ut 
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nulliim amplius dul)ium superesse possifc, etiainsi Ittgurithtuis (>t opyg 

quae res parum ad naturam divisorum pertinere vidt'autwr. Es hoc urgo ♦’aau iatelligarg 
licet, quam arcto et mirifico nexu Analysta inflintorum nun boIuhj rum An&lyai rulgari 
sed etiam cum doctrina numerorum, quae ab hoc anblimi ciileuli gwtere abhorrerB ridetur' 
sit coniuncta. ’ 


1. Proposito quocunque numero n tlftnat^pfc Imwi ftn-ratila fn Himimam 
omnium divisorum numeri n. Ita cum imito primtor ho ipHuni ulium non 
habeat divisorem, erit /“l - 1; atque cum niimoruH primiw aiuw tentum 
habeat divisores, unitatem et se ipsiim, si n fimrit, itumoritH primus, erit 
Jn^l + n. Deinde cum numerus perfectus uoquiUiH sit summiu* siiarum 
partium aliquotarum, partes aliquotae auti'm Ksnt. divisortw idun praetor ipaum 
numerum, manifestum est numeri perfocti sumrnam tlsviftoriim ee ipao (ase 
duplo maiorem; Mnc si n sit numerus porf(«tUH, erifc /'« — 2w. Porro quo* 
niam numerus redundans appoUari solet is, rutua aumiua piirtium aliquo* 
tarum ipso est maior, si n ait numonia reduudaiw, erit /« > ac hI n sit 

eX/r<^^ parfciHMi tUi<im/torum ip«« twt minor, 

2. Hoc igitor modo indoles numerorum, qmitonus summa partium ali- 
quotarum vel dmsorum continetur, facile aignis eitprimitur. Hi onim fumt 

fecto atl- J “rit « numerus par- 

deaciens Hue At * a numerus « wit vol redumlitna vel 

solent Quorum IZ quaestio dft numoris, qtjj amicabila vocari 

enim ’sint I Z aliquotarum altorius anipintur. 8i 

rorum Af -/« — «, trifc ex natum horam nume- 

Arrxn • • i. f ^ ^ l»ub<*bitur /*w •»/»«.», 4, Dtto 

ergo numeri amicabiles eandem diviiorum stimmam *L.f * • 

mae amborum numerorum est wquabl 

possit, id cormoXsitr^rbuncT”^ P^po^iti facillua inveniri 

sint primi, resolvendo. Si enim fttetort*a, qui inter se 

praeter unitatem nullum habeant d,Vi^ ^ 

uuunm habeant divisorern oommunem, turn summa divi- 
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sorum product! aequale erit producto ex summis divisorum utriusque seu 
erit 

fm-fp-fi- 

Hinc inventis summis divisorum numerorum minorum inveutio summae divi- 
sorum non difficulter ad numeros maiores extenditur. 


4. Si sint a, b, c, d etc. numeri primi, omnis numerus, quantuscunque 
fuerit, semper ad huiusmodi formam a“¥c'd^ reducitur; qua forma in- 
venta erit huius numeri summa divisorum seu J etc. 


At ob a, b, c, d etc. numeros primes erit 


ideoque 


^ = 1 — U -|- ¥ — Ct“ '■ 


a' 


Q! + 1 _ 


J" a‘‘¥¥d^ etc. 


a — 1 


a- 


6-1 


d- 


etc.’-) 


Sufficiet ergo singularum potestatum numerorum primorum tantum summas 
divisorum invenisse. 


5. Hanc autem indagationem ulterius non persequor, sed ut ad id, quod 
hie tractare institui, propius accedam, numerorum secundum ordinem natu- 
ralem progredientium summas divisorum hie conspectui exponam. 


/l-l 

/6- 6 

/9-13 

/13 = 14 

18 

/2_3 

/6-12 

oo 

▼H 

II 

o 

^14 = 24 

/18 = 39 

/3-4 

/7_ 8 

/II -12 

/16-24 

Jl9 = 20 

/4-7 

/8-16 

/l2 = 28 

/16 = 31 

J20 = 42 


l) Has relationes, quae etiam mveuiuntur in Oommentationibus 152 et 176 huius voluminis, 
iam a Fr. v. Sohooten et L Wallis (in alia quidem forma) traditas esse annotavit G. Ekestkoem, 
Biblioth. Mathem. 1906, p. 408. Vide Fa. v. ^ . JExercitaiionim mathemaiicarum 

libri quinqiie, Lugd. Batav. 1657, libri V sectio I, p. 378 — 380, et L Wallis, -4. treatise of Algebra^ 
London 1685 (Additional Treatise of Combinations etc., p. 122). F. R. 
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/21- 

n32 

/ST- 

38 

/63- 

m 

/ itfl 

tin 

^'*85* 

- 108 

/22. 

= 36 

fm- 

60 

/«- 

120 

/TO 

144 

/ Hli « 

* 132 

/28. 

= 24 

/39- 

,56 

f 65 »— 

72 

j 1 1 mm 

72 

/ 87 — 120 

It * 

fu. 

= 60 

/40- 

90 

>(i- 

120 

/ T2' 

195 

/ HH -w 180' 

/26- 

= 31 

/«- 

42 

/57- 

80 

/ ' 1 ** 

74 

/’ 89 

*/ 

« 90 

/26- 

-42 

fi2~ 

96 

/68~ 

90 


114 

/* ‘HI « 
« # 

® 234 

/27. 

-40 

fa— 

44 

J59- 

60 

1 1 1 1: 

124 

f 91 « 

-112 


- 66 

fu- 

84 

fm - 

168 

i* 

1 7(1 

140' 

« 

- 168 

/29- 

- 30 

/46- 

78 

/61- 

62 

'fv- 

96 

/* 93 « 

« 128 

fso- 

-72 

^46 — 

72 


96 

j' 7^1 

ir»H 

/ f|i4 ^ 

# * 

m 144 

31 32 

/«- 

48 

1 (53 

104 

1 711 

» 

fan- 

$■* 

« 120 

/82- 

w 63 

/«- 

124 

j 64 ^ 

127 

1 1^) 

#1 

m> 

finirn^m 

/38. 

m 48 

/49_ 

67 

>65- 

84 

f* . 

Jn ~ 

121 

! fit • 

- 98 

y^34 e 

33 54 

/»- 

93 

^66 « 

144 

J 32 

126 

/s«- 

-171 

y35= 

« 48 

/ 61 - 

72 

/ 87 - 

68 

fm « 

84 

IIS * 

-IM 


«9l 

/ 62 - 

98 

fes- 

128 


*3»}4 

/100-.217. 


6. Si iam contemplemar aeriem horiim ntimururura I, 3, 4, I, S, 12, 8, 
15, 13, 18, 12, 28 etc., summaa clivisorum mimtsria naturali tjrtlino pro- 
cedentibus respondentes constituimt, non iotwm nnlln \m }»rt>|frc» 8 «t 0 ni« patefc, 
sed ordo horum numerornm tantopere ©st porturbatua, nt nulli pror«u« legi 
adstrictus videatur. Quin etiam haec seritn* ortiirieni numororuin priinorum 
manifesto implicat, cum teminus indicia » aeta /» totioa ait «.» + !, quo* 
ties n est numerus primus; constat aaitean nninur«j« 'jirtnatw nullo adhuc 
modo ad certam quandam progresaionia bagaana revocari potiaiaw*. t^um autcm 
nostra series non solum numerorum primorum, »o<l otiain tartnitiain riiU<iuorum 
numerorum, quatenus ex primis sunt co!npi»»iti, ratioiwiai coiaipla«ctatur, eius 
lex multo etiam difficilior intentu videtur qnaw ipgiu® aerioi nuuierorum 
priraorum. 
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7. Quae cum ita sint, uon parum equidem miM scientiam numerorum 
promovisse videor, dum certam atque constautem legem detexi, secundum 
quam termini seriei propositae 1, 3, 4, 7, 6 etc. progrediantur, ita ut per 
hanc legem quilibet istius seriei terminus ex praecedentibus deflniri possit; 
inveni enim, quod magis mirum videatur, banc seriem ad id genus pro- 
gressionum pertinere, quae recurrentes vocari solent et quarum natura ita 
est comparata, ut quilibet terminus ex praecedentibus secundum certam 
quandam relationis rationem determinetur. Quis autem unquam crediderit 
hanc seriem tantopere perturbatam et quae cum seriebus recurrentibus nihil 
plane commune habere videtur, nihilominus in hoc serierum genere contineri 
eiusque scalam relationis assignari posse? 

3. Cum huius seriei terminus indici n respondens, qui indicat summam 
divisorum numeri n, sit —J^ n, eius termini antecedentes ordine retrograde 
erunt l^(n — 1), — 2), — 3), ^f‘{n — 4), — 5) etc. Quilibet 

autem terminus istius seriei, scilicet Jn, *ita ex aliquot antecedentium confla- 
tur, ut sit^) 

fn ^f{n - 1) +f(n - 2) -f(n ~ 5) -f{n - 7) +f(n - 12) + f{n - 15) 
-f{n - 22) -f{n - 26) + f{n - 35) + /(« - 40) — f{n - 51) - f(n - 57) 

4- f(n— 70) + f{n — 77) — /(» - 92) — /(w — 100) + f{n - 117) + f{n — 126) — etc. 

Yel cum signa -|- et — altematim binos terminos afficiant, haec series com- 
mode in duas divellitur hoc modo : 

_ 1 ) _ _ 5) j^f(n - 12) -f(n - 22) + f(n - 35) - f{n - 51) + etc. 

J'ln — 2) — J\n — 1) — 15) — J'in — 26) 

9. Ex hac posteriori forma ordo numerorum, qui in utraque serie suc- 
cessive a numero n subtrahuntur, facile perspicitur; utraque enim series est 
secundi ordinis differentias secundas habens constantes. Namque prioris seriei 
numeri cum suis differentiis tarn primis quam secundis sunt 



1) Vide p. 245. 


F, R. 
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1, 6, 12, 22, 35, 51, 10, B2, 111 etc., 

diff. 1. 4, 7, 10, 18, 16, 19, 25 etc., 

diff. 2. 3, 3, 3, 8, 3, 8, 8 etc. 

Unde illius seriei terminus genemlia esfc » fonfcinet<|U 0 adeo omnes 

numeros pentagonales. Altera seriis eat 

2, 7, 16, 26. 40, 57, 77, ItXI, 126 etc., 

diff. 1. 5, 8, 11, 14, 17, m 23. 26 etc., 

diff 2. 3, 8, 8, 3, S, 3, 3 etc. 

ideoque terminum generalem habet ac aerieni lujtnerorum pentago- 

nalium retro continuatam continei 

10. Omnino hie notatu eat digmun aeriem riumercirum pcmtagcmalmm 
tarn ipsam quam retro continuakm ad urdiueiri aoriei atimitsarum diviaorum 
potissimum adhiberi, cum sane nullum nextim inter mttin*rtm pentagonalea et 
summas divisorum ne suspicari quidein Uceat. Si enim aerirw numerorum 
pentagonalium tarn antroraum quam retrowum contlnuata exponatnr hoc modo 

etc. 77, 67, 40, 26, 16, 7, 2, 0, 1, 6, 12, 22, a5, 51, 70, 92 etc., 

formula nostra ordinem summarum dbisorura cemplectoiia aigiiia alfceraantibuB 
hoc modo ordinata exbiberi poterit 

etc. —^(n ~ 16) — 7) ~J‘(« — 2) -f- J‘(w -» Oj -- jf‘(« — 1) 

— • 6) J'(% — » 12) 22) et<’. «»» 0, 

quae series utrinque quidem in infinifcam axcurrife, seel quovi* ctiHU, siquidem 
a usum nostrum rite adhibeatur, determmato terminonira aumero conatai 

11. Si enim ope formulae aostraa primam axhibite# 

fn ^f(n - 1) ^f(n - 2) -»/(» - 6) _ 15 ) 

~f{n - 22) ~.f{n ~ 26) +/(» - 85) + f{n - 40} - 51) - J(« - 57) 

+/(« - 70) - 77) ~ J(» ~ 92) ~ J\h - 100) + etc. 
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summam divisorum numeri n invenire velimns ex cognitis divisorum summis 
numerorum minorum, plures terminos huius formulae accipere non oportet, 
quam quoad ad summas divisorum numerorum negativorum perveniatur. 
Omnes scilicet termini, qui post signum j numeros negativos continent, sunt 
reiiciendi; unde patet, si n sit numerus exiguus, paucissimos terminos suffl- 
cere, quo maior autem fuerit numerus n, eo plures terminos ex formula 
nostra general! ad usum adhiberi debere. 

12. Summa igitur divisorum numeri propositi n ex summis divisorum 
aliquot numerorum minorum, quas cognitas esse assume, conflatur, quoniam 
quovis casu summae numerorum negativorum reiiciuntur. Quae cautio cum 
eo sit facilior, quod numerorum negativorum summa divisorum ne concipi 
quidem possit, insuper moneri oportet, quomodo operatic sit dirigenda iis 
casibus, quibus formula nostra praebet terminum J^in n) seu J"0, qui, cum 
cyphra per omnes numeros sit divisibilis, vel inlinitus vel indeterminatus 
videtur. Casus hie autem toties occurrit, quoties n est numerus ex serie 
numerorum pentagonalium vel ipsa vel retro continuata; his igitur casibus 
tenendum est semper pro termino J'in — n) seu^O ipsum ilium numerum n, 
qui proponitur, esse scribendum et quidem cum eo signo, quo terminus 
J\n — n) in formula nostra afficitur. 

13. His expositis praeceptis, quae ad usum formulae nostrae observari 
debent, exempla a numeris minimis inchoando apponam, quo facihus vis for- 
mulae nostrae perspiciatur simulque eius veritas agnoscatur. 

/1-/0 

seu 

1 -1 

sen 

y2 = 1 -t- 2 == 3 

/ S -/ 2+/1 ■ 

seu 

34- 1-4 
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fi-fi+P 


1 4i « 4 3 M 7 

sen 

/6 +P 


7+ 4- 5«»(! 

seu 

/6-/5+/4-/1 


/ 6- 6+ 7- 1-12 

sou 

7 


7 « 12 '*)«’ 6 — li 7 «w» B 

seu 



J* 8 mm g ^ 12 4 ~ 1 «« 16 

seu 

/ 9 /'a 


/a- 16+ 8— 7—8—13 

seu 

j'lo — y* 9 +y 8 —j fi — j*$ 


jlo— 13+15— 0—4 — 18 

seu 

/ll -/lO +/ 9 -/ B - J4 


Jll — 18 + 18 — If _ 7 12 

seu 

7l2-7ll+/iO-/7-y6+Jb 


/12-. 124. 18 — 8~ 8412 «»M. 


proeredienti nnri^ a^entius inspicienti atqpe etiam ad nuraeros maiores 
praeter expectatioaem a] r qaeaiadmodum semptsi* qaaai 

numerorum centAtinrin • dspreheadatar, supra iam omnium 

non maioram summaa divisorum exhibni, made verity 
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nostrae formulae in numeris maioribus explorari poterit. Imprimis autem 
non sine delectatione reperiemus, quoties numerus propositus fuerit primus, 
ex formula nostra pro eius divisorum summa inveniri numerum unitate 
maiorem. Evolvamus in hunc finem exemplum, quo numerus propositus 
n = 101, quasi ignorantes exploraturi, utrum hie numerus sit primus necne, 
atque operatio ita constabit: 

f 101 =/ 100 +/99 —f 96 —f 94 +/89 +/86 — / 79 —Jib 
217 4- 156 — 252 — 144 + 90 + 132 — 80 — 124 

-|- 144 -j- 62 — 93 — 84-1- 32-1- 60 — 13 — 1. 

Colligendis ergo binis terminis erit 

flOl = -f 373 — 396 
-1-222 — 204 
4- 206 - 177 
-1- 92— 14 

JlOl = -H 893 — 791 = 102. 

Eeperitur ergo summa divisorum numeri 101 unitate maior, scilicet 102, unde, 
etiamsi id aliunde non constaret, sequitur manifesto numerum 101 esse pri- 
mum. Hoc autem merito eo mirabilius videtur, cum nulla operatio sit in- 
stituta, quae ad rationem divisorum ullo modo referri queat; quin etiam 
divisores, quorum summa per hanc regulam reperitur, ipsi manent incogniti, 
etiamsi saepe ex consideratione ipsius summae concludi possint. 


15. Insignis haec proprietas, qua summae divisorum sunt praeditae, non 
minus foret memorabilis, etiamsi eius demonstratio esset obvia et quasi in 
aprico posita. Sin autem demonstratio admodum esset abstrusa atque nume- 
rorum proprietatibus maxime reconditis inniteretur, inde non mediocriter 
certe pretium huius legis progressionis repertae augeretur, siquidem earum 
veritatum investigatio eo magis est laudanda, quo magis eae fuerint abscon- 
ditae. Yerum dum fateri cogor me non solum nullam huius veritatis 
demonstrationem proferre posse , sed etiam propemodum pro desperato 
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habere, nescio, annon ob hanc ipsam causam cogiiit.it> talia Yeritatis multo 
magis sit aestimanda, cuius demonstratio nobis ust iitiporBcrufeibilia. Atque 
hanc ob rem istam veritatem pluribus exemplia contirinaro viaum esfc, quod 
mihi quidem eius demonstrationem exhibere non liceai 

16. Eximium igitur hie eiusmodi propositioniun hnboinuH oxtiniplum, de 
quarum veritate nullo modo dubitare possumuH, otiamai oas dtunonatrare non 
valeamus, quod plerisque eo magis mirum vidobitair, quod in nnithoHi vulgo 
nullae aliae propositiones admitti putantur, niai quanim veriteH ox indubi- 
tatis principiis evinci queat. Interim tamen non fortuito ot quasi divinando 
ad cognitionem huius veritatis perveni; cui enim in mentem venire potuiaset 
ordinem, qui forte in summis divisorum locum babuerifc, ex nature SBrierum 
recurrentium ac numerorum pentagonalium per solam coniecturem elicere 
veUe? Hanc ob rem non abs re fore arbitror, si modum, quo ad cognitionem 
huius ordinis pertigerim, dilucide exposuero, praesertim cum is adraodum sit 
reconditus ac longe multasque per ambsiges conquisituB. 


17, Deductus autem sum ad hanc observatdonim per coasideretionem 
istius formulae infinitae 

s „ (1 _ a,)(l _ 

cuius valorem, si multiplicatione singulorum factorum actu institnta evolvatur 

ac secundum potestates ipsius a; disponatur, deprehendi in aequentora seriem 
convert! 

s ==■ 1 — a; — — «**+ a**— »**— as®* + etc., 

ubi in exponentibus ipsius a; iidem uumeri occurrunt, quos supra deseripsi, 
numen scilicet pentagonales cum ipsi turn retro continuati. Unde, quo ordo 

otrinque in infinitum 

s etc. + x»*+ a:®*- etc. 


E. E. 


1) Vide notaan p. 191. 
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18. Aequalitas harum duarum forimilarum pro s exhibitarum iam est 
id ipsum, quod solida demOnstratione coufirmare nou possum; verumtamen 
qui opus evolutiouis formulae prioris 

s = (1' — x){l — x^) (1 — x^) (1 — X*) (1 — x^) etc. 

in se suscipere hosque factores successive in se multiplicare voluerit, statim 
ad terminos primores alterius seriei 

s = 1 — X — x^-\-x^-\-x^ — x^'^ — + etc. 

perveniet neque difficulter perspiciet bina signa -|- et — geminata se invicem 
excipere et exponentes potestatum ipsius x earn legem sequi, quam iam satis 
exposui. Concessa autem hac aequalitate inter binas istas formulas infinitas 
proprietas summarum divisorum, quam ante indicavi, rigide inde demonstrari 
potest; atque vicissim si baec proprietas pro vera agnoscatur, ex ea veritas 
consensus duarum liarum formularum evincetur. 


fore 


19. Quodsi enim pro demonstrafo assumamus posito 

s == (1 — rc) (1 — x^) (1 — jc®) (1 — x^) (1 — x^) etc. 
s = 1 — X — x^-{- x^ x’ — — a;'® + a:®® + a;®®— etc., 

erit logarithmis sumendis 

Is = Z(1 - a;) + Z(1 - CP®) + Z(1 _ a;®) + Z(1 - x*) + 1(1 - a;®) + etc. 
et 

Is = 1(1 — X — x^ x^ x’ — a?’-® — a?’® + a;®®^- — etc.). 

Sumantur utriusque formae difPerentialia eritque 

ds 2xdx Zxxdx 4=x^dx Sx^dx 

s 1 — a; 

et 


l — x 1— ai* 1— a® 1— a® 1 — a® 


etc. 


^ — da — 2ada + 5a®da + 7a®da— 12a“da — 16a^*da + etc. 

s 


1 — a — a® + iT® + a;® — a^® — a'® + a®® + a?®® — etc. 
Ijeoniurdi Eulbiu opera omnia 1 2 Commentationes arithmeticae 49 
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Multiplicetur utraque per . ut hnlw'ittur 

^ xd$ r , -i/* . 3*'* 4„ 

xdB x + Sx’-ax^-?^* M 5 jr»* 3 'ix*' - 3 »ix« + tic, 

"" six " ” '~'T-''"S~-x* r x* t /* f 


20. Haram expn»»wu»« »nti»r i**' ttfiinjilitmi rtuit«‘m|>l«'iuwr primo 
priorem ac aingulos taraiintw man* in |»r««ri‘j4#*i»ini*# «iHmietricM 

convertamus; quo facto priwlihit intinsto lnw nwnnotrieas 

Becundiim potestetea ipasua / titapwininlii: 


• ®*+ ■^1’ J ^ '''* i' ■*■** i ^**+' 



+2 -I'S + i 

’4* H 


+1 +3 


+4 

.|.4 

4 



+ fi 


*1* 8 



21 , Si iam lingularoai pf»t«iatutii g cwflirifinliw rnlligftBtar, 

habebitur 

+2+4)4’ r-f*i f.l+fii+ebJ,* 

ubi manifestem caiu 8 f|ue po^totb t*tm* aggiegatam 

omnium^ numerorcuKi, per quo* mpnmm illiwa (r<#t flivwibiliii. SciHwfc 

potestatis af coeffldens frit lamat nmiiiniii rlitiiiiroiii ntii»i»ri »«; i»rit WfO 
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is secundum modum signandi supra receptum — J*n. Hinc itaque series ipsi 
— aequalis inyenta ita exhibebitur, ut sit 

— = a3yi + 2 + 4- 5 + x^J ' 6 + x'J ' 7 -}- etc., 

sicque posito x = l prodit progressio summarum divisorum, qui singulis 
numeris ordine naturali progredientibus conveniunt. 

22. Designemus iam banc seriem per t, ut sit 

t = x^J ' 1 + x^J ' 2 + + x^J " 5 + x’^J ’ S + 7 + etc., 

et ob t = — ^ erit quoque 

a!^ + 2a:* — 5a;® — 7a:’ + 12a;^* + 15a:^® — 22a:** — 26a:*® + etc. 

1 — a: — a:* + a;® + a:* — a:’-* — a:^® + «** + a:*® — etc. 

Necesse igitur est, ut ex evolutione huius fractionis pro t series obtineatur 
aequalis iUi, quam prior forma suppeditavit; unde manifestum est seriem 
illam pro t inventam esse recurrentem, cuius singuli termini per prae- 
cedentes determinentur secundum scalam relationis, quam denominator 
1 — X — ic® + 05^ + — etc. indicat; 

23. Quo nunc facilius indoles huius seriei recurrentis cognoscatur, binos 
istos valores pro t inventos inter se coaequemus atque ad fractionem tollen- 
dam uterque per denominatorem 1 — x — x^-\- x^-\- x^ — x^^ — a;“ + etc. mul- 
tiplicetur, quo facto orietur terminis secundum potestates ipsius x disponendis 

x'-J' l+x^J' 2 +x^J‘B+x^J‘ i+x'^J' 5+x^J‘ Q-^x’J' 7 +x^J'8+x^J' d+x'-^J‘ lO+x^^J' ll+x^^J' 12+etc. 

- /l- /*- /8- /®- /®- /’- /8- / /“ 

- A- /*- A- A- A- A- f ^ f 

+ A+ A+ A+ /*+ / ®+ / «+ / ’ 

+ /1+/2+ /3+ /4+ /5 
aequale 

x^ -\-2x^ * * — 5®^ * — 7®^* it # * -f- 12®^*+etc. 

49 * 
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24. Cum iain singuliiriim puMtiwIatiim x «e 


destruere debeant, hiuc sequeutes elifiiumis iHH|tuiUfid 4 *H 

ft- 1 , 

il-hj 6 J 2 ■■ 7 , 

^2 « * 4 " % 

J ^ 1 7 f 1 I* — 1 II 1 1 ^ 

y3-/2+/i, 

J ^ rj 7 J i jl\ 

y’4»/3H-/2, 

1 li} 1 il 1 H 1 ,1 1 ll^ 

y’6«/4+/8 ”" 6, 

fn-.J'ui Ij'n J'ii I’t. 

feJp+fi-fi, 

Jh-i^ 12 


etc., 

quae manifesto redeunfc ad 

isiaa 

yi=M ij 

7 -IH-Ji I tir-ji 7 fi? 7, 


J n l, iji Ji ,M hi'-fl 

/3-»/(8-l)+jl;8-2), 

f^^Jl -Jl if j\ {l-. 7 > 

/ 4 _/( 4 -l)+/( 4 - 2 ), 

Jm-Jlio-i) tjlui U) f.vi 

/ 6 -/( 6 -l)+y^_ 2 )_ 6 , 

ii -f ii ft; Jill ■i> 


j6-/(6~l)+y[6™2)~Jtfi-«B}, jlv* hi jjl2-7|+li 


26. Hie perspieaum eat it umpiwito, eaiia 

divisorum eumma qaaaritar, aul>tmfii il«Wnt., inwjt* iuitu«ro« wiriii 

1, % 5, 7, 12, 16, 22, 26 ate., ex <|uiJjsw t4it qiittvin f»iml »uiitn*n4i, quoad 
uumerum propositum non excediutt; aigiui tinit'n* rationsru, 

quae supra est descripta, Hiiic wrgti a miuii- 

festum est fore 

fn-f{«-l}+f{n-2)-f(n-t,)-J\H-h f j\« - IS. t;/i. -m, -etc. 

ho0 terminos eo^ue continuando, dimec numeri eigtiiim f praeflxurn haben- 

es m negamvi. Simiil ergo ex ortgiite seriel liuhw nxrm-wnlist mtio paH 
progresfiio quovis e&so ulteiriuM wiitiwuHri tH»fi ilelwt. 
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26. Quod porro ad numeros absolutes attinet, qui in formularum iuven- 
tarum aliquibus sub finem annectuntur, manifestum est eos ex numeratore 
fractionis, qua valor ipsius t expresses est inventus (§ 22), oriri atque iis 
tantum casibus legem continuitatis interrumpere, quibus numerus n est ter- 
minus buius seriei 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26 etc., quanquam ne boc quidem 
casu lex signorum perturbatur. His autem casibus numerus absolutus in- 
super cum signo suo adiiciendus ipsi numero proposito est aequalis; atque 
si legem ante descriptam consideremus, bunc numerum utique deprebendemus 
respondere termino Jin — vi), unde ratio patet, cur, quoties in applicatione 
formae 

J* n = — 1 ) '\~J' — 2 ) — ~~S J 

pervenitur ad terminum J'^n — n), is non omitti, sed pro eius valore ipse 
numerus n scribi debeat. Hinc igitur regula supra exposita in omnibus 
partibus confirmatur. 



DEMONSTEATIO THEOEKMATIS CIRCA ORDINEM 
m SUMMIS DIVISORUM CHSEUVATlIiM ') 

OommBntiitio 344 iisdiei* 

Novi commentarii aeademia# goiealmnun i (Jlfilju, j» ?,’i- 83 

StJfflHiariuni p I i 

mmkmm 

Hie Oel. Auetor id, quod in pmacwhmk* di»»»rtatii»iie wlhur dwitbrulwtur, oiiimilate 
praestat et demoiiBtrationem amvaniantian n«Kl« rigidlxsimiwu Qnna 

etsi vulgaribus principiis miMtar, t&uwti ima t^aigtiwa i>tm w fwA fidetor. 

Quod ad ipsum argumentum fttiaet, id iara saprm arti# nsl 


lam ab aliquo tempore iooidi in quo tialurw. nutiif^rorum non 

mediocriter illostrari ^ Tisa, cum in on ortfo quern itumttiae 

divisorum ex numeris swie naturaU procwlentihiw urtiu* m 
Ostendi emm, si smguloram numeroiruiii naturalium 1, *2, 8, 4, r», «, 7, 8 etc. 
omnes divisores in nnam summam colligantur tiaiHjuo titviworwm wuniaai in 
seriem disponantur, qme erit 

1, 8, 4, 7, 6, 12, 8, 16, 13, 18, 12, m, 14. *24, 24, 31, IS etc., 


1) Hauo dwnonstraMonem Eui^gRcs km la «pjrtoi« d ft. Juj,!, nso nd e«(t t}oi.a»*ta 

Bcnp a ej^osuit, Gorre^onAanee maik, pablMif par P it St • P#teril«»arg 1848 , 

t. i, p.616, imprimis p.621 (ride ibidem, p. 407, Evtjsai npietokw d. I. Apr Uit wl CamOow 
BAOH sonptam); ZsoifJBAKiii Evimt Optra mrim Ht. P. IS. 

2) Vide Oommentattemes 175 efc 343 hria* toSwiujbw. F. E. 
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italic seriem esse recurrentem eiusque singulos terminos ex praecedentibus 
secimdum quandam scalam relationis determinari. Atque Me ordo non solum 
ideo maxime notatu dignus est visas, quod vix quisquam suspicatus fuerit 
banc seriem certae cuipiam legi esse adstrictam, sed etiam, quod istius 
ordinis nullam demonstrationem firmam mijii quidem turn temporis reperire 
licuerit, etiamsi pluribus modis rem tentaverim. Perductus quidem fui ad 
huius ordinis observationem, dum sequentem formulam in infinitum productam 
sum contemplatus 

s = (1 — a;) (1 — x^) (1 — flJ®) (1 — X*) (1 — x^) (1 — a;®) (1 — x') etc., 
ex cuius evolutione per inductionem conclusi fore*) 

s = l_a; — as^+aj^+a;* — a:“ — a:*®+a;^* + a;*®— a;"® — etc., 

ubi exponentium ipsius x ordo eorum differentiis sumendis fit manifestus; 
erit enim series differentiarum 

1, 1, 3, 2, 5, 3, 7, 4, 9, 5, 11, 6, 13, 7, 15, 8 etc. 

id 

Excerptis enim terminis alternis patet banc seriem esse permixtam ex serie 
numerorum imparium et ex serie numerorum omnium integrorum. Verum 
quod sit secundum banc legem s = 1 — x — x^ x’ a;*® a?*® etc., 

siquidem fuerit s = (l-a;)(l-a!®)(l-a:»)(l-ai*)(l-a)®) etc., per inductionem 
tantum collegi neque aequalitatem barum duarum formularum solida demon- 
stratione evincere potui. Quam ob causanri-^tiam ordinem iUum, quern in 
summis divisorum bine elicui, firmiter demonstrare non valui, sed eius 
demonstrationem iam turn inniti declaravi demonstratione aequabtatis inter 
binas illas formulas infinitas modo exbibitas. Oum igitur nunc istam demon- 
strationem sim adeptus, ordinem quoque ilium in summis divisorum detectum 
non amplius ilb's veritatibus, quae agnoscuntur neque tamen demonstrari 
possunt, accenseri conveniet, quemadmodum turn temporis sum arbitrates, 
sed iam merito ipsi locus inter veritates rigide demonstratas assignari poterit. 
Cuius rei ne ullum dubium relinquatur, singulas propositiones, quibus demon- 
stratio buius veritatis innititur, bic ordine apponam atque demonstrabo. 


l) Vide notam p. 191. F. B. 
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PEOPOSITIO I 

8i sit 

s = (1 + «) (1 + 0){l + r)(l + “-I- + n) 

productum hoc ex infinitis factm'ibus misfam in strim rn't^uenkm eamertUar 

s = (! + «) + /5(1 + a) + f (1 -f- «Kl 4 l- «* s'l I *!■ y) 

+ 6(1 + a)(l + /3)(1 + ?')(! + + ?{^ + «}! I I' )i}l l I ;*l! I I- 3) (I *f- etc. 

DEMONHTIlATiO 

Cum enim seriei primus torminua ait (t + «) f’t* awnuuiuH ..p 

erit summa primi et secundi «- (I + «)(l 4* 1^)5 si iuin iidiktur tertiua ter« 
minus (1 + «) (1 4* j®)i prodibit (1 -f e}(l -|' ^ t fU ndcktur iuKuper ter* 
minus quartus, qui est <^(1 + o:)(l + ^}(1 + f)3 aumimi. 

■" (1 4 " «) (1 “f- 0 )(\ 4“ y)|l 4* ^)> 

Atque sic in infinitum procedendo summa totitw seriei aeu omnium eiua 
terminorum perducetur ad hoe productam 

( 1 4“ ®)(1 4" ^(1 4" J^)(l 4" d*}(l 4* *^)fl "P etc* 

Unde manifestum est, si fuerit 

fi - (1 4- «)(1 4“ ^(1 + r)(l 4- ^)(l 4' #){! 4 v) «4c., 

fore vicissim 

j - (1 + o) + ^(1 + „) + y(l + „)(1 + ^ J (t + «)(1 + /J)(l + y) + etc. 



PEOPOSITIO 2 

Si fuerit 

“"P*) ete., 

prodMCtum hoe ete infinilis fadoribui amslima redvatur aj lime oeriem 

s - 1 - * - (1 - *) _ a? (1 _ j,)(l _ ,7 _ _ jt, 
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DEMONSTEATIO 

Si haec forma s = (1 — (1 — (1 — ir®) (1 — (1 — x^) etc. cum forma 

praecedente s = (1 + «) (1 + /3) (1 + f) (1 + d') (1.+ s) etc. comparetur, mani- 

festum est fore 

cc = — X, I3 = — x’‘, y = — x\ S = — x\ s = — (x? etc. 

His igitur valoribus in serie ibi data, quae producto s aequalis est inventa, 

rite substitutis patebit propositionis veritas, scilicet esse 

s = 1 — a: — i»®(l — X) — a;®(l — fl3)(l — a?®) — x^{l — x){l — x^ (1 — »*) — etc. 


PEOPOSITIO 3 

Si fuerit 

^ s = (l-a;)(l-;r®)(l-a;®)(l-rr*)(l-a;®)(l-ir®)(l-a:0 etc., 

erit hoc productum infinitum per muUiplicationem evolvendo terminosque secundum 
potestates ipsius x disponendo 

s — 1 — x ^ — x^ of x’’ — — a;'® + x^^ + — **** + 

cuius seriei ratio est ea ipsa, quae supra est exposita. 


DEMONSTEATIO 


Oum sit 

s = (1 — a;) (1 — aj*) (1 — a;®) (1 — x*) (1 — x^) (1 — a;®) (1 — x') etc. , 
erit 

s — 1 — X — aj®(l — x) — aj®(l — x) (1 — a?®) — a;* (1 — x) (1 — a;®) (1 — a;®) — etc. 
Ponatur 


erit 


5 = 1 — X — Ataj®; 


= 1 — a: + a;(l — a;) (1 — a:®) + a;®(l — a:) (1 — a;*) (1 — a:*) + etc. 


Leonhardi BuiiBrx opera omnia 1 2 Commentationes aritliinetioae 
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Evolvantur singuli termini tautum secundum fac.turwn 1 — x m aoquenti 
mode disponantur 

f -*5(1 -a*) -a:»(l-a»)(l -a-") 

^ ( 1 + a; (1 _ ajs) + (1 - a*) (1 - a*) + (1 - a*) (1 ™ a*) (1 - a*) + ek. 

eritque terminis subscriptis colligendis 

_ 1 _ a!» - a;' (1 - a”) - a' (1 ~ »“) (1 - »*) - # (1 - a®) (I - «*) (1 - x*) ~ etc. 
Ponatur 
erit 

B •==•! — .<c*+ a!*(l -- a’)(l — a?*) + ®*(1 — a;*){l — a*)(l — j»*) 4- «te., 
in quibus terminis singulis l — a* tantum evolmtur, ac flat 




— a® — a*(l~a'’) — z*) — Ak. 

1 + a® (1 - a®) + a* (1 — a*) (1 - a*) + x» (i — a«) { 1 a*) ( i - a® } Hf. ek. 


denuoque terminis subscriptis colligendis babebitur 

5 == 1 __ - a® (1 ~ a») - (1 - a*) (1 ~ a*) ~ (1 - (i - (i ^ etc. 

Ponatur 

erit 

( 7 — 1 — a®+ a*(l ~ a*)(l ~ a*) + a®(l — a*)(i -» **)(! ~ a*) 4. etc., 

ubi in singulis terminis factor 1 — a* evolvatur, ut flat acribondo ufe supra 

, ”■** ~~a®(l— a*) — a*(l •— a®) •— ek. 

U + a:® (1 - »') 4 »« (1 - a*) (1 - a®) + a® (1 - 3^) (1 - 34) ( t s») + ek,, 


unde colligetur 


C = 1 a® — — a®®(l--.a‘)(l---#)(l--'a*)---etc. 

Ponatur 


erit 


C'-l-a'-Da"; 


D « 1 _ 35*+ ^*(1 _ ^4) (1 - a4) + 34.(1 ~ a4)(l _ 34^(1 _ 3.t^ ^ 
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quae abit in banc formam 

I — — a:® (1 — a?®) — (1 — a:®) (1 — of) — etc. 

I I + a^ (1 — a;®) + a;® (l — a;®) (1 — a;®) + a:^® (1 — a^) (1 — a;®) (1 — a;’) + etc., 

sicque erit 

J) = 1 _ a;®- - a?®) - — a;®) (1 - a;®) — a;'*(l — a;®)(l - »*)(! -a:’) - etc. 

Quodsi porro ponatur 

. D = 1 — a:® — Eic^\ 

reperietur simili mode 
hincque ultra 

F^1 — x^^—Gx^, G = 1 — x^^ — Hx^\ ir=l-a;” — Ja;®® etc. 

Eestituamus iam successive bos valores eritque 

s = 1 — X — Ax^, 

Ax? = a:® (1 — a3®) — Bx^, 

Be? = a;’' (1 — a:®) — Gx^^, 

Cx^^ == a;“(l — x') — Da;®®, 

Da;®®= a;®®(l — a;®) — Ex^^ 
etc. 

Quamobrem babebimus 

s = 1 — X — a:®(l — a:®) + a:''(l— a;®) — a:“(l — a:’) + a;®®(l — a®) — a*°(l— a“) + etc. 

sive id ipsum, quod demonstrari oportet, 

s = l — X — a®+a® + a'' — a^® — a^®4- a;®® — a®® — a^®+ a®^+ etc., 

unde simul lex exponentium supra indicata per differentias luculenter per- 
spicitur. 
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PBOPOSITIO 4 

SEIJ 

THEOEEMA PEINCIPALE DEMONSTEANDUM 

Si haec scrihendi formula jn denotet summam omnium dirmrmn numm n 
similique modo mmerormn ndnorum, veluti n~—a, dm^nrntur ptr 

/ ■"i * 

n iia pendebit a aimmis dmmn'tfm numerorum 

minorum, ut sit 

fn (n - 1) +/ {n - 2) -f{n - 6) I ’J h ~ ^ 2) • h f{n - 15) 

XJbi sequentia sunt notanda: 

1. Signa + et — geminata temiinos huiuH prtigroaHioniM alttmiatim 
afficere. 

2. Legem numerorum 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26 etc. m mmm diffarentiia, 
quae sunt 1, 3, 2, 5, 3, 7, 4 etc., jBeri manifeatam; undo colUgitur hoa numeroa 
omnes in formula hac general! continerl. 

3. QuoYis casu istius progressionis ©os tantnm terminoa ab initio esse 
accipiendos, qui post signum J" numeros afflrmativoa rotinoaut; roliquoa vero 
omnes, quibus signum numeris negatms praeflfptur, obbo mnittondos; ita 
si sit » = 10, erit/l0«/9+/8---/B--/8-.13 + iri---6-4«18. 

4. Quibus casibus occurrit terminus J\n — n), quod evonit, si n fuerit 
numerus buius seriei 1, 2, 6, 7, 12, 16 etc,, iis cMibus pro galore huius ter- 
luini J'^n — n) seu J'o assumi oportere ipsum numeram propoiltum n; sic si 

sit w = 7, erit /7-y’64.y*6--/2~ Jo ~ 12 + 6-11-7 «H, et si sit 

n = 12, erit /l2 - Jll +^10 — J7 —ji +/0 ■« 12 + 18 - 8 - 6 + 12 « 28. 

DEMONSTBATIO 

Formetur series 
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ubi quaelibet potestas ipsius % multiplicata sit per summam divisorum ex- 
ponentis eius potestatis. Quodsi iam singulae divisorum aummae resolyantm’, 
manifestum est banc seriem transformari in banc formam 

^ = 1 (a? + + 05® + ic* + a;® + etc.) + 2 (a:® + + a;® + as® + a;“ + etc.) 

+ 3 (as® + as® + a;® + as^® + as^® + etc.) + 4 (as*^ + as® + as^® + as^® + as®® + etc.) 

+ 5 (as® + as“-+ as'® + as®® + as®® + etc.) + 6 (as® + as'® + as'® + as®* + as®® + etc.) 

etc., 


quibus seriebus geometricis summatis fiet 

las , 2asas , Sas® , 4as* , 5as® , Gas® 

^ l — x'^ 1—xx'^ 1 — as®*^ 1— as^”*” 1 — as® 1 — as® 

Multiplicetur baec forma per — ^ producti integrate erit 


etc. 


_ _ a;) z (1 _ i»^) + ^(1 _ as®) + Z(1 — as*) + 1(1 — as®) + etc. 

«y X 

sen • 


_ r ^ = Z (1 - as) (1 - asas) (1 - as®) (1 - as*) ( 1 - as®) ( 1 - as®) etc.; 

tJ ^ 


quae, expressio post signum logaritbmicum cum sit eadem, quae in propo- 
sitione praecedente vocata est = s, erit ~ ideoque alterum 

valorem pro s sumendo erit quoque 

_ f ; (1 _ as _ as® + - etc.), 

tJ CO 

cuius diiferentiale per — — divisum dabit alium valorem pro 0 , nempe 

X 

— la; + 2as®-5as°-7as' + 12as'®+15as'® — 22 as®®— etc.. 

^ 1 — as — as® + as® + as' — as'® — as*® + as®® + etc. ’ 

qui valor si aequalis ponatur assumto et utrinque per denominatorem 
1 — as— -as® + as® + as'— as'® etc. multiplicetur, reperietur terminis secundum 
potestates ipsius as disponendis omnibusque ad eandem partem collocandis: 
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0 = a; yi+a;*/’2+a!'/’3+a!* hx*J k f /;/k.[-a;‘"/’io+etc. 

- >“ >" >“ }«- }*"- }’9 

- fi- p- fi- /*- J]'~ fy- f » 

“}“ jf 1 "j" ^2*4" ^8*4' ^4“|” f ^ 

+ ./*H- /S-f /*8 


— — 2 *H !^4~ 5 f * * * 

Unde singulanim potestatum ipRitts s cowfliicitnitibtw tiihtlo aw|iiatiH wHiuitur 
fore 

A- 1, A, 

/2-/1+ 2, /7-./li+jV. -/a - 7, 

/3_/2+/l, + 

Ji _/3 +/2, / a - /■« + j -7 -J'i -1 2, 

/ 5 _/4 +/8 - 6 , }’10 -/9 +/« -!/■» 

atque indolem ilHns aeqnatiomi vel teviter attamieiiti patebifc «ii giiwratim 

Jn — A’* — 1) +/*(** — 2) — y*(#i — f»}— J (» — 7j +J\n — l*i) ' — lf>) — etc. 

hac progressione quovis casn eo««qu« contiuuata. doiiw j«?rv«»nhit«r iid suia- 
mas numerornin negatiToram. Ddnd© mi porHpiPnutii luitnt^roi fibso- 

Intos 1, 2, 6, 7 etc., qui in UMb formulin conBpicluntnr, vicnin tpiwre toralni 
JO; unde concluditar in caaibns, quibua pro J » in pr«igr»w«itme ilia roperfca 
occurrit terminus J{n~-n) sen Jo^ valorem oiua «Mnpc*r ipai numoro propo- 
sito n aequalem esse capiendum; sicque Imbotnr plena ar. porfocfca demon* 
stratio theorematis propositi, quae, cum pniotar treclationom Horiorum inflm- 
tarum per logaiithmos et differentialia procedat, ntiima qtiitlem n&tumli«, sed 
ob boo ipsum multo magis notabilii est aegUmanda, 





DE PROBLEMATIBUS INDBTEEMINATIS 
QUAE VIDENTUE PLUS QUAM DETEEMINATA*) 

Commentatio 253 indicis Enestkoemiani 

Novi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 6 (1756/7), 1761, p. 85—114 

Summarium ibidem p. 12—14 


SXJMMARIUM 

Argumentum huius dissertationis omnino est novum atque iusignem promotionem 
Analyseos indeterminatae, quae vulgo metliodus Diophantea appellari solet, polliceri vide- 
tur, siquidem summi Euleei vestigia premendo omui studio uberius excolatur. Primum 
autem accuratius hie defiuitam cernimus indolem problematum indeterminatorum, qualia 
quidem Diophantus pertractavit, quae vulgo perperam innumerabiles solutioues admittere 
videutur. Natura scilicet cuiusque quaestiouis ex sua ipsius indole potius quam ex sola- 
tione, quae initio nondum constat, diiudicari debet Ita dantur quaestiones nullam plane 
solutionem admittentes, quae tamen nihilominus ad indeterminatas sunt referendaej veluti 
si quaerantur duo cubi, quorum summa sit cubus, vel quatuor quadrata in arithmetica 
progressione. Postquam enim diu multumque in his solvendis fuerit elaboratum, turn 
demum agnoscimus nullam solutionem dari, quod autem non impedit, quominus istiusmodi 
quaestiones pro indeterminatis habeantur. Simili modo dantur etiam eiusmodi quaestiones 
indeterminatae, quae plures una solutioues non admittunt, veluti si quaeratur cubus, qui 
unitate auctus efficiat quadratum. Melius ergo probleinata indeterminata ita definiuntur, 
ut dicantur circa numeros rationales tantum ac saepenumero integros tantum versari. 
Ita si quaeri debeant duo biquadrata, quorum summa faciat quadratum, quaestio omnino 
est huius generis, cum radix quadrata ex summa biquadratorum debeat esse numerus ratio- 


1) Cf. quoque L. Euler, YdUstdndige AnleUmg mr Algelra^ St Petersburg 1770, Zweyter 
Theil, zweyter Abschnitt, Gap. 14; Lbonhardi Euleri Opera omnia^ series I, vol. 1. F. E. 
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Omnia problemata, quae in Analysi Diophantea proponi solent, esse 
indeterminata vel ipsa rei natura declarat; etsi enim plures eiusmodi quae- 
stiones occurrant, quae nonnisi unicam solutionem admittunt, veluti si quae- 
ratur cub us, qui unitate auctus faciat quadratum, cui quaestioni praeter 
cubum 8 alius nullus satisfacere reperitur, tamen ne tales quidem quaestiohes 
ad problemata determinata referri convenit, propterea quod methodus eas 
resolvendi tota ex ratione problematum indeterminatorum est petita atque 
casui potissimum singular! tribuendum videtur, si unica solutio tantum locum 
babeat. Quemadmodum etiam non desunt eiusmodi quaestiones, quae plane 
nullam solutionem admittunt, quae tamen nibilominus quaestionibus indeter- 
minatis recte annumerantur; ante enim quam certiores fuerimus fact! nullam 
dari solutionem, id quod operatio ususque methodorum demum declarat, eas 
pro indeterminatis omnino habere debemus nostramque investigationem perinde 
adomare, ac si infinita solutionum multitude daretur. Ita si quaeri debeant tria 
quadrata, quorum summa faciat septem, nemo dubitabit, quin haec quaestio 
indeterminatis sit accensenda, etiamsi deinceps investigatione peracta impos- 
sibilitas solutionis manifesto se prodat. 

Quando igitur hie de problematibus indeterminatis tractate constitui, 
quae plus quam determinata videantur, ne quis putet haec invicem pugnare 
fierique non posse, ut, quod indeterminatum sit, idem plus quam determi- 
natum videri queat, instituti rationem clarius exponi oportere sentio. Ac 
primo quidem nullum est dubium^ quin cuilibet quaestioni Diophanteab eius- 
modi insuper conditiones adiici queant, quibus ea non tarn determinata quam 
impossibilis reddatur. Veluti si quaestioni, qua duo quadrata petuntur, 
quorum summa sit quadratum, insuper haec conditio adiiciatur, ut eorundem 
quadratorum differentia quoque sit quadratum, quaestio, quae primum erat 
maxime indeterminata, hac unica conditione adiuncta fit impossibilis ideoque 
merito pro plus quam determinata habetur. Simili mode tria quadrata quae- 
rere in progressione arithmetica problema eat indeterminatum et innumera- 
biles solutiones admittens; statim vero ac quatuor quadrata in arithmetica 
progressione requiruntur, problema non determinatur, sed prorsus fit im- 
possibile et plus quam determinatum. 

Ex his exemplis manifestum est quaestionem indeterminatam per addi- 
tionem unicae conditionis reddi posse plus quam determinatam ideoque im- 
possibilem. E contrario vero dantur eiusmodi quoque quaestiones, quae iam 


Leoniiar0i Euleri opera omnia la Commentationes aritlimeticae 
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tot conditiones continent, ut unica nova conditione super addita pari iure ac 
commemoratae plus quam doterminatao fieri diibon^ vidonntur, tjuibus tamen 
nihilominus non una, sed plures saepo conditionos adiungi poasunt, ita ut iis 
non obstantibus infinitae adhuc solutiones exbibori queant; cuiusmodi cjisus 
ex hoc problemate clarissime intelligetur: 

Qmerantur tres nmneri, ut Mnorum produdum miilito teriio fiat quadraium}) 

Scilicet vocando bos tres numeros x, y, g requiritur, ut sit 

— quadrato, xg-j-y»m quadrate, -f a; — quadrate. 

Haec quaeatio tentanti, nisi singulaiia artificia adhiboantur, iam solute tarn 
difficilis apparebit, ut, si nova conditio super addorotur, de solutiono plane 
sit^ desperaturus. Si enim ponat xy + g^ aa, ut habeat g^aa — xy, ambae 
reliquae formulae quadratum efficiendae erunt 

aax — xxy -j- y et aay — 

qwurum prior™ si ponat _M, habobit quidoni at hoc valors 

in tertia substitute quadratum reddi debebit liaec expreasio 

X — - 2x aoihhxx — (of -j” 5* — -1“ aubbf 

quae certe iam est tarn complicata, ut omnem soluteris sollerMam requirat 
neque de novis conditionibus insuper adimplendis sit cogitandum. 

^ Interim tamen buic quaestioni has insuper conditiones adiicere licet, ut 

diXrseTT™ eorundem summa quoque faciat quar 


xy-jrx + y^n, xg + x-\-g,^n, + jg - □.*) 

. putaret his tribus conditionibus adiectis problema pro- 

tamer.pr 'I f aeterminatum ? Interim 

adeo in nn^T ‘ problema adhuc esse indeterminatem atque 

ad^n numens mtegris mfinitas solutiones admittere. 

quaes J TAN»av, quaa quaeatio est 

est quaestio (ed. Takneht, quae quaeatio 

obserratiooero ad hanc quaestiouem (of. ulm sfv '^«e eMam WmmTU 

p. 292. F. B. ^ 2 p* 61 hmm Tolummia), Onmrm d$ Fmrmat^ t I, 
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Quin etiam insuper hae conditiones adiici possunt manente solutionum 
numero et quidem in numeris integris infinite: 1“. ut summa productorum 
ex Mnis sit quadratum, 2®. ut eadem summa productorum ex binis una cum 
ipsorum numerorum summa fiat quadratum. 

Nec vero nunc quidem conditionum multitude exhausta est censenda; 
nam postulari insuper potest, ut trium quaesitorum numerorum vel unus yel 
adeo duo sint ipsi quadrati, et quidem integri. Quodsi autem omnes tres 
debeant esse quadrati, ne nunc quidem problema fit plus quam determinatum, 
sed infinitas adhuc solutiones, etsi non in numeris integris, admittit; ac 
fortasse adbuc plures conditiones addi possent, quibus quoque satisfieri liceret. 

En ergo problema, quod merito cuique plus quam determinatum videri 
debet; 

Invenire tres numeros integros x, y, g, ut sequentes formulae omnes fiant 
quadrata 

xy-\-s=U, xg-\-y=^, yg-\-x — Ll, 

xy-^x-\-y=n, xz-\-x-\- yg-\- y g=n, 

xy-Yxg-\-yg=\2, 
xy xz -f- yz -(- x y z = D, 

cuius simplicissima solutio sine dubio est 

i3; = l, i/ = 4 et ^! = 12; 

turn vero etiam sequentes solutiones in promptu sunt 


II 

2/ =12, 

II 

II 

9, 

CO 

II 

II 


;e = 33, 

X — 1, 

y = 24. 

z==m, 

II 

^ = 40, 

z = 60, 

x=‘4c, 

y = 33, 

z = 64. 


Verum si haec conditio insuper sit adiecta, ut ipsi tres numeri quaesiti de- 
beant esse quadrati, in fractis ecce has solutiones 

61 * 
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tinetur. Ostenditur scilicet, si quibusdam coaditionibus certo quodam mode 
satisfiat, turn simul aliis quoque conditionibus quasi sponte satisfieri, ita ut 
non opus sit calculum seorsim ad eas applicare. Ita pro quaestione exempli 
loco allegata, qua tres numeri x, y et 8 quaeruntur, ut couditiones prae- 
scriptae impleantur, porisma praemittendum ita se babet: 

Si quaeranfur duo numeri x et y, ut xy -{- x y fiat quadratum, puta = uu, 
atque tertius numerus s ita capiatur, ut sit s == \ -\- x y ^u, turn non solum 
Tiae formulae 

xs-{-x-^8 et ys + y + s 
fisnt quadrata, sed etiam hae 


una CUM istis 
et 

sponte fient quadrata. 


xy-j-z, X8 y et y 0 -\-x 
xy xz-\- ye 
xy xe -{■ ye -{• X y e 


Cum igitur buic uuicae conditioni, qua formula xy -}-x-^y quadratum 
reddi debet, facillime satisfiat, ope buius porismatis quaestio tarn multia con- 
ditionibus circumscripta, ut plus quam determinata videatur, nullo plane 
labore infinitis modis resoMtur et quidem in numeris integris, Ponatur enim 


xy X y = uu, 

et cum sit 

xy X y 1 = {do t){y -{■ V) = uu 1, 

pro uu tale sumatur quadratum, quod unitate auctum babeat factores; sit 
scilicet uu-\-l = mn et numeri problemati satisfacientes erunt 

X = m — 1, y = n — 1 et = m n — 1 ^ '2u. 

In buiusmodi igitur problematibus totum negdtium vertitur in inventione 
idoneorum illorum porismatum, quibus tota solutio ita contineatur, ut, statim 
atque aliquibus conditionibus Satisfecerimus, simul reUquas adimpleverimus. 
Cum igitur ratio talium porismatum a nemine adbuc sit explicata, si earn 
accuratius exposuero, non exiguum incrementum universa Analysis Diophantba 
inde accepisse erit existimanda. Tota autem borum porismatum ratio se- 
quenti lemmati per se perspicuo inniti videtur. 
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LEMMA 

1. 5i immti fuetini rnkm iilltmmm t , v, jr r#»-„ tmpmfmm |f«®0 

satisfiat emtmte fuwtmm qmtntmiMr Hhnm Htirmritm i/, .r efe, 

P, Q, P ete. dmmali fmrint ({umiUMen, ul i* s IF. ^ i IF, li j fF e(c, fiant 
^irata, turn iMm rakrUms jtru if, x Hr. mmmtk fimt qumim quantitates 
P, Qt E etc, g^raia. 

Eatio huius lemmatis »»t pro H!tori« j, »/, a* 

valores assmni poiiuntur, ut fiat IF*— F; kJtHajtit* ni /' i IF. i IF, H+w 
smt qmdmta, etiam tjimiiyt4iit4‘H P, H ijt>^iio »iiji iHifatsaa eat. 


COIKILLAWFM 1 

2. Formulae qtitKiuo /*, g, H f*f.r. rotitlenlur ♦nwiirata, 4 fuerint 
P4-«TF, R + y^V rto. liuadrafa. v«l gwiomliiia at btae 

expreBsiones 

,p+nw+t w\ g + 0 IF .f. q ir\ H -I r if q o if* 
fuerint quadrate. 

LDmi.AIMlIM t 

8. Tidreim argo etkm ni litterin £, y. ar i4c. talw aitaignali fueriut m- 
lores, ut flat W«»0, turn wfciatit ««»«♦» huiit*i gtnsoria fwniuilao PP + alf, 
QQd’^W, PP-ff JF etc. fieiit q«a4mlii- 

CimOLLAKIUM 3 

4. Quodii ergo aeqaatitmi IF-* 0 ififlijttt« dtvorak iiiodts aatisfiori queat, 
turn iisdem modis ormtei Intiua gwii^rw furiitiilw PP h uW, QQ^fiW, 
EM + yW etc. quadrate wHdanlur. 


OJBOLLARIFM 4 

5. Oum igitur nuineroa huiii»mtitli ftimiHlaniiu in inJlnitunt augort possH^ 
manifi^tma est^ quomodo ©tiam infinite© cwiitlitinm*# iiriwacrtbi |W8»int, quibus 
ommbus satisfiat, simuktqu© unieii© ftirwlitioni, acilicet iw»«{uati«ni lfF«*0, 
ftierit satisfactem. 
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COEOLLARIUM 5 

6. Simili modo hoc lemma ad ‘cubos aliasve potestates altiores quas- 
cunque extendetur. Si enim factum fuerit Tr== 0, turn quoque omnes huius- 
modi formulae P^+aTT fient cubi et hae P* + « TT biquadrata, et ita porro, 
quaecunque etiam quantitates pro P accipiantur. 

SOHOLION 1 

7. Eatio quidem huius lemmatis tarn est obvia, ut id nihil in recessu 
habere videatur; si enim P, Q, JR etc. cum W fuerint functiones quaecunque 
litterarum y, x etc. harumque valores quaerantur, quibus sequentes formulae 

PP+«Tr, QQ-]-^W, PP + yTTetc. 

fiant quadrata, statim utique in oculos incurrit his omnibus conditionibus 
satisfieri, dummodo haec una 14^=0 adimpleatur; verum plerumque ratio 
talis compositionis in formulis propositis tarn est occulta, ut difficillimum sit 
earn quantitatem W assignare, qua deleta partes residuae formularum sponte 
fiant quadrata. Quin etiam non adeo foret difficile hanc compositionem ita 
abscondere, ut eius investigatio iam per se arduum problema constitueret. 
Vicissim autem data aequatione W=0 operam baud inutiliter collocari ar- 
bitror, si formulae simpliciores investigentur, quae turn in quadrata abibunt; 
hoc enim modo plurima insignia et concinna reperientur problemata, quorum 
solutio erit in promtu, cuiusmodi est id, cuius supra mentio est facta. Hunc 
in finem aequationem TF = 0 talem assumi conyeniet, ut litterae z, y, x etc. 
in earn aequaliter ingrediantur atque inter se permutari patiantur; turn enim 
si PP eiusmodi fuerit quadratum, ut sit PP+aW quadratum, permutandis 
litteris z, y, x etc. in PP, unde prodeant QQ,BB etc., etiam QQ + §W et 
BB + fW fient quadrata. 

SOHOLION 2 

8. Duplex ergo hinc nascitur tractationis nostrae partitio; primam 
scilicet constituet litterarum z, y, x etc., circa quas quaestio yersatur, nu- 
merus, prouti duo yel tres yel plures quaeruntur numeri, qui datis conditio- 
nibus sint praediti. Alteram partitionem suppeditabit dimensionum numerus, 
ad quern litterae z, y, x etc. in aequatione TF = 0 assurgunt; quae aequatio 
cum ita debeat esse comparata, ut resolutionem admittat, nullius quantitatum 
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altior potestas quaiii HecimdH <Munirr!*r«‘ ijiiiii ulitj.juiii nmtilutio in 

numeris rationalibus nbwilvi lutn ptwHct. yuurt* ftjriiiH atapuitionis 

Tf-^O, quam hie tractabimus, erit 

0 ««. a 4* 4“ y + "f" ‘da,) 

+ y(s(y + 4 ” + ‘dr.) f (t(£a 4 y 1 / xx f <*ta.) 

syy + gis ixx [• | da.) 

4- Jj(«W + 4 4 ‘dr.) -I' I' iyi/j- f tda.) 

quandoquidem numeri m, j/, r «tc. in m *b*bi*nt parimitahilnH. Secundum 
hanc duplicem ergo partilioinnn H<H|ua«tia prultb'iuafu cwifiniiploinur ab iis 
mchoaturi, in qiiibns dno mimeri g et y c|it}w«ri*inli |}ni|iomuitttr. 


PEOBLKMA I 

9. Prc^oal^a Me rr^dmida 

a 4’ ff) 

invwire fofwuias qune per tim mMuniur t/uadr(dtt. 

BOLlJTiCI 

Cum huic aequatitmi aatiefnetum, iiiiinifcBtum est 

simul hanc fonnam generalew 

PP 4“ A/f— a 4- 0(0 4 

fieri quadratum, quaeconque quantitatw pro P of- *¥ nfcipinritur. Quia jS 
evanescere nequit^ ponamut ^-bI, tit intiT y et b hiiw; aulwistat relaMo 
y 4- K •» » sitque 

PP 4- M(0 + #—.(«)«» {{tiiulmtti, 
unde sequeutea caiu« notata dipioi ffo!miiiu«, 

I. Sit JT- 2; erit 

PP 4 * 2 'y 4 " ~ i*<i •» tnutelrafii. 
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Capiatur P=y — 1 ; erit 

1) «/«/ + 2^! + 1 — 2a = □ 

et pernmtatione facta 

2) -\-l — 2a == □ . 

Capiatur P=y z — 1 ; erit 

' 3) {y + zf-\-\ — 2a=n. 

Capiatur P=y — ^ + 1; erit 

4) (2/-^)^ + 42/ + l-2a = D, 

5) ( 2 / — + 4 ^ + 1 — 2a = □ . 

II. Sit M == — 2, unde 

PP — 2y — 2^f + 2a = quadrate. 

Capiatur P=y \ seu P = £! + 1; erit 

6) 2 /t/ — 2 + 1 4- 2a = □ , 

7) zz — 2y-\-l-\-2a=n. 

Capiatur P = y s 1’, erit 

' 8) (2/ + ^)^+l + 2a==n. 

Capiatur P = y — ^ + 1‘, erit 

9) {y — if — 4«!4-l + 2a=D, 

10) {y — zf — 4:y-^l-\-2ar=n. 

III. Sit M — 2n, unde 

PP + 2ny 4- 2«^! — 2»a = quadrate, 
atque non solum formulae praecedentes, sed infinitae aliae orientur. 

Capiatur P = y — n et P = z — w; erit 

11) 1 / 2 / + 2«4! 4 — 2«a = □, 

12) zz -\-2ny nn — 2«a=n. 

Capiatur P = y — 2n et P = z — 2«; erit 

13) yy — 2ny -\-2nz Ann — 2na=U, 

14) zz — 2nz -\- 2ny Ann — 2«a=D. 
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Capiatur P » j/ + 1* — w; erit 

_]_ _|-. nn — 2nfl “ U . 

Capiatur P « ^ 4- ^ 2«', erit 

IQ'j ^y _|_ gy — 2 «(|/ -f" H" 4 «« “ *“* ^ ‘ • 

Capiatur P ■» 1/ — <2 — erit 

(^y — gy 4 f 4 ^ 4 “ — 2 «rt "•» I 1 » 

0 y __ gy 4 . 4 eny 4 " ~ • ■ • 

IV. Sit — unde 

pp™. jty _™ yg 4- tty — quadrat^j. 

Capiatur P — .v; ©rit 

19) — ?/» 4- ay — n , 

20 ) —yg + an^^U, 

Capiatur P— j/— gO; erit 

21 ) — 4 " 4 ^ • 

Capiatur P — |/4-^J erit 

22 ) m + |//?4-®^""D» 

23) 2/J/4-P4' CJ. 

Capiatur P •« 3/ 4* J** — ■j’®* 

<* * * 

24) 00 + yp -{■ -g — I’ a j> 4- ja “ D • 

25) 1/3/ + ^0 4- I 4*^ + i« r 1. 

V. Sit .¥— — 1! — ^, und© 

pp — . (1^ ^ gy -j- a^y 4- j) «« quadrato. 

Capiatur P—3/4'«; erit 

26) ay-\-ag’^ □, 

Capiatur P««|/4-« — a; erit 

27) aa- © 3 / 


97 — 98 ] 


QUAE VIDENTUE PLUS QUAM DETEEMINATA 


411 


Capiatur P^y — erit 

28) — 4y0 + a(2/ -1- ■®) == □ . 

Capiatur P=y — 2 — yaj 

29) — iyz ■\-'2,a2 ~aa=U, 

30) — Ays -\-‘iay-\-.^aa—'L\. 

Capiatur P=y — \a', erit 

31) — ss — "iys -{• as ^aa = \2, 

32) — yy — "iys ay ^aa^U. 

VI, Sit M—{y-\-^-\- ®)j unde 

PP + («/ + sy — aa = quadrate. 

Capiatur P^ys — 1; erit 

33) yyss + ^2/ + + 1 — act — □ . 

VII. Sit M — n(y + ^( + u)j unde 

PP n(y sy — naa = quadrate. 

Capiatur P=ys — n; erit 

34) yyss-\-nyy -A-nss-A-nn — naa^U. 

Vm. Sit M={y s-\- a){y ~s-\- a){s — y -\-a), unde fit 

PP — y^ — / — a'^ + '2yyss + 2aayy + 2aass = quadrate. 

Capiatur P = yy — ss; erit 

35) 2yy + 2ss — aa = □ . 

Capiatur P = yy ss aa) erit 

36) yyss + aayy + aass = □. 

IX. Sit M=b{y-Ps-\- a)(y — s-\- a)(s — y + a), unde fit 

pjP-Sy^—Ss^—Ba^-j-Qyyss-i-Qaayy-A-Qaass^qn&dLVSito. 
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Capiatur P's® 2?/t/ + 2« + 

37) 14{(«f/;/ 1 hU(ii£: j- 

Capiatur + 

38) 4- / 4- fl* + 14f f — 2afl|/.¥ 'JiunMs -• I i , 

39 ) 4. / 4- H* .- )lyiisz -|™ ‘Intm •«•. ! I , 

49) f M«fU4 u 


[98-99 


X. Sit generaliua IK'/ '}• *"'}•«)(*/ .V •}•«). wnde fit 

pp„-(^}i~- 1)(|K4" /+ «*-- ■— 2rt«i/!/ ■ 'dita:£) <— quiulrato, 

Capiatur P n(yy 4" 4* ®®)> 

41) ,^ 4 . / 4 . a'‘4-2(2t}M — l)(t/|/5-’ } «««/«/ •}• — ! I. 

Capiatur P — n(yy + «/*)? 

42) j/*4- 1*+ a*-l- ‘i(2w« -- 

48) ?/*4- /+ -f I'luu*/*/ — 2«««^ <-* ! i* 

44) y^-\- ^+a*---2yyis | - I'piuir^— 11. 


COKCLLAIIJUM I 

10. Ex his satis iut«lltgitur intlnitus (*xhil>tn*i powi' farrmiliiH, qiuw omnes 
per eandem relationom iUHiimtioni* y ■[• # *- « itj i«HrH‘rfw quadrates 

abeaui Quotcunqi© ergo ftmiiula© |»r»»|Ktn)isiittr a4 quadmta reducendae, 
dummodo illae iu his erutis ctmtinaantiir, ijuitiihus siutul salialiet ptmeado 

3/ + i?— «. 


COEOIiiAlUlIM 2 

11. Ita si a 8it"»l, nociuentibuR fi)rn«di« wniuihus 
yy ■}• i 0 <^Q, yy y -j- M LI, y ■[■ <2 •* h .f •"•■ y* *** < L M 4’ •" Uj 

«--<r4' !/■" Clf (f + «)*-" 1 — tJ, S’-^its^lK yya yy f 00 

2yy + 2.?^ I •** I 1 

satisfit ponendo f + « — l sow f'»l — 4 . 
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COEOLLARIUM 3 

12. Imprimis Me notanda est forma 

yy88 + yy-\- zz, 

quae in quadratum transit, si capiatur y = 1 — z vel magis generaliter 
y — + l:^z. Solutio haec apud Diophantum freqnentissime^) occurrit, euins 
fundamentum in porismate quodam constituit, pluraque aflPert problemata, 
quae eius beneficio resolvuntur. 

COROLLAEIUM 4 

13. Simili modo haec forma latius patens 

yyzz aayy -\~ aazz 

redditur quadratum ponendo y — + ^ i -A-tque haec eadem positio facit 
etiam hanc formam 

yyzz + nyy -|- nzz nn — naa 

quadratum, quicunque numerus pro n assumatur. Unde si a = 1 , haec forma 

yygg nyy nzz -{■ nn — n 

sive haec 

{yy -\-n){zz-^ n) — n 

fit quadratum ponendo z = y±il. Quod etiam est insigne porisma Diophanti. 


SCHOLION 

14. Omni attentione utique dignum est, quod tarn levi opera pluribus 
conditionibus simul satisfieri possit, cum quaelibet conditio peculiarem ope- 
rationem exigere videatur. Quin etiam hie eiusmodi formulae occurrunt, 
quae, si solae proponerentur, per methodos consuetas nonnisi difficulter 
resolvi possent, cuiusmodi est haec [formula 37] 

2^* _[_ jg* _|_ ct* _|_ I4:yyzz + Uaayy + Uamn = quadrato, 

^ ^ 

1) Of. exempli gratia quaestionem XV libri III et qiiaestiones III— V libri V Diophanti 
Arithmeticonim (ed. Tannery); vide notas p. 402 et 404 huius voluminis. P. R. 
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cuius solutio, si more consuoto tontetiir, non tmiguis tUfiiculfatibua implicata 
deprehenditur;^ ex quo, ai praetoreu aline conditiomm praescriltuntur, quibus 
simul satisfieri oporteat, quaestio non immerito plus quam deLerm'inaia ac 
vires Analyseos transcendens videri debot. t'ontiiiotur ergo in ovolutione 
huius problematis iam poriama nmpliHstimmi. quod in Armlyai Dkji’hantea 
summum liabet usum; quod cum iiaturn ait ex poaitititM* HirnpliciaKima ^-| 

ita lormulae magis compositae noa ad profundiora ac mugis recomliltt noriH- 
mata manuducent. 


PROBLIMA 2 

16 . Broposiia hoc aegmtioM rmhmda 

— a(l/ 4- 4f) -f 6 — 0 

immire fomiilw mtabUicree, gme per am raoMimm. reddmtur qmdralct. 

SOLDTIO 

haec 'C 

JPP ]k£(^y $ •*>««- u(y |si^ 

evadet quadratum, cuius ergo species notabiliores evolvamus. 

I. Sit Jf = 2, ut habeatur 

PJP + 2 y 0 - 2a{y + «) + 2& - quadrate. 

Capiatur P = y — g eritque 

1) 2/2/ + ' 2a(y + ^f) 4- 26 -« □, 

Capiatur P^y — g^a; erit 

2) 2/2/4-«^ — 4o^! + 26-|-(ia-«a, 

3) 2/2/ + ^'^ — 4oy-{-26 + aa -=n. 

II. Sit Jif= 2, ut habeatur 

PP- 2y, + 2a(j, + ,) _ 26 _ quadrato. 
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Capiatur P = y z] erit 

4) yy 2<*(2/ + ■®) — 2& = □ . . 

Capiatur P=^y z — a; erit 
h) yy -\- zz -\- aa — 26=n. 

III. Sit M=2n, ut habeatur 

PP + 'inyz — 2na{y + ^) + 2«& = quadrate. 

Capiatur P = yz — n; erit 

6) yyzz — 2^^a(^ + 4 ?) + 2»^& + %« = □ . 

Capiatur P = y z na; erit 

7) yy zz 2(n l)yz -{■ nnaa -{-2nb = O. 

IV. Sit M=yz a{y z) — h, ut habeatur 

PP -f yyzz — aa(^ + + (^ — + a(6 + ^)iy + ^) — bh — quadrate. 

Capiatur P = m(y z) n, ut sit 

yyzz + (mm — aa)(y + z)^ + (& — Ti)yz + 2mn(y + 4!) + nn 

a(b z) — == □. 

Fiat mn == — 2(ot?w — aa) -)- & — }i= 0 sive n = — wiw — b) 

et h = b 2(mm — aa); erit 

8) yyzz + (mm — aa)(yy + zz) + (bb + — 26)(aa — mm)) = □. 

COEOLLAEIUM 1 

16. Hinc in aequatiene canenica yz — a(y -j- 4 ;) + 6 = 0 litterae a et 6 ita 
determinari pessunt, ut haec forma 

yyzz-\r cc(yy zz) 

fiat quadrat um. Capiatur enim mm = aa-\-cc et fiat bb-\- 2bcc — aacc = 0 
seu b — — cc + cy (aa cc). Quare pro a eiusmodi sumatur numerus, ut 
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aa + cc fiat quadratum, tumque erit 

2/^ ~ 0(1/ — CO - 1 • (’ (a« -f- co) »« 0 

sive 

{y — a)(« — a) — aa 4* cc 4: c V (a a -}~ ec). 
It vero hinc conficietur 

y(yy^0 + ccyy 4. cczs) — (y 4~ ^((tn -j- •• 


ae. 


COROLLAMUM 2 

^ 17. Ad formam ergo yym ccyy -j - ccmm quadnitum reddeiidam sumatur 
pnmum numerue a, ut |/(aa4-ce) flat rationale, eritque turn 

d:5 ]/(«» d- ro) 

y-a"" 

Haec autem aolutio simnl praecsedentem eiusdein forma© in se complectitur 

** infimtum; tnm enim oritur j; — — 4- c, omnino ut ante, 

ideoque haec solutio latius patet quam ilia. 


COROLLARIUM B 


f ^ nulla limitatio flat, ita ut aequatio proposita 

y, a[y-^g) + i >^0 generatim valeat, ea etiam hoc modo referri potest 


{yy + mm ™ aa) 4- mm - aa) - „ ^,,^,,^0, 

Quare posito mm~aa^p et h +p ^ m-^V(aa haec aequatio 

(yy + jj) (w +i)) — FF + p 

resolvetur hac determinatione 


y^ — ^iy + 0 ) —p 4- y{aa 4-jp) — 0, 

dummodo pro a teJig aocipiator nuiaeruB, quo aa+p fiat quadratam. 
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COEOLLAEIUM 4 

19. Si statuatur = g seu h = — p g[V{aa p), ut sit 

yz — a{y + e) —p + q^y{aa + f) = 0, 

hac determinatione, si modo aa-\-^ fuerit quadratum, satisflet huic conditioni 

{yy + j>) + J5) = yy 

erit autem F= ( 2 / + -®') V{aa + j^) — ag. 

COEOLLAEIUM 5 

20. Hinc si dato numero quaerantur numeri y et g, ut fiat 

{yy +i>) = quadrate, 

posito g = 0 huic conditioni satisfiet statuendo yis — a{y-{-is) — p = 0 existente 
aa-\-p numero quadrate. Seu sumatur [y — d)(g — a) = aa-\-p, unde, si 
aa -{-p in factores resolvatur, commode ambo numeri y ei s definiuntur. 

COEOLLAEIUM 6 

21. Si sit a = 0, forma (8) fiet 

yyzz + mm(yy + 0 z) ~hb — 2mmh = □, 

quae conditio ergo adimplebitur bac aequatione yz-\- 1=^0. Facto ergo 
I = — 2mm ista formula 

yysz + mmyy -j- mmzz 

reddetur quadratum sumendo yz = 2mm, quod quidem per se est manifestum. 


PEOBLBMA 3 

22. Proposita aeqmtione resolvenda 

yy HZ — 2nyz — a = 0 

invenire formulas notdbiliores, quae per earn redduntur quadrata. 

Lsionhardi EuLBiti Opera omnia I2 Commentationes arithmeticae 
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SOLUTIO 

Ilinc ergo ista forma generalis erit guadratum 

PP + M{yy + — 2ny$ — a) » quadrato* 

I Sit Jf=»~i et P-« 2 / + «; erit 

1 ) 2 (n + l)j/^r+a«a, 

2 ^ % {% 1 ^ y ^ ^ tsM Q ^ 

n. Sit ilf ■■ jw et P mm yg ^ mn] ©rit 

3) yy 0 iii + myy + mee — «« 4 . mmnn « O . 

III. Sit M"m2ny0 ©t P««>«2w^#; erit 

4 ) ^ny 0 (yy + gg) _ 2 nay 0 «. □. 

IV. Sit M-^~.gg et — + 

5) (nn — l)yy 0 g 4 . nayg + — oa — □ . 

w * 


OOEOLLAEIUM 1 

23. Si ponamus a^mnn, pervenimus ad hanc foimiam 

-i- myy -j;- mgg, 

quae ergo reiditer .,uadratu» pe, herro aequationem 
imde St — 2»g» — mK« — 0, 

Quare pro y talis numerus assmni debet 0+ /•«« .. 

. ™ ('»> -l)n+mnn Bat quadratum. 


t) *i. pd™.p. P-„ + „p,+ . ,, 


E. 
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COEOLLARIUM 2 

24. Quoniam Me numerus n arMtrio nostro relinquitur, sumatur talis, 
ut nn — 1 prodeat quadratum; sic enim commodissime forma 

{nn — '^yy 4* WMn 

ad quadratum reducetur; capiatur scilicet n = 

SOHOLION 

25. Hisce formulis, quae duas indeterminatas involyunt, fusius non im- 
moror, quoniam ex allatis perspicuum est, quomodo huiusmodi formularum 
investigationem in infinitum extendere liceat. Pergo ergo ad tres indetermi- 
natas, uM plurima egregia porismata occurrunt, quorum praecipua Me expli- 
cabo. 

PEOBLEMA 4 

1* 

26. Proposita Jiac aequatione resol/venda 

a = a> y z 

definire formulas notaUliores, quae per eius resoluUonem quadrata redduntur. 

SOLUTIO 

Quadratum ergo generatim erit baec forma 

PP M(x + y z — a). ' 

Sit M = 2n, ut fiat 

P P “p 2fi(x -f- y ”1" 2n a = C-l ► 

Capiatur P = x — n; erit 

1) xx-{- 2w(^-f z) -t" nn — 2na— ' 

2) yy-\-2n{x-\-z)-\- nn — 2na = \2, 

3) zz -^-^rtix :\-y) nn — 2na = {2. 
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Capiatur JP x y — tv, ©rit 

4) (« + 3/)* 4- -j~ ww — 2na IJ, 

5) (x + + 2«y + «n — 2na — U , 

6) (y 4“ £!)*4' 2wa; 4- wn — 2na «» □. 

Sit M~^2nxy et P xy — nx -- ny \ erit 

7) xxyy 4- 2myg + nnxx 4- nnyy 4- 2 «(» - a)^i/ « ! J , 

8 ) xxeg 4- 2nxysi 4- nnxx 4- nngg + 2 »(# — a^xg 

9) yyn 4- 2nxyg 4- nnyy 4~ nngg 4- 2n(n — a)yg — ij. 

Sit M‘=- — (^a-i-x + y + g) et P— + erIt 

10) aa — 4xe -~4y0-«^O, 

11) aa-~4xy~4y0^>mO, 

12) aa~~4xy — 4x0«^U. 

Sit M-== — n(a 4- a; 4- 3/ 4 " *) ©t P xy S0 ys u; ©rit 

13) (xy 4- 3/^* 4" y0) n(xx 4> 4- 00) 4“ 4- fixa « □ . 

COBOLLAEIUM 1 

27. Sit «-.2a et o-i atque his conditionibua 

**4-2/4 - (»4‘|/)*4-«-rj, 

2 / 2 / -f a; 4 - (i» 4 " ^)* 4 ' f 

4 - a: 4- 2/ (3/ 4* ^)* 4* a? « O 

satisfiet ponendo » 4- y 4. ^ 1 . 

COBOLLAEIUM 2 

28 . Sit n « 1 « o atque his conditionibus 

xxyy 4. 2xy0 + xx-{- yy ^ 

XX00 4. 2xy0 -{-xx-\- eg — □ , 

yy00 -f 2xy0 4. yy j^ ee 
satishet ponendo x-Py-[.e^l, 


[iOC-lo? 
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COEOLLARroM 3 

29. Sit a = 2 atque Ms conditionibus 

1 — xz — yz=\2, 
l — xy — yz=0, 

1 — xy — a;^! = □ 

satisfiet ponendo x-\- y -{■ z = 2. 

PEOBLEMA 5 

30. Prcfposita hoc aequatione resolvenda 

xy xz yz a(x + 2/ + ^) + ^ 

definire formulas notabiliores, quae per eius resolutionem redduntur quadrata. 

SOLUTIO 

Erit ergo in genere haec formula 

PP + + xz-\-yz — a{x -\- y z) — J) = quadrato. 

Sit Jlf = 2, ut habeatur 

PP + 2 {xy -^-xz-^- yz) — 2a{x -\- y z) — 26 = quadrato. 

Capiatur P=x-\-y-\-z-{-a', erit 

1) XX yy zz A:(xy -{-xz-]- yz) aa — 26 = quadrato. 

Capiatur P = x -{■ y — z -{■ a‘, exit 

2) XX -\- yy zz -\- ixy — iaz-\-aa — 26 = n, 

^ XX yy zz ixz — iay-i-aa — 26 = n, 

4^ XX -{- yy zz -[■ iyz — iax -i- aa — 26== D. 
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cuius solutio, si more consueto tentetur, uon exiguis difficultatibus implicata 
deprebenditur; ex quo, si praeterea aliae couditiones praescribantur, quibus 
simul satisfleri oporteat, quaestio non immerito plus quam determinata ac 
vires Analyseos transcendens videri debet. Oontinetur ergo in evolntione 
huius problematis iam porisma amplissimum, quod in Analysi Diophantea 
summum habet usum; quod cum natum sit ex positione simplicissima si-\-y = a, 
ita formulae magis compositae nos ad profundiora ac magis recondita poris- 
mata manuducent. 

PEOBLEMA 2 

16. Pr&posita hac aeqmtione resolvenda 

yn — a{y -{-i = 0 

inv&niTC foTMulos notdbiliorcs, qucii6 p&f 6ius TesolutionsM rcdduntuT quadrafa. 

SOLUTIO 

Sumta relatione inter numeros y et ^ ex bac aequatione y 0 —a(y d) -\-h = 0 
baec forma generalis 

PP + M{y 0 — aiy + ^f) + &) 

evadet quadratum, cuius ergo species notabiliores evolvamus. 

I Sit Jf = 2, ut babeatur 

PP + 2yz — 2a(y + + 2& = quadrate. 

Capiatur P =-y — e eritque 

1) yy -{■ — i) -\-2'b =n. 

Capiatur P=y — o,', erit 

2) yy + ez — 4o« + 2& + «»=□, 

3) yy zz — 4,ay 2b aa = H . 

U. Sit if = — 2, ut babeatur 

PP—2yz + 2a(^ z) — 2h = quadrate. 
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Capiatur P — y 8‘, erit 

4) y y "1” ^ ^ ”i~ ^ ^ ( 2 / ”1” ^ ^ D • ■ 

Capiatur P=y-{- 2 — a) erit 

5 ) yy 22 aa — 'i'b^U. 

TIT. Sit Jf==2w, ut habeatur 

PP 4 - ’iny 2 — 2wa(«/ + -s!) + 2w& = quadrate. 

Capiatur P=‘y2 — n; erit 

6 ) yy 22 — 2 nchi^ ^ "4“ nn = CH . 

Capiatur P=y 2 + na) erit 

7) yy gg -\-'i{n-{-V)y 2 -\- nnaa ■\-‘2,n'b ==n. 

IV. Sit M=‘y 2 -\-a{y-\- 2 ) — h, ut habeatur 

PP -|- yy 22 — ( 20 /{^ (p — T^y^ “H ^(p "f" = quadrate. 

Capiatur P = m(y 2 ) n, ut sit 

yy 22 + (mm — aa)(y + — ^)ys + 2mn(y nn 

+ a(6 + ^)(2/ + ^) — hh^n. 

Yi?it mn = — ^a(p et 2(mm — aa) + ^ — ^=0 sive n=-^(aa mtn b) 
et h = h-\- 2(mm — aa)\ erit 

8) yy 22 + CL(i){$y + "f" — 2b)(aa — mmj) = □. 

CGEOLLAEIUM 1 

16. nine in aequatiene canenica y 2 — a(^ + ^ ^ litterae a et & ita 

determinari pessunt, ut haec ferma 

yy22 + cc{yy + 22 ) 

fiat quadratum. Capiatur enim mm — a/a-\-cc et fiat bb-\-2hcc aacc — 0 
sQxi b = — cc + o'V{aa-\- cc), Quare pro a eiusmodi sumatur numerus, ut 



416 


DE EROBLEMATIBES INDETERMINATIS 


[102—103 


aa -{- cc fiat quadratum, tuinque erit 

1/0 — a(^ -t 0 ) — cc + cy (aa-j-cc) 0 

give 

(«/ — a )(0 — a) = aa -j- cc + cV (aa + cc). 

At vero hinc conficietur 

y(^p00 cci/^ -i- CC 00 ) = ( 1 / -i- 0)V(aa cc) — ac. 


COEOLLARIUM 2 

17. Ad formam ergo yy 80 -\- ccyy ccze quadratiim reddendam sumatur 
primum numerus a, ut y(aa + cc) fiat rationale, eritque turn 

at/ + cc ± c ]/(«« + cc) 

Haec autem solutio simnl praecedentem einsdem formae in se complectitnr 
casu, quo a capitnr infinitum; turn enim oritur 0 = — 2/dzC, omnino ut ante, 
ideoque haec solutio latius patet quam ilia. 

COEOLLARIUM 3 

18. Si in forma (8) nulla limitatio fiat, ita ut. aequatio proposita 
yg ^ a(y 0 ) -i-h = 0 generatim valeat, ea etiam lioc modo referri potest 

(yy mm — aa) (00 mm — aa) — — (mm. — aa -j" &)^ = quadrate. 

Quare posito mm — aa=p et b -\-p == m = y(aa +p) liaec aequatio 

(yy ■\-p)(^s -\-!P)=='^y 

resolvetur hac determinatione 

y0 — a(y-\-0)—p■^ry(aa+p) = ^, 

dummodo pro a taEs accipiatur numerus, quo aa -\-p quadratum. 
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COEOLLAEIUM 4 

19. Si statuatur ^^==2 seu 'b = —p-{-q'V{aa-\-p), ut sit 

yz — a{y + s)—p + qV{aa + p)==0, 
hac determinatione, si modo aa-\-p fuerit quadratum, satisfiet huic conditioni 

{yy+p){^!‘+:p) = yy+pm', 

erit autem V={y d) y(aa +p) — aq. 

COEOLLAEIUM 5 

20. Hinc si dato numero p quaerantur numeri y et 0 , ut fiat 

( 2 / 2 / +jp) = quadrate, 

posito q = 0 huic conditioni satisfiet statuendo y 0 — a{y-{- 0 ) — i» = 0 existente 
aa+p numero quadrate. Seu sumatur {y — a)[0 — a) = aa p, unde, si 
aa-\-p in factores resol vatur, commode ambo numeri y ei z definiuntur. 

COEOLLAEIUM 6 

21. Si sit a = 0, forma (8) fiet 

yyzz + mm{yy + 00 ) — hb — 2mmh = □ , 

quae conditio ergo adimplebitur bac aequatione yz-j- 1 = 0. Facto ergo 
b = — 2mm ista formula 

yy 00 -f- mmyy + mmzz 

reddetur quadratum sumendo yz = 2mm, quod quidem per se est manifestum. 


PROBLBMA 3 

22. Proposita aequatione resolvenda 

yy 00 — 2 ny 0 — a = 0 

invenire formulas notdbiliores, quae per earn redduntur quadrata. 
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SOLUTIO 

Hinc ergo ista forma generalis erit quadratum 

PP + M{yy -{-.00 — 2ny0 — a) = quadrato. 

I. Sit — 1 et P==i/ + if; erit 

1) 2(w + l)^^ + a'= □, 

2) 2 (% : — 1) 1/4! -f- ft = n • 

II. Sit M=m et P=y0-{-mn-, erit 

3) yyis0 -{- myy -{- 'm00 — ma -{- mmnn = D . 

III. Sit M= 2 ny 0 et P==2ny0; erit 
<i)2ny0{yy-{-00) — 2nay0=n. 

JY.SitM= — 00etP=== — 00-{-ny0-{-Ya^)>^'^^ 

6 ) {nn — l)yy00 -{- nay0 -]r -^aa’= u. 

COEOLLARIUM 1 

23. Si ponamus a = mnn, pervenimus ad hanc formam 

yy00 -\- myy m00, 

quae ergo redditur quadratum per hauc aequatiouem 

yy -\- 00 — 2 %i/ 4! — mnn = 0 , 

uude fit 

0’==ny +^y(^(^n — X)yy -{r ninvi). 

Quare pro y talis numerus assumi debet, ut {nn — t}yy + mnn fiat quadratum. 

l) Editio princeps (atque etiam Comment, aritkm.y. P—gg-{-nyg-{--^a. Correiit F. E. 
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COROLLAEIUM 2 

24. Quoniam Me numerus n arMtrio nostro relinquitur, sumatur tails, 
ut nn — 1 prodeat quadratum; sic enim commodissime forma 

{nn — + mnn 

ad quadratum reducetur; capiatur scilicet n = 

SOHOLION 

25. Hisce formulis, quae duas indeterminatas involvunt, fusius non im- 
moror, quoniam ex allatis perspicuum est, quomodo huiusmodi formularum 
investigationem in infinitum extendere liceat. Pergo ergo ad tres indetermi- 
natas, ubi plurima egregia porismata occurrunt, quorum praecipua Me expli- 

Cctl30* 


PEOBLEMA 4 

26. Proposita hoc aeqmtime resolvenda 

a — x-\-y-\-z 

definire formulas notahiliores, quae per eius resolutionem quadrata redduntur. 

SOLUTIO 

Quadratum ergo generatim erit baec forma 

jP P -|- (x — j~ y -)- z — u]. 

Sit M = 2^^, ut fiat 

PP 2n{x y z) — 2Ma = □ , 

Capiatur P — x — «; erit 

1) XX 2n(t/ z) nrb — 2na = □ , • ’ 

2) yy + 2w(a; -1- = □, 

3) z z 2n(x y) nn — 2na=C\. 
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Capiatur P = x-\-y — n) erit 

4 ,^^ (^x-{- yy+2nz ~\-nn-~2na==0, ■ 

5) (/g 4- — 2wa = □ , 

Qy (^y ^ sf-{.2nx + nn — 2na=-D. 

Sit M = 2nxy et P=xy — nx^ ny; erit 

7) xxyy + 2nxye + nnxx + nnyy -\-2n{n a)xy=‘ □ , 

8) xxss + 2nxys + 'nnxx + 'nmz 4* 2n{n d)xs — □, 

9) yyzz + 2nxyz + nnyy + nnsz + 2n[n a)yz = □ . 

Sit M= — {a-\-x + y-\-z) et P=x-\-y — s-, erit 

10) aa — i:xz — 4:yz == D , 

11) aa — Axy — Ayz = □ , 

12) aa — 4:xy — 4:XZ = □ . 

Sit M = — n(a^x-^y + z) et P^^xy + xz + yz + n; erit 

13) {xy ■\-xz-\- yzy — ni^x -f 2/3/ + ^^) -\-nn-\- naa = □ . 

OOEOLLAEIUM 1 

27. Sit w = 2a et 0 = -^ atque Ms conditionibus 

xx-\- y -{■ vY ^ 

yy X z = “H "t" 3 / ~ Q > 

zz + x-\-y=^U, (i/ +«!)“+ 03 = □ 

satisflet ponendo x-\-y z = ^- 

COROLLIEIUM 2 

28. Sit4i = 1 = a atque Ms conditionibus 

xxyy -\-2xyz -{■ xx-\- yy =\-\, 
xxzz -\-2xyz XX ^ t 
yyzz + 2xyz -{-yy = U 

satisfiet ponendo a; + ?/ + ^ = !< 
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COEOLLARIUM 3 

29. Sit a = 2 atque Ms conditionibus 

\—xs—yz=^n, 
l — xy — yz=n, 
l~xy — xz—U 

satisfiet ponendo x-\- y -{■ s = 2. 

PEOBLEMA 5 

30. Prqposifa hoc aeguatione resdlvenda 

xy-{-xz-\- ys ==. a{x -{■ y ^ -\-l 

definire formulas notabiliores, quae per eius resolutionem redduntur quadrata. 

SOLTJTIO 

Erit ergo in genere haec formula 

PP + M(xy -{-xz-{- yz — a(x -{- y z) — 6) = quadrato. 

Sit M = 2, ut habeatur 

PP -1- 2(xy + + 2/^) — ' 2a(a! -\-y -j- z) — 2b — quadrato. 

Capiatur P=x-{-y-]-z-\- a] erit 

1) XX yy -\- zz -Ar 4(a;y xz-{- yz) -^aa — 2J === quadrato. 

Capiatur P=x-\- y — z-\-a‘, erit 

2) XX yy zz -{- 4:xy — i.az aa — 2&=D, 

3) XX yy zz A:XZ — 4^ay-\-aa — 2b = 0, 

4) XX yy zz -{■ iyz — 4«a: + ua — 26 = □ . 
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Capiatur P — x — y] erit 

5 ) xnc yy + 2{x y) 8 — 2a{!x: + tj ^i) — □, 

6) xx + 88 2{x + 8)y — 2a{x + — 2& — □ , 

7) yy + 88-\- 2{y 8)x — 2a{x + it/ 4- 2& ==> □ . 

Sit M^ — 2 et p=^x-\-y + 8 — a; erit 

8) ico; + 2/2/ + + 2& “=■ D- 

PROBLEM! 6 
31. Proposita hoc aequatione 

XX yy 88 2xy + ■4' Hh ® 

definire formulas mipliciores, gum per eim resoMtmem (jmdrata reddmtur. 

SOLUTIO 

In genere ergo haec formula erit 

PP + M{xx + yy -{•gg — 2xy •— 2x8 2yg — a) — quadrate. 

Sit Jf = — 1 ac ponatur P — • a; +• ?/ 4* ^5 

1 ) 4sXy + ^^8 4 - + fl — □ . 

Sit — 1 et P »=» » 4* 2/ “ 

2) 4cxy -j- a “ t—i) 

3) ix8 +«■=“ Df 

4) lye + »=—□. 

Sit M= — 1 et Pmmx — 2/> orit 

5 ) a 2(x -{■ y) 8 ~ 88 

Q) a-]- 2{x+ 8)y — yy’=m D^ 

7) a 2(p -{• 8^x — XX =^0, 
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COEOLLARIUM 1 

32. Posito a = 4w, ut sit 

XX -[■ yy zs = ^xy -\-2xs -\-2ys AiVi, 
fient simul sequentes formulae quadrata: 

xy-\-n=\2, 

xz n==\3, 

yz -{■ n=n. 
et 

xy X8 yz n == n . 

Unde haec elegans quaestio Diophantea*-) resolvitur: 

Bato vmmro quoGwnque n invenire tree mmeros, ut producta ex Hnis singula 
illo numero aucta fiant quadrata; quibus conditionibus adiungi potest haec, ut 
summa productorum ex binis eodem nV,mero aucta qtioque fiat quadratum. 

OOROLLARIUM 2 

33. Cum enim ex aequatione sit 

2 ^x-\-y ±_'i'V{xy -\-n), 

sumantur pro x Qi y tales numeri, quibus xy -{-n reddatur quadratum, puta 
xy -\-n=^ uu\ indeque elicietur duplex valor pro numero z, scilicet 

g X y ^ 2u, 

quorum uterque cum x y omnibus conditionibus aeque satisfacit. 

OOROLLARIUM 3 

34. Cum autem sit V{xy n) — u, erunt sumto tertio numero 
z = x-{-y + reliquae formulae 


1) Of. quaestionem X libri III Diophanti Arithmeticorum (ed. Tannbhy; quae quaestio est 
quaestio XII editionis Bachbti) ; vide notam p. 404 huius voluminis. Vide otiam L. Euler, ToU- 
stdndige Anleitung zur Algebra, 1. c, § 231 et 232. E. E. 
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y(!v^ + w) = ^ «== a: + w, 

y(^0 + w) == mmp 

y(xi/ -j- X 0 -j- i/e n) •=>= -- «« 33 -j- ?/ + u, 

PEOBLEMA 7 

35. Projposita Me aeqmtione 

a>o: yy ze 2xy + -j- 2ye 4" 2«(ic + ?/ *4" “f" ^ 

definire formulas notdbiliores, quae jqer eius resolutionm redduniur qtmdrata. 

SOLUTIO 

In genere ergo quadratum erit haec forma 
PP-\- M(x{b + yy + ez — 2coy — 2x0 ■— 2y0 — • 2a(a; 4- ^ ~ *!*)• 

Sit Jf = — 1 et capiatur P’^x-{-y-{-e~yai erit 

1) Axy 4- 4a3^f 4- 4:y0 4- 4a(a! 4- 2/ + jS’) 4“ »» + & •“ D • 

Capiatur P'=«a;4-^4-'8 — <*> ©rit 

2) Axy 4- ^xe 4- 4«/^f 4- aa 4“ 

Capiatur P x y — e a; erit 

3) Axy 4- 4a(!r 4- y) 4- 4“ "" D » 

4) 4cX0 4~ 4u (x 4~ 4" 4“ ^ O f 

5) Aye 4“ Aa(^y 4" 4~ 4~ ^ D. 

Capiatur P-^^x-i-y — e — a; erit 

6) Axy + Aaz 4- ao 4- ■=* D , 

7) Axe 4" 4ffl^ 4~ 4~ ^ 

8) Aye 4“ Aax 4~ aa 4“ i D . 

COEOLLiEIUM 1 

36. Ad formulas has facillime solvendas ponatur tertia 

4a!3/ 4" 4a(a3 4" 4“ 4” ^ 
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aequalis quadrate cuipiam uu et ob 4(a; a){y d) = uu — h 3ao seu 

{x 4- a) ( 2 / + a) == ^(uu — 6 + Sau) 

ex factoribus numeri (uu — 5 + had) commodissime definiuntur numeri 
duo a? et t/; tertius autem z colligitur ex formae tertiae radice quadrata 
^ y — quae ergo est = u, unde fit e — x y a ^u. 

COROLLARIUM 2 

37. Si sit h = — aa, per resolutionem buius aequationis 

xx-{- yy 2xy 4- + 2yz + 2a(x + ^ + 0 ) — aa 

sequentes formulae omnes in quadrata abibunt: 

xy a{x -{■ y) = D , ■ xy-{-a 0 ==n, 

xz -{■ a(x-\- z)=U, xs-{-ay==U, 

yz + a{y -\r i)=U, yz-\-ax=n, 

xy -\-x 0 -\-y 0 = \I\, 
xy -{■ X 0 ye a(x + ^ . 

Satisfiet autem sumendo 

0==x-]ry-{-adr 2 a{x y)) = x y a + 2u 

posito (x d)[y a) = uu aa. 

COEOLLARIUM 3 

38. In hoc corollario continetur illud ipsum problema, cuius initio feci 
mentionem, siquidem ponatur a == 1. Atque ex iisdem formulis solvi quoque 
potest quaestio, in qua ipsi numeri x, y, z quadrati esse debent, cuius solu- 
tionem hie subiungam. 
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QUABSTIO 

39, Invenire tree numeros quadrates, ut, ad productum Unonm aive eorundm 
sumnna sive reliquus addatur, quadratuw prodeat atque ut insuper tarn aunvtna 
productoruwi ex iinis ipsa quam eadevn, surtvma nunierorutn aucta, futt quadratuMd'j 

Positis ergo xx, yy, zg quadratis, qui quaeruiitur, aequentes fomialas 
qu'adrata reddi oportet: 

xxyy -\-xx‘^yy>^’Oi, xxyy-\-zz^^f 
xxzz XX zz O , xxzz yy mm [J , 

yyzz -f- yy zz *=• D, yyzz -t~ xx U, 

xxyy + xxzz + yy^z — □ , 
xxyy + xxzz + yyzz xx~{-yy + zz -» □ . 

His autem omnibus satisfit, dummodo statuatur 

zz XX -{■ yy 1 + ^ Vixxyy + 4- 2/|/)- 

Supra [§ 12]' autem vidimus formam xxyy + aa; + 2/^ quadratum fieri, si 
ponatur 2/ «= £c + !• Sit igitur 3/ — a + 1 eritque 

zz ’=■ ^xx "i" 23/ “|- 2 4; 2y"(a/* 4" 235* 4' 'ixx 4" 2® 4" 1) 

zz’^4:(xx~\-x+l). 


seu 


Tantum ergo superest, ut a?® 4- a; 4- 1 reddatur quadratum, quod posita radice 
— x + t praebet 

x> 
et 


^^--1 
4 i 


unde fit 


y(®aj 4- a: 4- 1) —> — iAtL, 
zmm2V{xx + xi^l)^ 

-j-* 1 


Quadratorum ergo trium quaesitorum radices sunt 


X' 


it— 1 


U + 2i 


3<+’l ' 


^ mm 


2«42<42 
""“2441 


1) Of. q[uae8tionem V libri V Diophanti Anfhfneticorum (od. Ta-Kitbry); vide notatn p. 404 
huius voluniiiiis. P, R. 
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Vel quo facilius pro t fractiones capi queant, atatuatur 


eruntque hae radices 

^_322 + 2g!r — _ rr+ ^ rr+3qq 
iqr y iqr ■’ ^ 2qr ’ 

unde sumto r = 2 et q^V oriuntur hr ralores 

“’-I’ S'-!’ *“T- 

supra®) tradita continetur. Siniplicior fortasse solutio 
3 8 X 14 

“=- 6 ’ o-J 0 * 

SCHOLION 

40. His praeceptis observandis facile erit numerum talium formularum 
pro lubitu multiplicare easque tana ad quatuor indetemainatas quam ad 
formas magis compositas extenders. Quin etiam siihili mode plures formae 
exhiberi poterunt, quae per certam positionem cubi redduntur; sed quoniam 
in iis non amplius tanta cernitur concinnitas, hanc meditationem finiendam 
esse censeo, cum id, quod mihi praecipue erat propositum, ut novum Ana- 
lyseos Diophanteae supplementum producerem, abunde explicaverim. 

1) Eeote quidem ei substitutione computatur x = ~ — qui valor etiam 

cum aequatione 3 / « ^ + 1 conseutit. Quia autem hac in quaestione de quadratis solnm nume- 
rorum 0 ?, a agifcur, signa numerorum ipsorum ntdlius momenti sunt. F. E. 

2 ) Vide solutiones p. 404 in numeris quadratis expositas. Solutio quarta obtinetur sumto 
f «=• 6 et 1. F. E. 


quibus solutio [prima] 
[quarta] est 
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SOLUTIO GENBBALIS 

QTJOB.TJNDAM PEOBLBMATUM DIOPHANTEORUM 
QUAE VULGO NONNISI SOLUTIOlsrES SPECIALES 
ADMITTEEE VIDENTUE,*) 

Oommentatio 266 indicia Bnestkoemiani 

Novi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 6 (1766/7), 1761, p. 166—184 

Stiminariuin ibidem p. 17 — 18 


STJMMARIDM 

Quaata utilitas a methodo Diophantba dicta, ai uberius exoolatur, in univeraam 
Analysin sit redimdatura, a Cel. Auctore hnius dissertationis iam saepius est commemo- 
ratum, nnde ipsum in bao Analyseos parte din multumque desudasse minime poenitei ffic 
antem imprimis observat omnia buius generis problemata, pronti adhuo sunt tractata, (juasi 
sponte in dnas classes distribni. Vel enim problemata ita sunt oomparata, ut omnes omnino 
solutiones in iisdem formulis generalibus contineantur sicque tota solutio una quasi opera- 
tione absolvatur, cuiusmodi problemata in unam classem coniicienda videntnr; vel proble- 
mata eius sunt naturae, ut omnes solutiones non in una expressione generali oomprehendi 
queant, sed tantum ex solutionibus iam inventis continuo novas alias elicere liceat, etiamsi 
forte eiusmodi formulae exbiberi queant, quae infinites quidem solutiones, attamen non 
omnes in se complectantur^ taba problemata alteram classem constituent. 

Ad classem priorem pertinet exempli causa problema, quo duo quadrate quaeruntur, 
quorum summa itidem sit quadratum, ubi constat omnium buiusmodi quadratorum radices 
formulis generabbus exprimi posse. Ad classem vero posteriorem ex omnium Auctorura 


1) Of. quoque L. Etmm, roUstMige AMtmg mr Mgara, St. Petersburg 1770, Zweyter 
Tbeil, zweyter Absobnitt, Cap. 15; Lsomjxoi Evlsri Opera mrm, series I, vol 1. F. B. 
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sententia referendum est problema de tribus cubis inTeniendis, quorum summa sit quoque 
cubus, ubi quidem formulae pro radicibus borum cuborum dari possunt innumerabiles solu- 
tiones suppeditantes, verumtamen semper iis aliae innumerabiles solutiones excluduntur aeque 
satisfacientes; at ex inventis iam tribus quibusque buiusmodi cubis innumerabiles aliae 
novae solutiones derivari possunt. 

Discrimen inter bas duas classes etiam ita essentiale est visum, ut nulbus quaestionis 
ad posteriorem pertinentis solutio generalis exbiberi posse putaretur. Hanc igitur opinionem 
Auctor in ista dissertatione evertit, dum ostendit idem problema de tribus cubis, quorum 
summa sit cubus, ita per formulas generales resolvi posse, in quibus omnes omnino solu- 
tiones contineantur; metbodus autern^, qua ad bas formulas pervenit, prorsus est siugularis 
ac plurima alia insignia incrementa buius Analyseos partis poUiceri videtur. 


1. Analysis Diophantea, quae in problematibus indeterminatis per numeros 
rationales vel etiam integros solvendis versatur^ duplicis generis problemata 
tractare solet, quorum discrimen in ratione solutionis maxime est positum. 
Alia enim problemata ita sunt comparata, ut solutiones generales exbiberi 
queant, quae omnes plane numeros satisfacientes in se complectuntur; alia 
vero nonnisi solutiones particulares admittunt, vel saltern per metbodos 
cognitas nonnisi tales solutiones eruere licet, ita ut praeter numeros, qui 
forte reperiuntur, infiniti alii problemati satisfacientes existant, qui in so- 
lutione inventa non contineantur. Ubi quidem in genere notari convenit 
prioris ordinis problemata multo facilius resolvi quam ea, quae ad alterum 
ordinem referuntur, quippe quae plerumque singularem sagacitatem cum 
fixiTniia artificiis coniunctam requirunt, in quibus maxima vis buius Analysis 
cemitur. Quare ob banc causam problemata Diophantea in bas duas classes 
distribui debere videntur, 

2. Diophanths quidem ipse omnium quaestionum, quas tractat, solutiones 
tantum specialissimas tradit numerosque, quibus unica solutio continetur, 
plerumque indicasse est contentus. Neque vero eius metbodus ad bas so- 
lutiones specialissimas adstricta est putanda; quia enim tunc temporis usus 
litterarum, quibus numeri indefiniti designentur, nondum erat receptus, buius- 
modi solutiones latius patentee, quales nunc quidem exbiberi solent, ab ipso 
expectari non poterant; interim tamen ipsae metbodi, quibus ad quaelibet 
problemata solvenda utitur, aeque late patent quam eae, quae bodie sunt in 
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usu; quin etiam fateri cogimur vix ullam in hoc Analyseos genere adhuc esse 
inventam, cuius vestigia satis luculenta non iam in ipso Diophanto deprehen- 
dantur. Non obstante igitur hac apparente particularitate solutionum Dio- 
PHANTEARUM disparitas problematum supra memorata in ipso iam Diophanto 
manifesto cemitur, siquidem ad methodos eius respiciamus; quarum aliae ita 
sunt comparatae, ut omnes omnino solutiones, quae problemati satisfacere 
possunt, suppeditare queant, aliae vero nonnullas tantum solutiones praebeant 
vel, etiamsi earum numerus in infinitum augeri possit, tamen in iis innume- 
rabiles aliae, quae aeque satisfaeiunt, non contineantur. 

3. Exemplum problematis, cuius solutio generalis exhiberi potest, praebet 
quaestio vulgata, qua quaeruntur duo numeri quadrati, quorum summa sit 
quadratum, sive sumtis a; et y pro radicibus istorum quadratorum ut xco 4 - yy 
sit numerus quadratus. Sumtis enim pro lubitu tribus numeris a, $ et g 
haec habebitur solutio generalis 

y^2apq et a; « oCp^) — 35 ?); 
ex his namque valoribus prodit 

V{xx + yy) a(jpp + qq). 

De qua solutione tenendum est nullos plane dari numeros pro a; et ^ sub- 
stituendos, quorum quadratorum summa fiat quadratum, qui non simul in 
formulis datis contineantur. Atque haec generalitas non solum inde perspicitur, 
quod pro tribus litteris a, p et q numeros quoscunque accipere liceat, unde 
iam infinities infinita solutionum multitudo obtinetur, sed etiam ipsa harum 
formularum investigatio evincit nullam plane dari solutionem, quae non in 
iis comprehendatur. At vero hoc posterius criterium longe certius est priori, 
cum saepe multae litterae indefinitae in solutionem ingredi queant neque 
tamen solutio propterea reddatur generalis. 

4. Investigationis autem ratio in hoc exemplo nobis solutionis univer- 
salitatem plane osteudit. Cum enim y(xx-\-j/y) debeat esse numerus ratio- 
nahs, is certe erit maior quam x; statuatur ergo — a: + ir. Turn vero, quae- 
cunque sit ratio ipsius y ad z, poni poterit z — ^y neque hoc modo gene- 
ralitas positionis limitatur. Posito autem y(px-\-yy)’*^X‘^~y sumtis qua- 
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dratis habebimus 

I I 20 , QQ 

xa>-{-yy==xx + ^xy+^yy. 

Delete utrinque termino xx ac residue per A/ diviso predibit 
y = seu (2>p — qq)y == 2 pix. 

Erit erge 

£ pp-qq 

y 

hineque x ei y sunt vel aeque multipla yel aeque submultipla numererum 
PP — qq Sumta erge a pre indice generali sive multipleruru sive 

submultiplerum nanciscemur 

y^ 2 apq et oc==a{pp — qq) 

et eb z^—y = 2 aqq erit 

X 0 = y (xx + yy) = a{pp + q^. 

5 . Preblematis autem, cuius solutio per methedes cegnitas generalis 
exbiberi nequit, exemplum este quaestie de inveuiendis tribus cubis, querum 
summa sit cubus; sive quaerendi siut tres numeri x, y et 4?, ita ut sit 

a;® 4 - p’ + / == cube. 

Qued problema cum ab ipse DiePHANXo^) turn a recentioribus*) pluribus medis 


1) Of. quaestionem 11 libri IV, imprimis autem poi-isma oommemoratum iu quaestione XVI 
(•=> XTy editionis Baohbti) libri V Biophanti Antoeficoww (ed. Tannhey); yide notam p. 404 
Indus voluminis. E. E. 

2) Vide Er. Vieta, Zeteticorqm liber IV^ Zetetica 18—20, Opera mathematica (ed. Er. 
V. Sohooten), Lugd. Batav. 1646, p. 74 — 76. Vide porro Baoheti commentarios in Diophanti 
Arithmeticorum quaestiones nota praecedente laudatas, imprimis autem Ebrmatii observationes ad 
hos commentarios (c£ notam 2 p. 61 buius voluminis), Oeuvres de Fermat^ 1. 1, p. 297 — 299 
et 3X5 — 3x0^ Yi^e etiam J. be Billy (1602 — 1679), DdcHwae analyiicae inventum novu^, 
collectum .ex variis D. de Fermat epistoUs^ quam collectionem Eermatius minor in Diophahti 
Arithmeticorum editione tolosana a. 1670 publicavit (c£ notam 2 p. 61 buius voluminis), Oeuvres 
de Fermat^ t. Ill, p. 325, imprimis p. 345—346, nec non Jagori de Siddt Doctrinae malyUcae 
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extat solutum atque ita quidem, ut infinita multitudo solntionum sit exhibita; 
neque tamen alia solutio tam late patet, at amnes plana casus huic quaestioni 
satisfacientes in se complectatar. In hoc problamate etiam-vel anus cabas a;® 
vel dao tanqaam dati spectaii possunt, ande vel duos raliquos cubos 

vel anicam qaaeri oportet, at samma fiat cabas; quomodocunque aatem, 
solatio institaatar, tamen maxima particularis evadit, 

6. Qaod qao clarias perspiciatar, solutiones dari solitas hie breviter com- 
memoremas. Sint igitar primo dati duo cubi a® et tartiumquo inveniri 
oporteat, at omnium trium samma 

d* -p ft® q- a;® 

denuo fiat cabas. Manifestam iam quidem est radicem huias cabi maiorem 
fore quam sc; sed etiamsi statuatur + 1 ?, tiimen aequatio quadratica pro 
inveniendo x prodit sicque difficultas non diminuitur. Pemi igitur aolet 
a;==p — &, at samma trium cuborum fiat 

a® + ~ + p* — cubo —• V®, 

atque hac quidem positione amplitudo solutionis non restringitur, Porro 
aatem eiusmodi cabas assami debet, at incognita p par aeqnationem sim- 
plicem ideoque rationaliter exhiberi queat. Manifestum aatem est hoc dupUei 
modo fieri posse. Primo enim sumto iy — a q-p fiet 

0 ® + 8hhp — Blpp +p® — a® + Baap + Bapp -p p*; 
ubi cum termini a® et p® se destruant, reliqaam per 8p divisam dat 

66 — Jp do q ap ideoqae p— «-.6 — a, 

*T P 

invmtim novum. Fhbmats Briefen an BitiW entaommeu. Hemuigagakn tmd ftbanetet von 
P. y. SoHABWBN, Berlin 1910, p. 19-20, 74-76, 126. Of. qmqm apisitolM, q«M a. 1667/B 
Brounokbr ad Wallis atque Wallis et Fbbniolb ad KumLnoM Dia»y ampsenint (epist, 
X, XVI, XXVI, XXVUI Gommreii ^islolm a Wallisio a. 1658 primo adiri), I, Wallis Optra , 
ill, Oioniae 1693, p. 768, 777, 820, 824; Ommea dt FsmAr, t HI, p. 419, 427, 680, 687, 
imprimis p, 420, 486, 686, 688. — Vide praeterea T. L. Hsats, OiomMtm of Almtdria . 
A study in the history of greek algebra. Second edition. With a supplement containing an account 
of Pbemat's theorems and prohlems conneoted with DioraAiWESB anaJyds and some solutions of 
Diophamtihb problems hy Eulbr, Cambridge 1910, p. 168, 218, 214, 828—884. P, E 
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unde fit x=^ — 6 = — a, quo casu utique fit 

ct^ -[■ — a® = 6^ = cubo. 


7. Hanc autem solutionem naaxime parti cularem esse ex assumtione 
valoris v = a-\- p evidens est, cum ubique fieri possit, ut quantitas 

a? + — 36_pjp +i)® 

sit cubus, cuius radix non sit a p, ita ut iiac restrictions solutio maxime 
sit limitata, unde factum est, ut etiam unicum valorem pro p ac proinde 
pro X exbibuerit, qui adeo ne solutionem quidem idoneam suppeditasse est 
censendus, propterea quod invenimus x — — a, qui casus tarn est obvius sua 
sponte, ut ne pro solutions quidem admitti queat. Pro v igitur alius valor 
fingi solet, tails tamen, ut inventio ipsius j) ad aequationem simplicem per- 
ducat, quod usu venit ponendo v = a — ®; fiet enim 

0*4- Ship — 3bpp 4-/ = o* + Bbbp 4- ~pp + %p\ 

d 0/ 


quae utrinque deletis terminis a^-\-Bbbp per pp divisa dat 


3b -{-p 


36* , ¥ 


sen 


p 


3a*6+ 3a*6* 
¥-¥ 


8. Cum igitur bine invenerimus 


erit 




Z¥p{a^->r¥) ^ Sa*6 


x=p—b— 


4- _ 6(2 o* + 6*) 

a^-¥~ a# -6* 


9 


quae est radix tertii cubi ad duos datos a* 4- ¥ addendi, ut summa fiat 
cubus. Erit autem summae radix cubica per bypothesin 


sive 


= V 


, 66 

o -J p 

aa^ 


a 4- 


3a6* 

j*-6« 


a* + 2a6® _ a(a* + 26*) 
^ “ a* -6* 
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Quicunque ergo numeri pro a et & fueiiut assumti, liiiic 
cubi, quorum summa est cubus. Hi scilicet eruiit*) 


' ) 




habobuutur tres 


Verum et banc solutionem maxime esse spociabnii ox ipsa invostigutiono per- 
spicuum est, cum plane pro arbitrio nostra nuitcem trimn tnihorum (summaoj 
finxerimus = a + p, cum sine dubio infinitos quoquti alitm valoreB roci- 

pere possit. 


9. Porro autem datis duobus cubis unicus roperiiur it'rtins cubus, qui 
cum iis coniunctus producat cubum; manifestum auttuu est, iiittuitoH huius- 
modi dari cubos. Si enim sit a*»4 et radix Undii cubi bine prudit 


X‘ 


3(2 • 64 -f 27) 
64-27 


465 , 47 2 

'37 a - jj ^ » 


ita ut sit 




Novimus autem cubum quinarii ad bos cubos addiiuin tpioipic produ- 

cere cubum, scilicet senarii*), sen esse 

qui tamen casus in bac solutione non continetur. Muan^ si ml hoc problaum 
solvendum, ut sit a;® + 3/“ + 2® t;®, quis dicat sumi deboro 


X rmm y wm, b 0t M 


5(2# +5*) 
’#~5« 


tumque fore v -= hae formuke quidom Batisfacdunt, hwI ctiumsi ob 

duos numeros a et & arbitrio nostro relictos infinities iiitiniti cuhurutu ter- 
niones bine exbiberi possunt, quorum summa faciat eubum, bimon iufiiiiti 
alii existunt cuborum temiones idem pmestantos, qui in islis ftmmuIiH non 
sunt contenti, veluti bic casus a:«“3, et pro quo fit 


1) Formula sequens iam a Fe. Vieta exposita est; vid» ( 1 . e.) IK. F. E. 

2) Etiam haec formula inrenitur apud Pjt. Vibta; fWi (1. c.) Xuteticttui IK, Zetutic* »0- 
queutia continent praeterea formulas 7*-(- 14®+ I?®— 20® st 252® + 24K**** f>® + 315®, quamm 
prior infra (§ 26) etiam at Eulbiw axposita est. Ex fontiala auletn poHlertarc apparet haec 
Jacobi be Bmuy (ed. P. v. Sohabwbn, p. 19; tide notam 2 p, 431 huiua fotuaainwj verhs: „Non 
satis oante negavit Vibta numemm oompositnm «x duobns cubi* j»*« dividi ia alios duos c«bo8“ 
cum veritate non oongmere, F. E, 
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10. Latius quidem patens reperitur solutio, si unicus tantum trium 
cuborum quasi datus assumatur, ita ut fieri oporteat 

~\- co^ 

Ponatur hunc in finem a? r et y = qu — r, qua quidem positione nulla 

restrictio inducitur, fietque 

a® + 3rr(p -|- + 3r(4)p — qq) uu + (jp® + q^)u^ = v®. 

lam ut quantitas u bine rationaliter definiri queat, fingatur «;= a + ^(p+g')«, 
qua positione utique solutio iam vebementer limitatur; ex ea autem obtine- 
bitur 

a®4- 3rr(jp + q)u + + g[fuu + + g)®%®. 

Deletis ergo utrinque terminis a®+ 3rr(jp ff)** et residuo per {p-\-q)uu 
diviso emerget haec aequatio 

3r(_p — g) + {pp —pq + qq)u=^ ^-^{p + ff) + 

ex qua eruitur 

^ 3a®r^(p + 3) — 3a®r^ — g) 

“ a®(pp— pg + 22) — r®0 + g)®‘ 


11. Valore ergo hoc pro u invento erlt 


r = 4 - r — + 2 ) - 2 p 2 - 22 ) + 2 )^ 

^ a®(jPP— 1)2 + 22) — »’®Cp + 2)* 


y = qu — r = 


3 ffl® (P + i) — a^'f'ipp + 2 — 2 gg) + r’ (p •+ g)^ 

a® (pp —pq + 22) — »'®(jp + 2)* 


„ _ « _L LZ (m -Ln\„ — ~ 8aV°(pp - gg) + 2 fly®(p + g)® 

aa a^(pp — pg + gg) — r®(p + qY 


Cum igitur quatuor litterae a, p, q et r pro arbitrio assumi queant, haec 
solutio utique infinities latius patet quam praecedens, ubi duae tantum litterae 
arbitrio nostro relinquebantur. Verumtamen notandum est rationem tantum 
litterarum p et g; in computum ingredi, ita ut bine litterae arbitrariae ad 
tres tantum reducantur; nihilo vero minus et haec solutio ob limitationem 

66 * 
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circa radicem adhibitam pro particulari eat hubtnulH. ifai ut toriiiones cu- 
borum existant in Ms formulis non contenti. Koliitio autoiii antocedens ex 
bac emergit sumto >=■ 0, ita ut haec infinities ilia ait gouoralior. 


12. Adhnc generaliorem autem obtiiiebimus, ai nullum trium cuborum 
tanquam cognitum assumamus seu in genere tpnLoramus y ot ut ait 

ic® + 1/® -f 1^*' 

In bnnc finem ponatur 

ajomjpi-)- w, et « — if — g-a, 

quibns positionibus niMl adbuc limitatur; facta autem Hubatitutimw orituv 

3pptiu~\- Bpiuit v^, 

— Byttu-j- Bqytuu. 

lam fingatur unde quidem maxima limitatio naacitur, «t aoquatione 

per Btu divisa reperietur 

+PP9. — s)i + 0? —Mi + m}* *• ^ + « 

seu 

i ^ “4 +P + 93 •“!>?«. 
tt 1-1 ’ 

capi ergo poterit 

t « n{--piq + 33 + j3 - 1) et « « ti(-. ppq — pp + 9 + 1). 


unde elicitur 

X - w(-iJj333 +f 33 -|jj«3 ~jp + 3 4- 1), 

2 / «= w(jp + 3 — + 33 — j^p3 -- pqq), 

^ - ^i+PPM -Pii + PPi + - 3 - 1), 

V =» w(~i)33 ~^jP3 + 33 + 1? + 3). 

Hinc autem fit — x et « — 3, qui eat caaus per se obfiua. 
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13. Sequent! autem mode solutio latius patens eruitur. Ponatur 


x = pu, y = nt qu et 2 = — nt ru 

eritque 

+ Bmmpttu + Smpptuu + 

+ Bnnq + 3nqq + 

+ Bnnr — Bnrr + 


quae sumina cum debeat esse cubus =v\ ponatur 


. , mmp-{-nn(q-\-r) 

v = mt -\ — — -u 

mm 


eritque dividendo per uu 


3t (mpp + n(qq — rr)) + + g^-\- r®) 


TO® 


{mmp + nn{q + r)f + 


u 

TO® 


{mmp + nn{q + f))® 


sicque neglecto communi factore, qui ab arbitrio nostro pendet, erit 

t — m^{p^ + 2* + ^*) — {mmp -b nn{q + r))®, 
u = Bm^{mmp ~\-nn{q-{- r))® — 3 to®(topp + n{qq — rr)); 

quae formae si denuo per communem factorem q-]- r dividantur, prodit 

t == m'^{qq — qr + rr) — Bm*‘nnpp — Bmmn*'p{q + r) — n^{q + 
u=‘ — Bm^n{q — r) + Bm^nnp + Bm^n^{q + r). 


14. Hinc iam pro x, y, z emergunt sequentes erpressiones: 

a; = m\qq — qr rr) — Bm%p{q — r) + Bm^nnpp — mn\q + r)®, 

y = — m^n{2qq — 2qr — rr) + Bm^nnpq — 3m*«®pp + Bm^nf‘q{q + r) 
— Bmmn^p{q + r) — n’{q + r)®, 

0 = -\- m^n{ — qq — 2qr + 2rr) + Qm^nnpr + 3mVpp + Bm^n^r{q + r) 
-|- Bmmn^p (2 + r) + {q + r)®, 
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quorum Guboram summa iteriim est cubua riwlicom liabona ut sit, 

V = m\q,q, — qr -{-rr) — Bw"nj3(g — r) -f ^Inr'nnpp — — rr) 

+ Qm^n*p(q r) + 2mn'^{q + ff- 

Hi vero numeii etiam sequenti modo eibibori possmit; 

a: == + — 3m%pq + Bfnf'nyr + m^ffq — wdgr + wdrr, 

— wiw® -• 2?»w* mn^ 

y = — Bm*‘n^pp + Bnfjfpq — Bm^wpr — 2)it^nqg 1- + m*nrr, 

— 3«i’n® + 4 Bm*n* — 

n’ - 2 »’ 

^ ^ Bm*‘n^pp 4- 3wt“n“jJ£ 4- ■— m^nqq ■— 'im’^nqr f- 2m^nrr, 

4" 4" ""H 

4* -|- m’ 

V “ 4" 4* 4“ «i^fr4“ wVr. 

4- 6«*n* 4*6*’^^** — -b4wM* 

“f" 2 Wifi* 4” 2wiw* 

Quibus valoribus substitutis acta fit 


15. Si singuli M numeri insupBr por coeWciontfim iudcfiiiittim multi- 
plicentur, bae formulae continebimt 8«,»x littoms ah arlntrio lurntro {auulwites, 
quae quidem ad quataor reduceufcur, unde t*iw* IfttisHijiie tmuH'stjuo 

omuino casus in se complecti videntar; veraiiitaniott i*t ipsa Hiduttcmo^ qua 
ipsi V valorem a litteris ic, j/ at ir pondeiitera tribuiinns, parspicitur 1ms for- 
mulas nonnisi pro particularibus haberi posse, t'e^iruiri quoquo pur alias 
positiones aliae eruuntur solutiones, quae pro curtis casilmw ttiugis sint futurae 
idoneae; turn etiam metaodus habetar ex invonta solufcimtu tpiiu’tuiqiu* parti- 
culm alias solutiones particulares eliciendi. His teniuii oiiiniims artiflciis, 
nisi in anfinitam reiterentar, nulla solutio, quait pro gunurali haberi queat» 
obtineri potest. Quin etiam in imiversum fero twlhuo eat rruditum luiius 
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generis problemata natura sua ita esse comparata, nt solutionem generalem 
prorsns non admittant, ex quo seqoens istius problematis solutio, quae 
revera est generalis, imprimis notatu digna et finibus Analyseos Diophanteae 
promovendis apta videtur. 


PEOBLBMi 

16. Invenire generatim omnes cuborwm terniones, quorum swmma sit cvhus. 

SOLUTIO 

Sint A, B, G radices ternorum cuborum et D radix cubica summae 
eorum, ita ut sit 

cui aequationi haec forma tribuatur 
Ponatur iam 

A=p-\-q, B=p — q, G=r~s etZ) = r + s, 
qua positione amplitudo solutionis neutiquam restringitur. Hinc autem fit 
A^A' = + ^PM = 2s^ + 6rrs 

sicque erit 

p(pp + ^m) + Brr), 

quae aequatio subsistere nequit, nisi Bqq et ss + 3rr communem habeant 
divisorem. Constat autem tales numeros alios non habere divisores, nisi qui 
eiusdem sint formae;^) quod nt obtineatur, loco quatuor litterarum p, q,r ets 
aliae sex novae introducantur hoc modo 

p = (IjX ”1“ Biby f s Bey ~~ dx, 

ay, v== dy-\-cx, 

1) Vide Commentationem 372 huius voltuninis, prop. 7. P. E. 


440 


SOLUTIO GENERAIJS 


[ 106-167 


et 


imde multo minus amplitudini solutionis vis infertur. Hinc autein orit 

jpj) -f 32$? = («« + 35&) {xx B|/f/) 
ss -f Brr =— (dd + See) (xx + 3?/?/) 
ac nostra aequatio per xx + Bijy divisa induot Beqtnmtom formam 
{ax + ^hy) (aa -j- Bhh) “■ (3c?/ — dx) (dd + 3c<?), 


qua id iam sumus consecuti, ut litterao x et y unicam tantum obtineant 
dimensionem ideoque rationaliter definiri queant. Cum euim sit 

X 3?j(aa + S&&) 4' Sc(dd + :Jcc) 
y »(a?i + 8l)?0 + d(fW + 3cc) ’ 

ponatur 

aj Bnh{aa + 3&&) + Bnc(dd 4* Bee), 
y =» na{aa + 856) + nd{dd + Bee), 

Ex quibus valoribus litterae q, r, s ita definiuntur, ut sit 


jo «=» 3w(ac + bd){dd + 3cc), 

2 »(86c •— ai){dd + See) — n(aa + 855)*, 
r — n{dd 4- 3cc)’ — »(35c — ad){aa 4 855), 

$ aan Bii{ac 4 bd){aa 4 355), 

Atque bine tandem radices cubormn quaesitoram A, B, C, J) erunt 

A - w(3ac 4 86c — adf 4 dbd}{dd 4 Bed) — n(aa 4 855)*, 

B = w(3ac — 36c 4 ad 4 Bld){dd 4 3cc) 4 n{aa 4 855)*, 
G^n{dd~\r Bcdf — n{Sac 4 36c — ad 4 B5d)(«a 4 855), 

J) ^ w(dd 4 3cc)* 4 «C 8 ac — 85c 4 ad 4 Bhd)(m 4 855), 

quibus valoribus obtinetur, ut sit 


et cum solutio nulla restrictione sit limita'te, utique latissime patet nmnesquo 
cuborum temiones complectitur, quorum summa iterum est cubus. 
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COEOLLAEIUM 1 

17. Derivemus Mnc formulas magis speciales ac primo quidem sit 
d = Q eritque 

aI = 9%(a + — n{aa + 36&)^, 

B = 2n{a — &)c® + n(aa + BUf, 

G = 9wc* — Bnc(a + 6)(aa + 

D = 9n^-{- Bnc(a — li)(aa Bhi). 

Si hie ulterius ponatur b = a, fiet 

At = 18wac® — Vona^, B~lBna^, C = 9nc^ — 24«a^c 
et 

B = 9wc*; 

sin autem fiat h = ~ a, eruetur 

A = — 16wa^ B — IBnac^ G—9nc^ 

et 

D = 9wc* + 24»a®c. 

COEOLLAEIUM 2 

18. Ponamus nunc c = 0 eritque 

At = »(36 — a)d^ — n(aa + 3&&)^ 
i? = n{Bl + a)d^ + «(«» + BU)\ 

G — nd^ — ndiBl — a)(aa 
B == nd^ -|- nd(Bb -|- a) (aa Bbb). 

Si ulterius ponatur b = a, erit 

A = 2nad^ — 16wa* B = Anad^ l&na'^, G = nd^ — Sna^d, 

B = nd^ + IQna^d; 

sin autem fiat a — — b, erit 

A^Anbd^ — lBnb\ B = 2nbd^ + lSnb\ G ^^nd^ -IBnbH, 

X) = wcZ* + 8 

Lkonhahdi Eut^ERi Opera omnia Iv Commentationes aritlimeticae 56 
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COROLLARIUM B 

19. Sit nunc & = 0 formulaeque iiostrao lient 

cti "• (dd ”1“ B cc) ~™* ?? fl j 

KS3 mqi(8c “j“ "H Bcc) “1“ tift t 

(J ssa n{ddi ”1“ Bcc)* ■“ 

1) «= n{M + B cc)^ 4" wa®(Bc 4 fO- 
Quodsi iam praeterea statuatur erit 

A « 8wac® — naS B «* lOwac* 4 ^ "" ^ B “■ , 

I) — 16n(^ + 4«a‘c; 

sin autem fiat d! >»= — c, erit 

A = 16»ac® ~ wa*, .B — 8»ac® 4 «»*« “ Ifinc* »- Ana*c, 

J) - 16nc* 4 2na?c, 

COROLLARIUM 4 

20. Ponatur denique a — O atque obtinebiraua 

J, — 3»5(c 4 Bcc) — Bnb\ 

B — Z%h{i — c)(iJ 4 Bee) 4 
C - «(d!i + See)* - 9«6»(c 4 rf). 

B »« n{M 4 Bee)* + %nh*{d — c). 

Si ulterius ponatur d! ««■ c, erit 

A^UM-%nb\ B^%nh\ B - leiic* -- 18«l>*c, 

J) ■« 16«e*j 

sin autem sit c — — d, babebitur 

A’^-—%nV‘, B — 24»&<i*4 9«S*, 6' <-* 

B « Und* 4 mnbH. 
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COEOLLAEIUM 5 

21. Si numerorum A, B, G unus flat negativus, quod pro lubitu efflci 

potest, veluti si flat J. = — B, erit + (7* = D® -j- JS® sicque simul lioc pro- 
blema geueralissiiae dedimus solutum, quo bina cuborum paria quaeruntur, 
quorum summae sint inter se aequales. Sin autem duae radices prodeant 
negativae, veluti A = — JE et B = — F, erit (7® =5= D® -j- sicque de- 

nuo nostri problematis solutio babebitur. 

SCHOLION 1 

22. Formulae specialissimae in Ms corollariis exMbitae ad binas has 
reducuntur, siquidem in Corollario 3 pro a scribatur 2a et n = et in 
Corollario 1 y® pro a: 

A = wac® — na*‘, 
iB = 2nac® + wa^ 

G = nc^ — w»®c, 

D = wc* + 2wa®c, 

quarum prior convenit cum supra (§ 8) inventa; altera autem praebet bunc 
casum simplicissimum J. = 8, J5==l, C7==6 et jD = 9, ita ut sit 

1® + 6® + 8® = 9®. 

SCHOLION 2 

23. Primo intuitu formulae generates in problemate erutae non latius 
patere videntur quam formulae supra (§ 14) exbibitae, cum utrinque quinque 
insint litterae arbitrariae atque istae insuper coefflcientem communem reci- 
pere queant, ita ut etiam magis generates videantur. Interim tamen ipsa 
solutionis ratio declarat formulas in problemate inventas esse amplissimas, 
dum superiores insigni restrictione sunt limitatae. Quae restrictio quo clarius 
perspiciatur, ex § 13 perpendatur positio 

, , mmpAnn^qAr) ' , , nn y, 

v — mt-\ — '-U = mt 4- pu 4- — (O' + r)u. 

mm I i I j 


A = 9wac® — na*, 
B = na^, 

G = dnd^ -—^na^c, 
D = Qnc^, 
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IdjiQ VGi'O Gst mt ”}' 1 / ‘" 1 ” ^ **” ^')E| itn ut poHiiio hiIi 


V 


1 t I s 

ic 4 " . 0 / 4 - ^)- 

W?W' * 


Quare, ut fiat «» 4- j/® 4- / — in ilia aoliitione aafturnitiir ©sbo 


« — a; M« 
«/-!-« “ mm 


quatimttG 


sicque ilia ad alios casus non patent, nisi In t|uihuH sit, Ht‘u m- 

merus quadratus. Quoties igitur non sit qinuhiituin, casuH in sujterio- 

ribus fomulis non continetur; huiuemodi auknn rustiH dari vnl ex exomplo 
1® + 6® 4- 8° •== 9 ® liquet, in quo noque ^ netpio j '™ „ niH|no j “ ^ tit qua- 
dratum. Solutio autem problematis tali riwtrintione non limitat.nr, cum sit 


D — 0 s pp + 8 qq It a -p .1 hh . 

A + Ji p .w + 8rr d<i + :iec' 

unde ex solutione generali ii tantum casus, quibus ®“ ^ *** o«t nurnerus qua- 
dratus, in formulis superioribus | 14 continentnr; ox quo Hununa goneralitos 
noatrae solutionis manifesto elucei 


SOHOLION 8 

24 . Natura autem huius problematis nunieruH intogros tantum postulat 
et quidem tales, qui siut primi inter se; si enira fuerit 4- -f- 1/® »» it®, 

turn problemati quoque satisfacient omnia tam aeque inullipla t(imin aoque 
submultipla numerorum A, JB, G, I); ideoqu© s«f}icit4 eoa tantum notasse 
casus, quibus numeri A, B, G, D flunt cum intogri turn primi inter se. 
Hunc in finem sumtis pro a, b, e, d numeris quibuscunquo aivn afllrinativis 
sive negativis inde primum formentur 

(C‘^Bn(c(ddA-Bec)--h{aa + *^bb)), 
y mm ii^d(dd 4” See) 4" u(ufl 4“ Bbb)J 

ac pro n talis snmatur fractio, ut x et y flant integri et primi inter si. Ex 
bis porro formentur 

p dx -j- 8 by , q’***bx dy^ T«"» dy-^ cx et s 'Actf dXt 
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qui denuo per communem divisorem, si quern habeut, deprimantur. Hinc 
denique babebitur 


A=p-}-q_, B^p — q, G=r — s et jD = r + s 


sicque flet 


+ (7=* = jD\ 


Atque casus, quibus unus borum nuruerorum fit uegativus, simul omues solu- 
tiones praebebunt, quibus summa duorum cuborum. aequabs est summae 
duorum aliorum cuborum. 


In hoc calculo conveniet copiam numerorum formae + in 
promtu habere, unde deinceps formulae (iffl + 355 et tlA + ^cc, desumi queant.’) 


1) In editione prinoipe tabula sequens nonnullos errores continet, qui omnes fere etiam in 
Comment, arithm. inveniuntur, bac in editione autem eorreeti sunt. P. E. 
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Tabula numerorum formao mm + 'Mm 


Numenis n 


m 

0 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

1 

8 

1 9 

10 

in 

12 

' 13 

14 

1 15 

' 16 

^ 17 

18 

0 

1 

0 

1 

3 

4 

12 

13 

27 

28 

48 

49 

76 

76 

108 

109 

147 

148 

|l 92 

|l 93 

'243 

|244 

^300 

jnoi 

■363 

; 36 l 

|432 

433 

507 

508 

'588 

589 

1175 

tl 7 tl 

5 gh 

'769 

[ 867 1 972 

1 868 973 

2 

4 

7 

16 

31 

52 

79 

112 

151 

196 

;247 

i 8()4 

1 

■367 

; 43 t; 

51 1 

592 

079 

;772 

|h 71 

'976 

3 

9 

12 

21 

36 

57 

84 

117 

156 

201 

252 

!309 

|372 

illl 

*516 

:597 

i 6 K 4 

)777 

[8761981 

4 

16 

19 

28 

43 

64 

91 

124 

163 

208 

;259 

i:ms 

270 

:4 IH 

523 

,604 

Till 1 

784 

883 

■988 

5 

26 

28 

37 

62 

73 

100 

138 

172 

217 

i 268 j 325 

' 3 H 8 

457 

’532 

U 13 

700 

i 793 

|h 92 

997 

6 

36 

39 

48 

63 

84 

111 

144 

183 

22 B 

'279 

336 

j 399 

1 108 

543 

824 

^711 

; 804 j 903 


7 

49 

62 

61 

76 

97 

124 

157 

196 

241 

292 

349 

j 412 

481 

! 55 II 

JUI 7 

j 724 

'Ht? 

[916 


8 

64 

67 

76 

91 

112 

139 

172 

211 

256 

:u )7 

364 

,437 

'496 

\571 

|B 52 

; 730 

>H 32 

I 931 


‘ 9 

81 

84 

93 

108 

129 

166 

189 

228 

273 

824 

381 

‘444 

513 

,588 

669 

1756 

|h 49 | 9 IH 


10 

100 

103 

112 

127 

148 

175 

208 

247 

292 

343 

400 

•463 

5:12 

607 

'' BHH 

775 

868 

967 


11 

121 

124 

133 

148 

169 

196 

229 

268 

313 

364 

■121 

481 

553 

Ul 2 H 

700 

7101 

,HHy 

988 


12 

144 

147 

166 

171 

192 

219 

262 

291 

336 

887 

144 

507 

570 

,651 

;732 

H 19 

912 



13 

169 

172 

181 

196 

217 

244 

277 

316 

3 tU 

412 

469 

532 

00 1 

OT Cl 

757 

1 

^^H 44 

:937 



14 

196 

199 

208 

223 

244 

271 

304 

343 

388 

439 

496 

569 

028 

703 

784 

■H 71 

,964 



16 

225 

228 

237 

252 

278 

300 

833 

372 

417 

46 K 

S 25 

5 H 8 

657 

'732 

HHI 

9011 

993 

: 


16 

256 

269 

268 

283 

304 

ssI 

364 

403 

448 

499 

556 ’ 

619 ) 

6 HH 

763 

^844 

1931 

■ - 



17 

289 

292 

301 

316 

337 

364 

397 

436 

4 Bl| 

5:12 


652 1 

721 

796 

|h 77 

1 ! 

iioi: 




18 

324 

827 

336 

361 

372 

899 

432 

471 

616 j 

567 

624 1 

68 ?; 

756 

,831 

;in 2 

: 999 i 




19 

361 

864 

373 

388 

409 

438 

469 

508 

653 ' 

tH )4 

661 

724 1 

793 

•K 68 

11 ill 

! 




20 

400 

403 

412 

427 

448 

476 

608 

'547 

692 jrt 4 B 

V(n» 

763 

832 

! 907 

mn 

1 = 




21 

441 

444 

463 

468 

489 

616 

549 

588 

633 

684 

74 1 ’ 

804 ! 

873 

94 H 


i ' 

j 


! 


_22 

484 

487 

496 

511 

682 

669 

692 

631 

676 

727 j 784 ^ 

847 

916 

991 

1 1 

J i 

1 ' 




23 

_24 

26 

26 

27 

629 

576 

626 

676 

729 

532 

679 

628 

679 

732 

541 

688 

637 

688 

741 

656 

603 

662 

703 

766 

677 

624 

673 

724 

777 

604 

661 

700 

761 

804 

687 

684 

738 

784 

837 

676 

723 

772 

823 

876 

72 l |772 

76 r! 819 | 

8 17 j 868 

868|919 

829 i 
876 ; 
925 ! 

979 

1 

1 

892 

1 

you 

98 h 

961 

i 

j i 
1 ; 

i 

1 1 

i i 

! i 

i 1 

■ 

1 4 

1 

; 

: 

S 

i 

1 

1 


_28 

784 

787 

796 

811 

832 

869 

892 

93 r' 

976 

1 

1 

j 






1 


29 

841 

844 

863 

868 

889 

916 

949 j 

988 



! 



1 




f 


30 

900 

903 

912 

927 

948 

976 




i 

i 




1 j 




1 

I 

1 


31 

961 

964 

973 

988 







1 



i ! 

: j 



1 

1 
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SCHOLION 4 

25. Ex iiac tabula iam pro luMtu numeri pro aa + 3&& et dd-\-2>cc 
assumi poteriint, unde valores litterarum a, 1, c, d habebuntur, quos tarn 
affirmative quam negative accipere licet. Quodsi vero nainores numeri pro 
A, B, G, D desiderentur, conveniet pro aa 4-366 et 2iCC-{-dd eiusmodi va- 
lores capi, qui communem babeant divisorem. Statuatur ergo 


Turn vero sit 
bincque fiet 


aa4'366==w/c et 4- 3cc = 

ac -\-’bd=‘f et 36c — ad = g 

A = n{^f g) — mmJc, 

B = n(Bf — g) -1- 
O = nnic — g)', 

J) = nnJc -b m(3f — g), 


ubi notandum est, quicunque valores pro f et g fuerint invent!, eos tarn 
affirmative quam negative capi posse ob numeros a, h, c, d ambiguos; 
unde pro quovis casu sequentes babebuntur determinationes 

vel f = ^{ac ^hd), ^ + (36c — ac?) 

vel /"= + (oc — 6c?), ^ = 4- (36c + ac?). 

Patet autem, si manente g capiatur f negative, eosdem numeros esse prodi- 
taros ordine tantum permutato, unde sufficit pro f valores tantum affirma- 
tivos assumsisse. Praeterea manifestum est, si sit m = n sen 

a a “j" 366 dd 4- Sec j 

turn fore J.== — C et D = B, unde et bos casus excludi oportebit. Denique 
si /==0, fit 4 = — B et G = By, qui propterea casus quoque sunt omit- 
tendi. Saepenumero quoque evenit, ut vel pro a et 6 vel pro c et c? vel 
pro utrisque plures valores oriantur, ex quibus solutionum numerus eo 
maior evadit. 


l) Editio princeps (atque etiam Gomment. arUlim.): 0— — D. 


Correxit F. R. 
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26. Capiatur aa + 3W = l!i, oiifc ««»4 «fc iuni very (/ei-f 3cf?«a7G 

eritque 

VGI rf ““ 1 , C mm f) 

vol (I 7 j € 3 

vgI cl ■“ B» c “■ 2, 

Turn vero fit «-^4 et & « 19. Pro /* autotn ot // Hi»qiu}nt.6H prodi- 

btint Yalores 

I /•=3 21, f/=« + ll, 11./’ mm 19, //«■ ! 19, III. f U), <-/«„ 1 1})^ 

IV. f= 5, </®®4;37, V. / =“ lii, _f/ » I 2(», VI. f (), f/ »,«! I 

unde tertius casus et sextus aunt exclutlentli. liinc orii 

B ■■ 12/* — - 4,9 -p 19, 

6'-304 

J> - 304 + 3/’ - g. 

Hinc ergo reperietur pro valoro primo /*-.21 oi 11 


ergo 





^28B± 

44, 




JB 

‘All 

44, 





241 

11, 





+1 

11, 


signis 

superioribus 

pro 

iignls inftsnoribus 

*<dl ® 

-277, 


•» 

189, 

mu 

JB - 227, 


S w 

815, 

a w 

0-280, 



252, 

0 4f 

D « 356^ 


JD 

878 

^ « fit 
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Casus autem II et III divideudo formulas per 19 
dabunt 

AL = 11 + 4, 

ob /*= 1 • 19 et ^ = + 1 • 19 


= 13 + 4, 

0 = 13 + 1 , 

D = 19 + l, 


ergo 

vel 

vel 

^ = 15, 

seu + = 5, 

+ = 7, 

9, 

5 = 3, 

5 = 17, 

0 = 12, 

G^4, 

0 = 14, 

I> = 18 

D==Q, 

5 = 20. 

Casus IV, quo /‘==5 

et Q 37 , dat 



A=‘ 41 + 148, 



jS= 79 + 148, 

0 = 289 + 37, 

5 = 319+ 37, 


ergo 

vel 

vel 

+ = 189, 

seu + = 63 , 

yl = — 107, 

i? = - 69, 

5 =-23, 

5 = 227, 

0= 252, 

0 = 84, 

0 = 326, 

D = 282 

JD = 94, 

5 = 356. 


Casus Y, quo /■= 16 et ^ = + 26, dat 

^ == 173 + 104, 
B = 211 + 104, 
0 = 256 + 26, 
D = 352+ 26, 


Lkokiurdi EuLTant Opera omnia Is Commentation es aritlimeticae 
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ergo 

vol 



j 

li 1117 # 

a 


f 

Ji iTit!* 

n 

En ergo pluri.s ctilwriun ti*ri«ii»Hi*.i ** 

227' + 2:«»' i ‘ii7’*~ 

"M*. 

107“ -t 2 ;!«r‘ 4 . 277* -- 

:S2*’.\ 

2.1*4 04* i I0.V~ 

!2i;‘. 

i.f |. n*- 

*J4*, 

4 !^ ’' f'"' 

0*. 

imde colligitur 

iW;* - 227“ 

item 

i2i;* i(2»* 

^****» 2*^ 

turn 121* 


«iKXi:iLU4«4 |nts~iT7 


Vr! 


HtHi 

J -- 2:!. 


/I _ Plf,, 


m. 


121;. 


Its?* j ~ I 

1 * 4 ’ ■ I m*~- nr, 


2ii’ - 


M* - 

- 2.r 'i '44‘, 


KKK«l*I.rM 

27. Bit fltt 4’ *** 2 h*, t<rif 

Vt*'| iH I , ll 3 

vui «i 4 , I, ™ 2 

V«»| fi *m. it, A — I ; 

km vero sit dd 4 arc •« H4', crif 

vel il *« a, r — r» 

wi d •« ii , )f — 

VI*! ti •»“ II, f »— } 

Mncque A»»2H, #«w«| tii {ju,, ^ |m«iibunt 

valors 
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I /■=14, g = ±4:2, 11. /■= 4, 5' = + 48, 111. f = 22, ^ = + 30, 

IV. f^U, g=^±A2, V. f=2S, g = ± 0, VI. f==26, g=-±18, 

ubi notandum est bos valores, quorum I et IV conveuiunt, oriri ex sola 
positioue a — 1 et 5 = 3 et reliquas duas eosdem producere. Hinc ergo 
babebimus 

9f.-p3^_28, 

B= 9f— 3^ + 28, 

C/ = 252 ~Bf— g , 

D — 252 +3/" — g , 

unde casus primus et quartus dabuut per 14 dividendo 

+ = 7±9, 

5=11 + 9, 

C = 15 + 3, 

5 = 21 + 3, 



vel 



vel 



= 16 = 

= 8, 

A = 

_ 2 = 

- 1, 

5 = 

= 2 = 

= 1, 

5 = 

20 = 

10, 

c = 

= 12 = 

= 6, 

(7 = 

18 = 

9, 

5 = 

= 18 = 

= 9, 

5 = 

24 = 

12. 


Casus vero secuudus per 4 divideudo dat 




A = 

= 2 

+ 

36, 





5 = 

= 16 

+ 

36, 





(7 = 

= 60 

+ 

12, 





5 = 

= 66 

+ 

12, 




vel 





vel 


A=. 

38 = 

19, 



A = - 

-34 = 

-17, 

5 = 

-20 = 

-10, 



5 = 

52 = 

26, 

0 = 

48 = 

24, 



0 = 

11 

36, 

5 = 

54 = 

27, 



5 = 

78 = 

39. 
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Casus tertius per 2 tiivisus liat 


IS- 
V . 

Ji- 


H.J J -Ifj, 

H,'l t 45. 
t>.'i i I'l, 
I 15. 


ergo 



val 


val 



im - 

«• 15 1, 

.1 — 4«» - 

— ‘J«». 


tiH ~ 

- :u. 

1# - I5:H . 

~ TP. 



~ ;i‘». 

t * JtiH _ 

- 54 . 


Ml - 

_ ?•» 

1 m f 

IT4 .. 

~ kT, 


Casus quintus dat per 2H ditisiw 


(: ■ 
/#. 


h — 'I , 
It) — 5. 

i t ~~ .1, 

I2 — i;. 


Casus deniqua sextiis par 2 dtvinits ilat 


A • 

a- 

V ■ 
ih 


131 i 21. 

I », 

f» f'' *J, 


ergo 


v«l 


A li'W) 

a 

j) 


f 0mm '■^'1 


M 


4» 

|H ««i i|!t 
ir^t ••• iH ««• tj 


*4 ' 
is- 

iS ■ 

.it- 


%*«! 

Tii 

|.'»K 

114 


<*», 

in, 

n1. 


[ns 



178 - 179 ] 


QUORUNDAM PROBLEMATUM DIOPHANTEORUM 


453 


Ex hoc ergo exemplo sequentes resultant formulae: 

1®+ 6'+ 8'= 9®, et 1**+12“= 9=*+ 10®, 

34® + 39® + 65® = 72®, 10® + 27® = 19® + 24®, 

20® -1-54® +79® =87®, 17® + 39® = 26® + 36®, 

3®+ 4®+ 5®= 6®, 

38* + 48®+ 79® =87® 

hincque sequitur 

87® — 79® = 20® + 54® = 38® + 48®. 

Patet ergo ex quovis exemplo assumto plures huiusmodi formulas ohtineri, 
inter quas autem eaedem saepius I'ecurrent; quemadmodum casus 

33 43 + 53 =6® 

in hoc exemplo et praecedente bis occurrit. 

28. En ergo solutionem generalem problematis, quo quaeruntur quatuor 
numeri rationales +, B, G, D, ita ut sit J.®+ JS®+ G^=jD\ seu, quod eodem 
redit, quo quaeruntur quatuor numeri rationales jj, q, r et s, ut sit 

+ 3gg) = s(ss + 3rr). 

Quae problemata cum methodis solitis nonndsi particulariter resolvi queant, 
manifestum est has methodos solitas adhuc insigni defectu laborare ideoque 
notabilem adhuc perfectionem desiderare. Turn vero, quod hie de unico 
problemate ostendimus, nullum est dubium, quin id in infinitis aliis pari 
successu praestari possit. In genere quidem patet simili modo huiusmodi 
aequationein 

ap{m'pp nq^ = ^s{ms8 nrr) 
vel etiam hanc latins patentem 

{ap + /?2 + yr + ds + e){mpp + nq^ = (ap + + cr + ds + e) (mrr + nss) 

rationaliter generalissimo resolvi posse ponendo 

p = nfx -h <jy, q = mfy — gx 

r = nhx -\- hy , s= nihy — /oa;; 


et 


SdLl’TiM UKKKHAt.l?; 


I i fSl-t8Q 
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fiet etiini 

mpp -f- Htfii — I HP .| muff) II I, t *1 mup) 
et 

mrr {■ nss — * {Lk | mnhh mt/pt, 

imde aequafcio diviRa par ■ax.r f mpp iiir.tuiutjw .< t*f. p imiuy 

turn dimensioniH, m tjusi jtn»pt4*n‘a RtiH» tiliu irntrit-t inn,. vulores 

ratkmaliter determiiialaiutiff. 


2«l. Non iDitfun it4> lito’t vi ulint'tttii {O'nhicniittttiit Djo- 

I'HANTEOKUM, quorniii adhuc iioinjisi RnUdinfi,*?* jotiiii'uluroK Honf I'ojtortjip 
soliitionas quotjuo gonemloH tlari ticquo miprit Junonraf unt vt mdu- 

tionum genemlitiit** vl partinditrifiit,. |iotil«in or*,,, umio jiaW 

quanta adhuc iiu’ri'inonht in Analvsi Ad tjuiu* ni 

unquam pcnotmro coiitigant. nuUtun ,‘.Ht ijithium, quin ii,4n ittuvtn>a AuiilyHjg 
tarn finitorum qiutin itUiniiortun Jutiul rmiiniuui'tidii »u}»i 4 i,jjjt jtjt 
Gum enim in calcultj inf4*grali jimirijumm nrtilirinut in hnr viUMdur, ut for- 
mulaa differentially imiliimidiy in ratinuaius !riuj.*if»,i‘n„iitur, Iwe artilieiurn 
ipeum uti ox Analyai IH«I'Haxti:v in funic ridctiluiu «>! ito wtima 

indidem maiora auxilia niuritn osporfantur: nx qun Hiudunu. quod in iata 
Analysi, utcunque atoriliH nliaa i,, .Hpuriiitn vidinUnr. aitijdifiritnda iuiiion- 

diu'mjj ifjutilitef 


30. me porro alia conditin mm «iimw nttimtimm digim nniari morotur 
Amily«i IfiuiUAxt'KA I'jmuHudi |»ridd»'im,{H urrurnnd, iitim* tmi 
methodos conauotua Hohdicmom gmuomlum ndmittmo vid.mtur. rum tmm 
haec solutio tentum mt partirnlariR; qiiilnm nmiUm puruUnria artifiria mlhi. 
n cejen , nt roHtrjctiu, qtm nmtfmduR ft,n,n„.fa t*dla{ur, Vidufci 

anarWrie'^ *”^**n™ i*dugri« qum>r««tur, tjimrum Ruinuia Rtt imiimnn 
q adratus, solutio nullo mndn roHtriefa nlitiumi vid.dur. m mfa mnjnafiu 


ita resolvatur, ui ponatur 


Jt I • 44 


Ot 


Fiet eaim ,4 


r 
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et 


+ 9! 


X = 


jprr 


+ 3® ’ ^ j)® + 3® 

Unde ut a: et 2/ fiant numeri integri, statuatur r = n{if -\- q^), ut liabeatur 
X = nnp{p^ if) et y = nnq (^® 4- 3®), 
fl3®-]- j|®= + quadrate. 


3yj. 


eritque 


31. Etsi autem ista solutio generalis videtur, tamen nulli alii numeri 
pro X Qi y inveniuntur, nisi qui communem habent factorein j9® + 3®, ita ut 
bine concludendum videatur nullos dari numeros inter se primes, qui pro 
X Qi y substituti quaestioni satisfaciant. Interim tamen casu, quo a: = 1 et 
y = 2, perspicuum est fore x^-\- y^=9 = quadrate. Tainetsi autem Me casus 
ex formulis nostris derivari potest ponendo = 3 = 2 et w = — , unde 

utique prodit a; == y • 9 = 1 et 1/ = y • 9 = 2, tamen, ut Mnc alii huius generis 
casus eliciantur, necesse est, ut pro p et 3 eiusmodi numeri accipiantur, 
quorum cuborum summa sit quadratum, puta = ss, ut deinceps poni possit 
^ ^ unde prodibit x=p et y = q; quo pacto id ipsum, quod Me quaeritur, 
iam tanquam cognitum postulatur, ut scilicet duo cubi assignari queant, 
quorum summa sit quadratum. Quemadmodum ergo huic incommode sit 
occurrendum, in sequenti problemate videamus. 


PEOBLEMA 

32. Invenire duos numeros integros inter se primos, quorum cubi additi 
faciant quadratum. 

SOLUTIO 

Sint X y numeri quaesiti, ita ut esse debeat 

a?-\-y^— quadrate. 

Debet ergo [essej {x + y) (xx -xy-f yy) == quadrate. At de Ms duobus factori- 
bus annoto eos esse vel primes inter se vel ternarium pro communi mensura 
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SOLUTIO (iENHRAf.ia 


1 IHl -182 


admittere, unde solntif) fiet bipartita, <inae a,ufom ita in imam conijiingetur 
ut uterque factor seorsim a: -f V ot xx — xy -f yy \'(>I quadra, turn (>.ss(» didio-if 
vel triplum quadratum. 


eritqne vel 
vel 


I Sit primum uterque foctor quadratua ac, poiiatur 

XX - xy H- yy (pp ptjf q.. r/qf 

X ~ pp — tpq (‘t y pp qq 

a: = 2jf/ pjj at y qq pp_ 


Prion casu ergo oportet, ut ait a’ f y « 2pp — 2pq - qq (puidrat.uus. (inae 

orma cum sit Bi)p — (p + qf, si ponatur - rr, upurturet esHo 

+ + rr=. Bummae duorum quadratorum. quod est impossibik 

Belmquitur ergo alter casus, quo 

X -{• y qg q- 2pq~— 2pip s=a [qq q- Bqip »»» ({uadrato, 
cui satisfit ponendo 

P’=‘2mn et q^Bm)n'—2mn--\~nn, 

X 2pq —jyp «. 4wM/(;i»n« — Wuni q. un), 
y == M -pp - (3«m q- nn)(^Bmm - Amu q» nn) . q. ,nt). 

IL Turn vero ponatur 

XX xy q- yy BBS triple quadrate — qiq q. tjq)^^ 

cui tiiplici naodo satisfit: 

I a; «= 2pp — 2pq — qq^ y «, q, O/U/ - - 2qq, 
n. X = 2pp — 2pq— qq^ pp Apq -j. gq^ 

III. X— pp -j~ 2pq — 2qq, y ^■-■■qjp A- 4pq — qq, 

Casu prime fit », + y _ - Sjj „ tripl.. ,,„a.teri„ 


ideoque 


p «= mm A-nn et g 2m« 

X 2(ni*~ 2m*n — 2mn^+ n*U 
Am^n — Bmmnn q~ 4mn®-|- #. 


QUOEUNDAM PEOBLEMATUM DIOPHANTEOEUM 
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183 - 184 ] 

Casii secundo fit x-\-y== — triple quadrate, erge = qua- 

drate, cui satisfit penende 

p = 2mw et O' = mm — nn, 

unde eritur 

X = 3 m* -1- Gmmnn — n*, 

2 / = — 3m* -f 3mm nn -j- n*. 

Casu deuique tertie fit x -\- y == 3pq~ Hq SB et 2pq-qq = a, unde fit 

p = mm -f nn et q = 2mm 

ideeque 

x = — 3m* Qmmnn -f- n*, 
y == 3m* -f- Qomunn — n*, 

quae cuin illis cengruunt. 

Ln erge ternas selutienes preMematis prepositi: 


L 

4w?^(3mm — 3mn -f- nn), 

\y^ 

[m — n) {3m — n) (3mm -|- nri), 

II 

HH 

^{m:*— 2m^n — ‘2mn*^-\- n*), 

[y = 

m* -\- ^nv*n — 3mmnn 4«jn®-|- 

1— i 
i — ! 

II 

3m* -f Gmmnn — n*, 

l2/ = 

— 3Mii‘‘-|- Gmmnn -j- n*, 


ubi quidem secunda ferma in tertia, quae cum quarta convenit, cententa 
deprehenditur, ita ut secunda uti magis cemplicata emitti pessit. 

COKOLLAEIUM 1 

43. Si bae fermulae pre x et y inventae per numerum quadratum 
quemeunque multiplicentur, eae quaesite aeque satisfacient; ita scilicet summa 
cuberum x^ -|- y*' fiat numerus quadratus, unde numeri quetcunque non primi 
inter se obtinebuntur. Simili autem mode si bae formulae communem ba- 
buerint divisorem quadratum, per eum divisae quaesite perinde satisfacient, 
unde numeri inter se primi pro x et y inveniuntur, quales bic proprie quae- 
runtur. G-eminas ergo pro bee negotio babebimus formulas: 

Lko^hakdi Eulkki opera omnia 1 2 Commentationes arithmeticae 
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L 


II. 


t’!{t»I51.KMAT{‘M Hfl VI‘HANTK( HJI’M 

timu j wwj, 

,1/ (m ’ 'I ?j«), 

a:*— <Jw*4' 5 ■«<«!«« >1*, 

■'Ijl ipsi -- .1/«* f- (iff/ fUMN I m‘. 


(lai 


('OKOW.AUIOM 2 

54. Kvidwia rat dari hilliiitoH ciwti.H. ijititnjH a!l<*ni liariim turmularum 
recipit valorem uej^iiUvura; (itn«} hi prhtrihtm ovotiit, hi vol w nit iifgativum 
vel n, vel n contiuoatur intra limitos m pI :hM, in puHfnriuribuH luitom, ai 


mm 5 4 2K:i v»* 1 miiiuH ituam 2l’’;i a‘, 


casibua duo reperiimtur cubi, tiimritm diliVrfiitiu cHt ijimdruf nm. 


ergo 


Slditio pmiO{*|is fEtipu! iiriliii'ii; I j itI lit I 

fifi * W'W 'I ' I* T' r **h 

. minm, qumn 8((/2 — J). l/iirriieil 1% li 


SPECIMEN DE USF OBSERVATIONUM 
IN MATHESI PUUA 


Commeiatatio 256 indicis Enestrobmi-ani 

Novi commentarii academiae scientiamm PetropolitaDae G (1756/7), 1761, p. 185—230 

Summarium ibidem p. 19 — 21 


SUMMARITJM 

Hand parum paradoxnm videbitnr etiam in Matheseos parte, quae pnra vocari solet, 
multum observationibns tribni, quae vulgo nonnisi in obiectis externis sensus nostros affi- 
cientibus locum habere videntur. Cum igitur numeri per se unice ad intellectum puruin 
referri debeant, quid observationes et quasi experimenta in eoruin natura exploranda valeant, 
vix perspicere licet. Interim tamen hie solidissimis rationibus ostensum est plerasque 
numerormn proprietates, quas quidem adhuc agnovimus, primum per solas observationes 
nobis innotuisse, idque plerumque multo antequam veritatem earuin rigidis demonstrationi- 
bus confirmaverimus. Quin etiam adhuc multae iiumerorum proprietates nobis sunt cognitae, 
quas tamen nondum demonstrare valemus; ad earum igitur cognitionem solis observationibns 
sumus perducti. Ex quo perspicuum est in scientia numerorum, quae etiamnunc maxime 
est imperfecta, plurimum ab observationibus esse expectandum, quippe quibus ad novas 
proprietates numerorum continuo deducimnr, in quarum demonstrati one deinceps sit elabo- 
randum. Talis cognitio solis observationibus innixa, quamdiu quidem demonstratione desti- 
tuitur, a veritate sollicite est discernenda atque ad inductionem referri solet. Non desunt 
autem exempla, quibus inductio sola in errores praecipitaverit. Quascunque ergo numerorum 
proprietates per observationes cognoverimus, quae idcirco sola inductione innituntur, probe 
quidem cavendum est, ne eas pro veris habeamus, sed ex hoc ipso occasionem nanciscimur 
eas accuratius explorandi earumque vel veritatem vel falsitatem ostendendi, quorum utrumque 
utilitate non caret. 
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SI'KJ'IMKN III: !>sr ullBI IIVATHiXlfil MATHI HI ITIt I 


: ' * 
I . 


ill* I 

T.ili iiiimr* mimrrt^# n ri 4n|.^^» ,, 

4ltiifi rnmi»iiktlm f<iiilrt«|iliiliir, miilitii iiii|iip i i! p, . 

|irirt trlisti nini4 lii ntiitipri, iiijniili^iii fiipritti rtifnji**#sii, ^U»m 

ai4tiiitt:iiil* imi rjiii i|i«i •isil piwtbm Imlwlii, t*im t^rti, ti fiiPittil |irittii, Ufvil 

fijiliiiti trl iiisilat# t®l t«riiEriti iii^fmfp. Hlii«* t#i fivrl 

||ltf!is^r«i wi lllllW® tfl |prtl»ri» fmilli|iltllil 

rt ilii|ilii qti^rmto •»« iii fwriiia n*# » •Al 

iili^i^rfiitiii titiii iiiliitu ill iitiini*rii wliiiifiltiii ^4 t*^#f lw4ii«ii«ftri|| 

iiltra llMl risfilifttiiiiilii mill* rir#ptlii tr |»ffMli4il Klwfiati mtUnm 

immm Aiietiiri lirtiili ibiiifniflfiliiiiiitiiw rfiniiiiiitiifp !lri$#til, in |»#lf»itii. 

iijiia ifiii titm|tiP laiititi itiimii m |»rft titra t|4p|tif^, n mm litmifi 

iltiilifiili |iiilr#prliti» fini|mlll*liif tiir# m$m in f# 

mmmiilL ImliittpiMli «rilliitipllw tf^ntirtiiri# tmmgw |;if'»p*iaiit itstil = 

tiiijiii iii^tw itifftfili iriiin#fi iniittikiit; ijnifp rniii ibiiiiiiiAlfmliiiii* %<| iim in 

fptill iittititliiii rf4fmii^ii4ttri m4mk itiii tifis^nw 

iiiiiitii mm l«mlai’i ii|iti Inti' 

cifiiiiiitrtliiitiiiiii iiitiii 


Iilfcpf tot illiipiw mitiitwriiw pwpfi#tati^* i|ii«# nlhiic iiiiit ti? 

titilltitti iMit duliiiiti], iirtiiittttt ml* Jiurwlunlm* 

(itnt'Utn mittt wliicnwtiii* f»t in tnnltijiliei ntinmnirttiii liwtatitinn aniiiiii4vf*rii«ii, 
4 p itN tlwiiiiiwtiiiiiiiiii w^tnwrlnl. Itn dn tm |»riiii«*riiiii 

urdinn, ipi nnitAtii tnullifilutn t|uat4»marit. ruittfiiiiiMli «tifit |.1, IT. 

Kl, »IT, 'll ntn., iititi' jinin duldn tat. nbinrvniitii} nortint •inunln# m dii« »jM»* 
dnilit aw'uri i|iiiitii in wi nintNitiituiitt nl liiiitta id*#i’r%’ali»»ni« I'rfitniw 

j*«ir wlidnni dMiwniitratinnwn nviiiriimtnr/^ Miitid dinndf* «niili!w4 iiiiii»ri»« 
.jiialjii.r vi-1 jiimrinrw ijirndmln dwirtbni pna*}!, win imliini 

vidutMf. f»i*nin iiiitii FKKMATn?ii «nl {irufmaun #« wnUii^ 

Imlww, tjiiiim aiiti'w nttM}U)iin pnblien n»lidit* ita iit mm 
Htratiii, .|s»5jm imtii ii!it|iin«J t«m|tiM (xmrinnavi , pm priwiii, *|w4.*'fi, 

jnitdii i* fiHTif proiMiwtii, m% hnbmik.*) Interim temmi fnteri 

: • • .4.111, «4iti« fMri8«lp»i to km imhnrnm immm 

ii Sfi #1 HI h^m P. E 

V.-i,. wlmaiiito, ImprtMto |«A r |i 


■KU 


ts:« iH'.’j 


Sl'Ki'lMFN |»F. fH!' (VIISEUVATIONIJM 


IN MATIIK«I PUUA 


tiujii'Hi !’!FMvnvN\M, KtiiiiitHi ittilii tiihil ottuiitio lio j>rhu‘ipiis, (juihttA 
fmhir. MiHj.i.an U.-m-rit. mm multo I’uisHt? jM-rMorfiu ur hnig»< latiiw patiuHs.'. 

taniu F(;«MAin:8 w vk t'otlfin tniite Hliorimi {}U(H{i»» 'riicorcnuitum 
hiitiHiArtf, r.uiuH gwjMrw niuit, tjuotl chuium nmiiortiH iiiti‘gi!r nii 
xuijiiitu triujii juiuriui'iunvt* tiuiitoinirtiiit iUau cjiuhI oiiiiiiH tuttiic'ruH 

iijtrgfr Hit Hiiiiunji ijuiiHjuo vi*! |iHucbrum uuiinn'orum |»«ntugonalium; liem 
.M.v jnutrHHtiniv.^ luixiigonuUmn. ft iUi pomi do rtduiuiH iiumoriH 

l'«dygf»imiilnw iit iiiliiiilum,') Kga voru oitHttmi ronohitiouorn cuUiwpio ruinioi'i 
in .pnituor pinn imavn quadrnlH t4nuoii tnunoin jidluu- oponim in 

iHttrt rfliiiniH Ihfininiuitiliiw itonmuHimndiH inutilitoc foimtuiwi maiuo uUo 
nnnin iitiHinnnnr willfni ifHnlnti»iiu<in in trnn iimu inr»>8vo trigoniiioH oBtondoro 
pnlui, niiaiiiBi mi Bimjdi.i.*r vidmitnr ijuiun riwduUn in (juatunr |«iu*domv« 
liuiidmiii. ’i 


Voriim ot hmi osimiaB iinmororuin jirnpriefciitiw FKiiMATiUi multn anta 
imr iiiiliii’tiiinoiti riincIiiBiiiBo «t«t {•uiatiduB, (|tnitn oii« doiiunwirafo didicoril. 
Fx ijuilntM inoritn ('niligitnuB in uumortn'tiiii indolo Horuiunda obBorvationi 
ut itidiK'tinni. rui tiiniim Ims idoKiitdiBHiiittia {trnpriotadnH accojit 4 iM rofoiTit 
doboiiiUB, own* trilHiwuluiii idtHM|iio no nunc, ijuiiloni ah hoc 

iwgiitiii u!t«<htii {irom««|tif<iidn otwo doBinionduiti. Hoc onlnt inodo portingiinuH 
lit! huiiiNiiifHlt j»ri»nriotiilum cognitionom, ijiiao aliiw nobiH iM'rpotuo igiiottw 
iimniiiinMuil., int tiiin ilonnim occiwiimom imiicincinan' ml invoBtigationoin de- 
luoiintmtioniiiii tmm nontriw intondondi; vorituttw imiinjmj jdomot|iio huiiiM 
gtnmriii ilii nunt ciiiij|iiinitMi, ut |iriuii agiioBci tlolimiit, ijiiain doiinitwtmri 
{HMniiit, ywjiiiivili (iiittnn huiumiiodi iiropriotiifi jior luiHititmin obtiorvatinnoin 
fnorit iimniinlii*rjui. ijtmo |ii»r *« iiioiiti tioii iiiirtiiii i«t iucuudn, biuioii, iiiKi 
di'inmnitriilni wdidii ncwnwrit, do oiun vnrilft!4> itun »ttti« corti ohuo {xwBiimuB; 
oxoinjda oinm non dixnint, (|tiihini miIh ttuluciio in orroroni praocipitiivindt. 
I nni von* ip«i donminttroUii non noUiiii omnia dubia toUit. «od oitam naturiio 
snnni’iiiriiin jionolriilni non iiiwhocritor rocUidit noBtraiinjiio ntiinorocnm cng- 
nitnmnn fonimuo iinigis iiruiiiovot, a euiua corto doctriniio iiorfocl.iono inllinc 
b'ngtf.nfn* roiisoli, ¥i»ruin ii cui haec forte non iniigiii momonti obko 

»|«ni4 ii,% tun|tiitiii ullutn in Matheni applicata monn linbilurii |iutou> 
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•Ita sit:nMi:s i.K iWK oimkrvatioxviii i.v matiicsi iti:! 

fur, imw. i|Urm iii.li' in raliotiiuiido iuU|niirimlir. certn nun ■..! r..n(. nin. i,.l 

Mint . lum luilun Knnnria rmUInn lU rnrundlla.., m .nruin 

Hlratiuni'i turn iiinv.liliilitm rirruni>|inrtiunnm i|uain niiniuuu itiHnnii vim r. .,,,1. 

runt, yuum . iini vulgo ml ntincinii hculbilnin «iin|«mn.Um 

K.-.>nnlwm- l■..mlm.ndari milwuit. <|ni|i|i<i quu tti«nlii™m r»li..-,m.n.li 

«»»" *• hone Mn|.um •lumon.lmiiun... ariH.umii. 

rau imillii iiiuma «int accuinmoilalnni in hU niiin inuitu niniun rum ..,1 c. 
v..n.lnm nu a |.ir«wri|,li« luiKicnram rnmili. .I..m.tnn.. .(ouniam ,.|..„i.n.,n.. 
nimia ml ilillkil,, i„ „m.rr.in nun |>nil.l.i. IWinU. vuru hum. ornmn. .Ivnmn. 
atmlmnn. nriUinmliran m„|i„ m.i„„mi rnillurtion. rl «Km,u.u„. 
liiwtulnnl ,,,.,1,0 Kimmutrir...; nnUn ,oi in W. ru,„., 

nrrumn m mtnH-in«..l» u,n ml.Kitn. m iul.it ribi^on |.rumiiMn ml, mini. n.o.o 
mulU, eumo. rom,««l,it Al.|nn „b hmu- ton. i,„in„„ rummml, 

Umim nnlomn nunmmrum minimn i»lim,uM,.|i, viduotor; ,« umbu. n. Inni,. 
.tor vomnninr, ob ubmirv.Uunibn. nrit n.mdmnd«», b.„r,«n .d dlu.n:;t 
tionem pnipnototuin olnnTmUrum proKmliondim 

lloiunna.|i opnmUuinn, ion onto oliquut „,no. rnoWj m 
igitar, ut vUm Ml oliw nnmnmrqn, pruprimoln. rn«num«.d« .tonuun con- 

quoin, m boc rmroo Koonnl, S,. + M ^ 

huniiii miimtroirtjin sitiii iiii]iiiii(,ynim a# hir mi ii » j 

mdimi . "‘Y'"*^”*** At «»*? Ktiitiiii Iiibturi rimvwiil 

r^ium Iwinim diiormn tiii«4r»t«rimi i»t#r m anmm »-mm 

wjiiii qmhh4 nuiumi {*mM mm 4himr, (tuiuLttitii •nlkrt 

q«. furnt mdko.,. nurauoni. di.im; qumoubmm nuunnn. n « *. ,,mb„.' 

f»»rii»a .«« + U inter m primm ttettiant. 


WHSimiEATIO CIKOA MmFjum 
IN ilAU I^XlflMA *Jaa + hb CX)llfMNTli?i 

Ex}a»nttiitwr nnwri in fnrmn t + M . 

no, non furman ,0 + ,,* ^ ^ ^ ^ ^ ^ 
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„K USt, m«BUV*T!ONUM IN MATIIKSI I'nilA 

Muari,, ,„u.„.n.s lu, If+W, h 2 „„„ .livi.i- 

nlvs, ..f ,tu imrru. ohtin«h»utur aotjtiftifcRH mnmwmim in-oanmlmm: 

t' '5, <•, U, IK, 27, ,’iH, f»l, {Mi, 102^ j2y, Mc^ 171^ 227, 25K 2!»l, 

kljit, J|*3| 44*l» 

H I l», li, ,1;|, r>7, H!l, I29, 1 77, 2.11, 297, *Wi9, 449. 

1 9. 22. 11, 4.1. «7, K2, UK, 1.19. IH7, 2I4. 274, 107, 179. 4 IK. 

.12 f .11, 41, fi7, .Hi. U.1. 1.1.1, 201. 217. 121, 19.1. 47.1. 

.^lO 5I, fU. m, 99. H9. 99, IM, iai, i7i, |.,4, 219. 249, mi, 119, .174, 

41 i, 491. ’ ’ 

72 f hh) 71 97. 121. 191 241, .161, 411. 

.M, Kri. I(i7, 111, 12.1 l.’M, 192. 179, I9K, 219, 242, 297, .121 ,¥4 
3H7. 422. 4fi9, 49 m. 

m + hb) 129. lai. l&l 177, 209. 249. 297. 111. 417, 4H9. 

im + hb) m, 199. 179, IK7, 211, 229, 292, 211 111, IW. 418, 4.11. 

200 bh) 201. 2(»9, 249. 2k 1. .121, ;«i9. 4Kf}, 

242 + bb) 211 249. 2.11, ZiH. iHll, 278, 291, 109, .121, 142, Mi. 411, 41H, 497, 498. 

2KH + bbi m. Ill 117, 40*1 4fi7. 

liH -f bbi 111 142. M7, m, mm. .w. mi. m, iw. m, m. 482. 

192 -I- bb) 191 4iii. 417, 47.4. 

4.'il» bb) 411. 414. 499, 49!». 
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9, il. n. 19, II. 41. f,;i. IJ7. 73^ ^ 89^ yj 107^ j,jj^ 

VfA 21 i. 29:', ll'l, 241. ill. 217. 281, m, 807. 818, 881, 117. 147, 111, .1?1 401, 
P^K m. 411 44.1, 449, 4.17, 467, 491, m. 
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Hir iain t»iw»‘rv<t oimuu producto ex numeriB priinis tbrinae 2a(t + hli pw 
.{UiUii.-ututUM ca.mhiuaiit.iHan nata occurrere, ila ut pmUietum <'x quotnuuim 
nnmnift fmmut '^tstt \ hh HvmjHr mt fiumcrm in qinidnitwii ct duplMii qtutdmfuM 
rt'Adtddlia. m- plun quidan mm nmk, si ex dimsk fmtorilMif futrit amtlnim. 


OBSEEVATIO fi 

Imprimin imtmi hie animaclvertt) in hia ntuneria compoaitia niilloa alios 
ra.'li*r.*H prinam wrnmm, niai (jui ipsi aint forauio 2«« -f- ld>, undo colligo 
per indat'tionom: 

Omnnt nnmrem f,m,m 0 ‘i«« p &/,. siquidem a et b md numeri mkr se 
primi. mdlm tdim ditimm admilkee prinm, nim tjui ipd nini huim fmmte 
2utt Ml, 

Biiiaiitiiii (|uiih*tt} viditittia iiitor fliviaoroa «f.cari’<'ro poaao, varum cum 
i<i« } Ml eiiau ii»mii at « »-• I hiitarittm piiM'boat, atiam ipaum binarium in 
fortiitt 2tia \ Ml roiiiplwti Heat. 

BBSEUVATK) (1 

(hull argo oiniiia luuitariia formaw ‘iflu d- Mi axiatimtibuB « ot & primia 
wi* iiHiw diviatiraH priiiuia non adniittat, niat tpii in aaria numarorum in 
fibBt‘rvttt.iiiiia pfinta axhibittiriint aonttiiranttir, al ipaiB (ptidatn binariuB adiun* 
giitur. firm ktm niiitwron prinnm obaorvo intm illoa imlUw ntimaroB siva 
huitw Jbriiiiia | niw httiiii Kw — fl raperiri. 

/A rripi ptimm fmmae H» — I el Kii — 3 nffirmarv lieet em nm 

mJiim «»>» rm- numnm frn'wm 2ttfl + bh, ml etmm tie diemres ipddem eme jume 
uUmn mtmm fmmite 'Jtin f Mi, $ii/ukimt tl et b mnt primi inkr mf. 


0H8EEVATI0 7 

i-i-g.i priniw liiiiMH giiiiiiiia» fortiiua Hw — I at Hw — 3 axrluHia 
pr;i»»i..r l.iiirtrmiij nulH iiHi «diiM|iiuntttr numeii primi, tpii sint divisonw im- 
mi-jf ium ti.uiisia p All, ttMi (|ui in alteriitro Imriun forimmim «« | 1 val 

»« ; a i:«iuiina.iiitnr; ijnoa diiplkui gmerta nuiiiiiniM prliiuw roiwpar.tiii axpo- 


binMM 1} i>mnMt*yoii«i MrlltotticMi 


It 


'{lift 

SI 


vs OK KHlf OIIHKBVATIOXI 

II IN 

MATIIKHI 

roiiA 



Hti j 

li 1*, • 

It, 1 

.1, HO. *17, 1 1.1. 

137, 

mK 

‘itil. 

•441. 


i?Hi. ;u:i. 

11*. 



-mi. 

4o:>. 

411. I4!», Ifi7; 










‘) H 

. UK 

4.I, fiiJ, »J7, h;i. 

lOT, 

131, 

139. 

111. 

179 . 

411. 447. 

•111. 

‘-10, 


.10(1. 

.111, 

lii. Iiti, 41*1. 44.1. 4«7. 4!l|. 4!«l; 






hun iiritniM orotim ntiimxro# 

‘i«»» -f //!< is« wftiriwi*. ut ttlii |}ra«tf>rm ibi non ro|»ori«iiliir. 

Hint mfo mmrri huim funme 2aa -f hh, dHmmM «i et h sj«| imtn 
primi, fmntrr imarium nniim aim ktihmi diritmr* primm, nm ««# tri hmm* 
fhumtf Kw -} I it! huim h« f- 1|. 

Chun auti'in niniii*# ntintori priini in hi» finAtttor formn* » I »»i Mw * :} 
continiMwitnr, hiiiw, obiM*rvRtio rinn ]}ni*<<*«*ilrnti< r«*fivi*nil,. 

tillHKHVATlO M 

At| (juikI notiito nwixinn* wt ilipiiim, olworto; 

(hmem mmtmm primnm htm kmm fmmm Hu f I kmim Mu | S 

mmpo’ em afiffregaittm ex fnadraiu H dnpin fmdratu, fite mttr mmtmwm prtmmi 
fomm 2«« + mnHm pktm ntumem tke kmm fmwme Hm -f- 1 me* km*m 
H« + H mmerere m prmlerm mnUm atim,*) 

HtiUtiti t*rgo {Ait^ril nmnorim printuA in Imritin foriiiwlttfniii 

H« + 1 mi gn 4. 3 ftlterotm contentmt, i|ui now nit •uniitiA i4 4ti|4i 

tpiwimti, nt hiMi ijuiaotti uniai imimIo, ti otMtyrvAtio priina line Imlmtiir. 

NOTA 

l*ri*|irii*Wntti, «|iwii bie dtm numonw rorimui •lua + M mmm*im 4iu. 
•rM-iv . 4 .--rrv;ivimiw, iitiiM! it« mat cuinjMiriiliio, n% tmnm nmim tm tie 

j«}fcf*it, jilini* imti'in 4twitiiii4»llmti« apiMumtum rmiuirunt, 

' ,, 

■ m-i n AllwiMi j-ar 

<,^4 4 iwiaiMtralitAii^ 

• i- ■ H. vjeu .. 4 ^ ,ia» immrnnUmm t^u,i mM 

' '■"'"V ■' ■’ ■' •<«*). I. W*MJ% Op>wm, i II. 
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104-u>5) Hl’KOIMRN DK UStT OBSRRVATIONIIM IN MATIIRKI IHIHA 

d.^nitnu' profuiuIiHHiiiuu^ iiuIai^iiuH sunt iudicandae, cum Hunima sollnrtia ad cas 
(hunoimteimlas sit cjms. Ad primum genus roferendae sunt ohserratiomis 
piitna, HOfunda, tertia, (puifta ot pars prior sextsie; ad genus Hiscuiidum 
autem pertinent observatioueB (juintig pars posterior sextan el, sepUma, (puw 
eo redit. I‘rorundiH8ima(^ autem indsiginis ost <)b8ervatit> octava. I'roprietatt's 
auttun istae similes sunt iis, (jtuis circa summas duorum quadratorum pro- 
poHui; <piarnm veritat4mi cum feliciter eruerim, operam dabo, ut eiiam has 
proprietates observateH simili modo demonstrationibus conlirmmm Ineipiam 
tTgo ab ohservationilms facillimis. 


THEOEHJMA 1 

1. Si mmerm N fmrit numruB furmtw 2aa + /jff, turn qwiqm elm duplum 
2N erU mm'rm muadem fomm. 

DEMONSTEATIO 

Sit ©nim iV’— 2mm a«; erit 2<V — 4«/w -p 2nn; ponatur 2in •— k flot^juo 
2N kk 2 hh siaiue 2M erit (pioque numerus forma© 2<i(t {-hk Q. E. D. 

COEOLEAlirUM 1 

2. Ac si N fuerit pluribus ituidis mimortis formiuj 2 t^Eidom 
ijuoijue modis «d«« duplum 2N wit immerus forma© 2(i« f /^/z. 


COROLLA EIUM 2 

a. Cmwtat ergi> veribw observatitmis Hocundiui Mimult|u« ratitj p»*rHpicitur, 
cur iiiimerorum, »jui inter numoros fortnae 2«« 4* supra expowitos bis 
occurruiit, eoriim quoipi© <lupla ibidem bis reporiimtur. 


fHBOiiEMA 2 

4. Si ftmurm jsir 2<V /'mni numerm formae qmfqm elm 

mfmw N rrii nmmrm tirnkm fttmae. 


4i:k si*F ‘ !mkx in: rnc ii|i«r«vatiohi'II ix hatiik,**! h'ua frr. r*.- 

DKMONSTIIATIO 

r(ts»}«» If.V— 2 mHi -f- «», qu« Smm f wi» nil iuitii<*ruii |wr. <|at»iii,tin j- u'. 
iaiti i»xt }»ar, iiir*’#wi> wt, ut A}U*ra |i«r» i»» inl tjMwjwr nunjrm^ |, 4 j 
i 4 iHhjw> f! fitiM rjulix w. {‘uiwitir nrgi» »*-**il' ^ 44 *, 

iiiiilf jn‘r L* wrilur S mm + Hlk, it« ni mi 

ill fs»rin« :JMti -f- f*b eoiitiiiilu*, tjf. R IJ. 

t^OlWLiaiUOM I 

5. I line ftiiim i»vi4»nn* it«t, ni ituntfruii |irtHM«it«# j»ar *i \ fimut jilutilmn 

imnUji nwmwiK rnniUM^ 2att i hl>, Uiti4t*iti t|MiK|tio itimli* tnm ,V 

ftirn wuinurtiiii oiui«I»iii ftirmAi*, 

fultiiyaiiii M a 

6. Bi miiiimw A ftturit miirti wiKiti tttiiit«*ru» fiirittm* aMM ^ 

tuiii fttiiuii ©iwi clti|4iiiti a A nnicii intiflff uril ittititn^rut furtiiM^ 'i#*i 1 AA; m 

enitti plurili«» midm itiwMit htiitii f«niiii\ t|Ufj€|U 0 tti«4i« i»iini mmimu K 

for»t nitiMltim furttnw* mtttm bjfputJbMiii, 

1. nine tttttiim piiffi* 4tipIlMit4(i otiiti^ri liV, «*V, ifi.v iMk timnM unk<i 
toiitwiii mwiii itt forfim a«« + kb CDutiwytMtntiir. iiii|tiitbNii «iiin«*mi ,V 

imiett itw»4i» in forttw n»|*erli4ttr, 

CB^IXAHIUM 4 

a t|ttt»4 vw* We 4n utiic*« wti4u npMilutiuniii in ftirtnnnt 'Jm f *1. r 4 i 

. 1 .. 1 . 11 , 1 , ,«W J., 

m *., + M woluU. 

Mitf 4itttt4ti i#lii«»rviiy«iioiii t^rtkm 4««tntit»ilfiitiitti 


fHKOEKMA 8 

!t. >! iim M a M fismm 3«« 4. U, 

j'i - * \ iti' * 


Ii>7 Il>8| 
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DEMONSTBATIO 

•Sit. «num 

iV — 2aa 4- M «‘t jV — 2fe + dtl; 
pi'ii product, uiu 

AfiV — 4««cc f 2aadd + + i'd^dd; 

jul«lutur 0 mm — 4(udui ot. Imbobitur 

3f N — 4««rc -f- Aacbd + hhdd -f- 2<tadd — 4acf>d -f 2rchh, 

((tijio ('xjiK*ii«i(» luimitbHto (wt. aggrogatuiii ox quadniio ot. cliiplo «iuH<lrat<», 
Hfilicot 

31 N <"• (2«<: 4- bdy 4- ^^((*d — cbf, 

Vol, «|uod oodoin rt‘dit., hI t4»rrniiHw 4* 4«c/4</ ofc — Aacbd porimitomua, ufc ait 
M H mm Aaavc — Aacbd -| bbdd f- 2(uidd 4- Aacbd 2ccbh, 
lj»!»obiiisiiB tjuotiua alio kukIo 

3fN mm (2ac - bdf -f 2(ad 4- cby. 

Quum 81 utnr*|uo 3t ot N fiiorifc fonnao 2«« + bh, orit tjuoquo pro- 

duct uih iuiiiuiru8 oiuwloiii formao. Q. K. D. 

COEOLLABIIJM I 

in. Oh goititiiiiH tdriiuiliw invontea productuiu 31 N orit fluplici ««t)d<j 
immcriw fonimi* 2 «m 4 - Wo Si oiiim sit Mmmtaa-A-bb ot N—^cc + dd ac 
ponutur prodiicttiiit d/iV— 2/i|»4- gr/, orit 

vol p mm ad — cb efc q — 2«c 4- bd 
vtA p mm ad -A- ch ofc f — 2ac~W/. 

COBOLLABIUM 2 

n. Si ftioril vcl tid — cb v«l *iac — bd numertw uogativuH, pro p ot q 
f'orum vidorcH afliriiiativi ftwuiiii jwterunt; ex formulis oiiim quiidratirt p«‘r- 



Hi'hJ’jMKN nr. Viiv i»iwr.MVATH»>Ji'>i in matiii:.hi i*nii i-- 

.‘Itmv vmu h ad. |H»#U*riori u-n* ^ 

Nmiit'H t|4ttiir Imm- iimib pni railicibui* «|iiinlnit»«rum i»mu«4i > 1 !'.^;. 

liihil Itirlwijl. 

€l)BCU.LAiyilM 3 

I'Jf. «»rgti (lui)riiiii nunmniniiii foniw*’ *i*i« ^ fd» 4«|4i»i 

in fariwuliiiii r**w»Jvi pitorit. niw f«rt» n-wilnUa a.I 

iwuittt, aiitfiw m*n ini'iut. iibi fiiarit M rfe — «» %•’! — « n.l «jr — fi. 

tior i'nt vri fl — 0 vpI t» — 0 vi»l r 0 te\ t# — 1» 

muni*r»»rti!»i j»ru}w»ii«rwm wl quatlmtui vi4 dufilunt nwttdrwti 

('OllilI.LAItll'M 4 

i.t 8i «<rg« wid«» iiunn’ri fiiwriiit winini |»rtMliirlum fwl 

iliipHci r«*i*»lutMl 0 in forwnni *iii« -4* »»>*» fm»nl — I t'fl — ‘i. 

0am nnini tontaiii i»*ri|iiaiitar t|attiuN mi (|a«tlfmtam »«»l ilu{4um 

quiidroiunt, jumatiir pii(fi|»i«iilttr tantutii rii*M», 

alter i»t ¥i»l I v«l % 

14 . 81 amlw liamuri M et X fa^rtwl «iini{ttAlff>iii ara .V— .V. at iil *•— « 
ife wit »|aiilww ilu|iHci miidi* i|tM4ratttm MM h irdirrt t«»! 

pmmQ H- ^mmfaa + hb vi»l p*K»*i 0 k i4 f •* fit. }MI pfiwf 

J/ Af •• ‘i .0*4. 4. A&l* miiitti a«l nciniaw 0»t «niia at* 

wt fttanwrwMi. ffiii anteot naiwl ¥fl a — ii 1 — 0. 
atnit|ue rMdutln adno ad iinum radirat, 

t»W}U.Attl{!|l 6 

Ifi. I‘at <4 hiiic »tiaii} {imdaetam ai tribui I.. M. X 

‘irttf I- M, i|iitt 4 rM| 4 ki mnilo in fnrwMu MudNn iwwlfi pmm». Nt 0111111 

I, **» liitrt 4* M **• 2f<f 4” dd, X 4' ft 

m Mi j.nna> l.M - ^ mf. nti vidiaittfi, 
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Timi t*rg(», Ki pttiiatur pinxiuctum LMN^2xi]S-\- yif, (srit (puHnw duplici modo 

vd j-^pf—eq ct ii’^2ep + f({ 
vel x-^pf+eq et p^2ep — fq. 

IliiK- i*rg<> i*r(» p d q valoribuH invontis subafeitiiondiH rop^ridm- 

v<d j- •«‘2<u e + hde hcf— adf et p •^2ade 2hr<‘ + hdf 

vd X •»’tace — Me -—bvf-^ndf et p '^2(ide •\-2avf ■\‘ 2hvc -—lidf 

v<*! x hde — hef-^adf ai p ">»ttuU‘ —2avf — thce — bdf 

val X"^2ave. — hde~\-bvf-\-adf at. — 2«r'/*+ + //d/'. 

COROLLAEIUM 7 

10. Simtli moda aalligitur productiim ax (juatuor numariH formjuii 
2a« -f hb (H!t{> divarfiiH nuHlin in fannain <*iuuiam nwolvi poHaa; aaHim bimon 
sunt «*X(’ipiandi, tpulms int4n* nnniaroB pri>p<t«itt)H rapariimtur val aaqualoH val 
Bitnplicia (juadruta val quadruta dnplu; lua atiitn caHilnw vi<UinuH raHolutionaH, 
cpuia in ganara Hunt divtu'sin*, c<n»vanira. 


BdflOLION 

n. Qnad autam ad iMtiiH iVKolutitniaa iifctinat, aaruni via parfacb* int^dligi 
naijuit, nini daiiKnwtravariinnB u«inan>H prinma pluH utnt inodn in har, forma 
2fia I bb non aontinari. Hi anim mimari priint plurimi» modia aHHant rawiln- 
ItilaH, di‘ numariH comptJHittH nihil wti daflniri ptmaat, ni«i quod iwlhuc plii- 
rilttiH inodiH hiiiiwnnHli raHoIiitionaH luliiiittant. Ciun igitur priina (dwarvalio 
noH doi’uarif. numt*ro« priinoa, qtii quldam in ordino nnmarortiin fonnsia 
2uu \ bb rontinaritnr, nonniHi tiattial ibidani occurrara, banc ipHum viuitabun 
damouHtriira aggriaiiar. 


THKOHEMA 4 

IH. r/ni numrrm duplki mtdo m fbrwmm 2aa + bb mniri h nm 

*nt ptmm, 



i»»: riH' m tiATiir..‘^i ii n.i 




iiKMiiMrriaTiti 

.V tlupiiri nHnii) ir liaur (»trmmm fmmlulnhtt 
,V — 3«« 4* 

it4t 111 t*im iniiiii»ri 41 rt *• f|u«im h 4 nnt 4»%ir»fin 
iii'ijiiatiii jM*r i-r, «|l»»ra jii'ir aa litn al. |»air 

ifl« "" rr; ,V •«»• aarfi# itirr — ad* t»4 • h*, 

t|iicnliii iam iiMiiwim X mm* (inota*. i* in •llrtnin, ^4 I,, 

h4 vf ht‘ rimliiinri'tiir ummm mt Vrnmt rum *44Mt.|i* n«*.if 4 * 4i,iii,ii|,» 

Sfaa I A-fc I I 44 , 

imfiimtiir ulrJiiqim f«4 + U*-, m4m bAl»i.Hi»r 

UK Uf — fm + AA + 'in A 44 'U4 'Jlr 

live 

2 Jlf — < 2^14 — tAf «**a# .f fa f fr I r A-* 

M |«»flfwinmi ittiiwtoiwi ttlipoi# ♦nttmw ^w»4f»li»f»iiis riwtn p«t 

wiiiiiii, its m *41 


*in 4 '‘ 111 


2 A* — Surf — f Ar 11, 

.#>•«#+ k. 


'••' «-i ■'■* ■ <" 

" ;‘: mmk m l.m^m , M 

?»• .;! y. K 1 1 , 





•jm 2<K{i 
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COROLLARIUM 2 

2<». ergo immerus primus vel piano non ad ftn-mam 2aa ( hh 

|•t*du^d vol uni(;<» laiituin inocto. Cavenclnm autoin, no hiiic viciHsini 

<'omdtuli»lur oinni*m luimornm, (pu unico tanfcuin niodo sit rosolubiliH, tmj 
priinutn; ImtUHtnodt ('ntiu conclusio rogulis ratiooinandi advi'rsurofcur. 

OOROLLARItlM 3 

21. Hi ttan-it idom numcmw N-^2aa + hb itcmniim iV — 2r(; -|- rW, orit. 
lane, iii vidiimw, 

(ua — ee) A" — (ad — bc){mi + be) 

iiloo(|uo 

««~cc 

Nuinoratior nrgo hniuH fractionis non solum jtor donoininat^innn orifc divisi- 
hilis, sod roductiono ad intogrum factsi simul fackn-os niumn’i N iimok^w.oni. 


COROLLARIUM 4 

22. Hon oipjo rasu nninorim N non solum non orit. primus, sod efciam 
oiuM fartoros hinc fmdlo c.otligontur. Hie (uim numoruH 2(!7 his inter nnmeros 
fortniio ^un-^-bb omtrrat, sdliwfc 

2d I - 2 • T* + 18* ot 2d7 - 2 . 1 1 * -{- 5*, 

oh II •*» 7, bmm 18, r -» 1 1 ot, d — 5 halMibiiauB 


hinoipii* 


f3&~ 148)(85+ 148) 108. 17H 

(7-.ll)f7 + n) - 1.18 

2117 — ®’^*^ — 3 -89. 

€ 


THiORBMA 6 

2.8. Si immttm fwmm 2(ia + /writ dipimbUtM ptr nMiiwrum primum 
tiasdtw /hrmtit, iunt rtiarn quotm ml nmmerm eimltm fmmtr. 

Uf.tmmm Oj>«* I* CnratanniiitloiiM ulAmtUcM 


•0 



fri 




iiiiiti* M # 14 !• 

* * ' '' ^ ««» ^ Ar, •;**» ati** 

ill* fit |irt»m f ^ f wsi 1*1^ ^ 

f ## » I# 

V* — 

r • f f 

«*ii«i iii*».ir iwiiw'fw .V-l*# . U «s 

Hm . ♦4|.|» I- *s r 

.iwm »itt»f«i„ yrt «, 4i„«Ni*. 4,11.*..*.. Iv.r."..*". " 

nmi p, ^mmm I* 4,.i«.i*i** „i . . 

im* ^ *i*.* 

«1 ♦>!» |wf nwnt^fiifii pnmmm t c«*f«.> mt 4Mmi*il«, 




«| i *'|« — *»l‘'~ ?w|i|* n 

_ i«»l»l»« ^ ^ ; *1 ^ 

f f 


llai|w W“f*“ u,u^. unmmi mim m m m mm m 


I ** af 4 « t«|i m •»<* mf $ mm 

ilHic ..!f^*^^n M 

Jl* ««* f 44 4 , 14 

MW *''^*^**tf*+ I ••!»§ + 1 »a||i I I 

M ** rnmm + |. 

I .V .,...a.,., ... ,._ , 

,s {. .!. 'In:nt}».h» |>»>t.*-il'.aJ!<s)f ..s,..-^,. , *» r* , . ** 

.■•n.,u ■•■„, i it K M ' *' * *' ' ' ‘ ■ 


HVPOTHKSlil 


i»r:r 




-..«m .,.„ „ V,, 


4liP9a4ff #'^99 

m 




w-i ■.?»«; 1 
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rt*s(tlnhit»‘H. Imruin muuororum (ioacrihctitio ninuH Ham prolixus, 

«'tmn»anlu rauHu HtHpuaitilniH mgnig uljimur. Ikmateni orgo littariu! hiitiuHw 
aljthalM'f i maiuft* uhu* A, /», 6’, /), /•j' etc. perpetuo in jKwtta'um iiumt'ro.s 
iitrmai' I (A, itlqm* in genere, Hive Hint primi mvo immpoBiti; eacdem vero 
iittenie cummal*' mdntim A\ it, C'. It, K' etc. numoroH in hac fomm mm 
nmUmttis. Hve prinnw wive cempoHttoH. Deinde vert) Utterae initialeH alpha- 
tadi gerniunici iiminwculne n, i. D, ® etc. Bignificent numeroH ianlnm 
priimw tbrmw ‘itm -{ tpn wtint, ut wupm vUUimiH, H, II, 17, l!l, 41, 45, 5H, 
111 , i.I etc., tptiimw ItimiriuH aclutngi peteat. Eaedem vero liiterae cemmattt 
indatat* tS’, tf t*tc. denotent numenm pritnow in forma ‘imt [• hh 

ntm wmtenton, .pit ergo «nnt 5, 7, l.% 23, 23, 31, 37, 47, 53, Cl, 71 etc. 


COKOIdARIUM I 

25. line ergo notutione rta'eptii in iheoreniate ant 4 )ce<lent<i demonfitni- 
tum Dit, ii imnierna J fnerit tlivtsibilia per numerum ^t, tpioitun certo fora 
nuiiieriuii /#, vel «i ninnerwa A titumi factoram hatamt ^{, alt^^rnin fiictorem 
ft»ra II, Bcilicat niiriioruiii foniiae 2aa h bh. Vtd etiam hi fuorit numaruH 
int4*ger, erit i« — H. 


COEDLLAWUM 2 

2t;. 8i ergo ntiiiiaraw A |mr nuineriim qnempiam P diviHUH prodneat 
ijnotuin It, hoc «*fit nnniertim in fortim non contmituin, turn diviaoi* 

ille P eerie m»ii erit wan non erit tntnieruH priititm fornjiie 2tta-j-bb. Krit 
ergo vel ctiinptiaitfw eiwwdeni forinae v«l pkiie non i»tin« formna 

CORttEIiAIUUM 8 

27. Htriindtmi luiiic tmteiii notandi iiiudiim in thtmnmiatihuH praef«)tlen« 
lihtw *leiiio«,4rttviinii«; 

In prinio »cilici«t o#i»o 2A — II, 
in locwitdo voro t«iio ^ — Ii, 
in terlio awe AH — 0, 

In ijwarto, hi fnerit *1 ■■ H neu «i idotn numertw daplici modo in forma 
2i)« -i Mi contitimtiir, tiiin non A — M. 


m 


}»K i'4i ofwtin n t% nifjiffti 


THKoUKVA li 

..... ;;; 

m mem Imtmmait 




mummuAtm 

ivm..,...™,, .„p. .w*,. « j H, 

. 1 m .(Hutuni ni^iw fun. _ || |.n..lv<i«tt. ha.uuu.t, « »ia f 

emhm» ^ ^ f,^n, h»rw4 ^ - If. 

mmM I,ri« r**”* ^*** *“**'*” ’*’*”**** ****^ 

<rw iinmi* rnnuni* ‘i«ii .f 44, •rilir,4 — H^gf ui * mma* 

i-mfVM 1 it :,ni* 

||in|.|j|||, #4111*1* intMiM ml ^ *. #* i*! 

i ii «it ;\«ii *t 5^4. ^\Z7 7 ^ ***• 

ilwtirdiitit. tindw unttititiir ituntuni ‘ ^ 

tiw + M nMun i»i»Ml!ri !! ^ ,.»*ii.««* fmmm 

Q. K. {). ' fc»i<fc»»u4* niinM^* f«rimi« omdiaM, 

aiBouaiiiwn 1 

mlimn mm iketnrm u^um in tatm t— a. ^ 

'■«««< •••I, « mmt.m. f.,rm^ 8.. 4- U jiTIZl t!',*!!*. ‘‘i.”*"*''’ '”'*l ‘ 

, ««* «w<« etimii 4 itnftormn IwWint ukum iK 

, - '“■ '« ^--r.. ,|. .I„..„4,„, 

*■■■■.... ..... . .. 
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THKORKMA 7 

illf. N? ftumur 2£ia -f- bb truant umi'ix nuttfHiiH dlriswvni haburrU 

Humtmm /’ «♦♦/«!• tumm rmlkm a H h ipme im /' sint dimtbik», turn uIIhh 
H umruts riustirm f»mm' rihibrri pttteBl mimr tfuam ® i*I\ qui ptr aimkm dln- 
siiirm V aii tiit'kifkifs. 

mmOKHTMTlO 

P<»Hitn iitiilioro mtiit 4' bb {itviftihiii ptir /*, {|uaiifcuinvis itiagiuu* f'utiriiifc 
rmliriw ii «*t b, ••»»* xmtipar ilii axurimi jiosHtuit. 

II — III /* -f e nt b"mn F 4- d, 

ut numi’ri r at d ijmmu F non oxatitliiiit; ntnjt4u*(iu« avanewcot, cum 

nwjuo « iWHjna b jnir F iit lUvinthila. Sit argo a < * /' at rf < * F; afcquo his 
vnlorihuN iulwiittitiii foriiiii 'Jtm -f bb abihit in M«tju«nt4Jiu 

( 2 »» iM -f Hn)FF 4: 4 «c F t 2 Mil /* 4- ‘ire •+■ dd ; 

<|UHi» cnin ait tliviaibilia |M'r iiwasiw o«t, ut micnjua aius patH 2ii:4-<W par 
F ait iHviwibiliii, wt «t niutiorns formiut 2(ta 4* bb at minor quam 

* FF. Ihito urgii iiuiiiarti rortiiao 2«<i 4 bb iliviaihili par nnmorum (|Uom- 
ctituptit F, awujw ©ihiiwri potiirit nuitiariia minor quam * FF ot oiuwUnn 
I'ormiif*, imi |M»r tiumb*iii iimimruin F riilurns »it diviMthiliM. Q, E. I). 

COEUI.EAHIUM I 

,‘I1. ExiHtwitii wgo F ilivison* ruiuspiatn niimari A dabitnr numerns 
il < * i*i* p»*r I* lilviaibilia wt ifuotua inda oriiintluH proptarna orit minor 
I*; ipii riim otiafii ait divisor miinari Ii, si F sit tlivisor cuinspiain 
nnnwri lurimw 2i»ii 4 bb, liiiic innotMCit cpioque nuninnw alius minor ipitun 
" /*, tini pjiriN«r I'rii dii iwor rniinMiatn iiuimiri format? 2«« 4 bb. 


a)KOLLAIUUM 2 

.1-i. l*rojiMsiti» porro iinmnro qaoonnqao F, si intar iin«n»rtis format? 
•ifio bb miniirns * /*/* iiutltia d^ur por F divisibilis, tiini «‘iinm 

plana tiulliw ifjttot**! nuiiii*ru4 foniim? 2«« 4- bb por F divisibilia 



oib*t»v Afloat n ts rtii% 


THEOliKMA « 

"’ j !«•• »ii»n j.’r 

*'* '* ' **■“ "’■'***' l>i<HVH miH-‘ cf {« i,. ■ 

inf^n ^mt htmm ml dtmm twrm/tmm «««*<.«» 

mmumkAtm 

l^m«iiiili>g[ij4i»in wiini Mii M ft, .., , , 

iiuimBri J-ttfu-fM il, „• »»*»««»ni* |*niiitt* w *iit»«t*r o«it**ni*||, 

i...,™ .i,.» ».L„ " 3 in"’*'" * “‘ ■'••”•'■■''• •«• 

!««•« ,u«i» -' ■ .«*• •»*>•* 

I »l «1 hk ip^ ,3 J J ‘1 V - II *• p* 

■alxlilt printnn linmiw *r. mt kunr > i T”** ** 

-«•. qal Mrt. awli,, ^ 3, «" ,!“ V »! ««. 4l>lwr 

“nwl A. Mm »■««(*„ dl.ir^ «■ I^."" *“ '"•'^ 

^mt§ 4if|iKifM ft* ttiiitet^ mhm ' »wil«wi m% iimdmm 

ftirwii tm + kk imtittfai ' "T *'***" ******^ »**« •*'■*««*» •** *« 

^**«»‘* <1. B. I). * ^ Tiw^fWBJMiii* li «ielt. 

tlllttjyattKm I 

‘liiHjbilii, imi, ^11^ t(|iiti«Hie ’ H k pmr DutM Immi 

A- xi" -•« v 0*M0rv4 4ift4Hi»f 

*»ittyuyuiiii t 

rwm»fp. ■■; ,„,,5 4.'nu.j»qirt,ia. ' *'*” im *%». ,,, |y„. 
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CDEOLLAHIUM a 

aS. Si tamu'iiw .1 *ie«H -f- fuwit (UvtHthiiiH |»w miiiienmi prhuuiH 
n,*qt»»* « tti h ji..r inun Mint tiivisibilwi. numeri a ct- h pn) primiH intnr na 
uHHuini Mi imiin halwwiit conuiiunern ftictnrfiia, no Huhluio nihilo- 

ininuM |♦nn'bar••nt nnmw-um ‘ion -f- bb par ?(' (livisil)iUnti, 


(aUtOLLAlilUM 4 

:i‘». At Mi numariiM A<^2aa-i-bb «*xiHt4niU!»u» « at b inter sa prinuM 
iHviwirani ^1', turn atinm numanw li — ‘2cr ininnr quain ** ^t'W' 

t*xhihari pntarit |«*r W ilivinlhiliM, ita ut c at d Mitjfc inter Ba priini. IteHitn 
aiiiin <1 «. »!«' I r at A -- nfl' I d (§ ;$2) luiinari c at d carta non arunfc p(?r 
«' tliviMiliila«, ar wt quaiii iilinnt imtemnt coimnunani fiM‘.t<>rani. pute c — kp i>t 
d-^kq, tttiajii 'Ipp +• f f par itt' arit tltviBibiiia exiMtentibuM p at q inter sa 
priitiiM lit>ci|ii« ciiMti iiiutto magiii 2pp b qq minuM isrit quam J 

COEOLLAIUUM fi 

4CI. Cum Ifitiir axiutenta A -« 2«« + bb (livtHtbili par nwiicibuB 

« at h inter «» priinw axhilwri piiMMit nutnarua /i — 'Jca f dd minor qnain 
^ ita ttt c at d tint mimart inter «a priiiii, tjui nit qtUMjna pitr VI' divi- 
nibiiia, arit, »il %*iiliiiiu«, bir iiiaiii luttiiartiM /t (pioqua par aliura immaruni 
primiiin tt'< * VI* divwibilw. 


CDHOLLAHIUM (J 

i!. At«|wi' rum /I *— 2rr -f itrf axiatentihuB € at d nuniam inter ho primm 
lain »it iliiiiMibiltM j»»'r imiiiaruiii priitium !6' minorain qimm Vl'^ imla noviw 
mimaruM f— ‘Jrr q f/' jii^r VB' quiMpin iltviaiiiilis invantri poturit, ita nt c at f 
:4iii irnmari |iriif{i iiitar »«♦ at ipita numaruB O minor qwiim ” 0'S. 


THKOliKMA B 


•1*2. Xullm d$ifm‘ tmtmtm furmu 2aa + exktmtihuH a ti b nuumin 
firfrf Sf- ptimt*, qm dhmhiim iit pnr uUtm mmmemm piimum m mtti fmmu mn 





til 


UKUiiXUTttATiii 

^wf mummm {iftMuim m . 

t »/. .rtt «. MW... 

•«'»« ; *«■. I. »««.«. ij 

«H.». la.M bK m«mm A iriiiin, 4k,unrm fOmum (..,«« 

.i, _ r.,... . 

«....« ;;- 3 „ 

mbT «. |.ri«. H «< , |„ I " 

•liuin ittiMm. luMnI ■litfonm nwrimi u - * j« 

•* « rl A OUBI.H pnm inlnr H« ««b. 

diviJZ' l7I» . “■• “««•«<. iw h*lMl 

ttuni#ri Mii I t T **^i ***** *^*********"* •»*’ «* *iuk40m lt««liMliiiA 

«itti nil difinlbilia tiUiiiit ititttMmitti im ^ “ 

. - * -.1 pri»i bi« «r HTT •^“*- 

aWOUAKII'M I 

»OMi.niin quiwniia,,, »«• + ** - -T. j ' . 

l.n», »u, •. „„,u» rii« l»h«- r "! ""TH 

€W^jy.AWlll| I 

; . ■ ... f....... u., , u II., .^, 

«< •!«. *«»! Juito 

. »l, »f, 41 , ^ , 
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MI,„I n,l,. s . m„ Imc reslrictiom, n»m,.ri rt, 4 hit;,.,- m 

■’l'""' -l-"™-!.!.. ..tenmo „„„ sit iiiuii, 

per 




... * . uu mu a -mnc. TO li «-«</, tUm, 

f 1,01. mi <i,vwihiiiH, neque eiiuni nn{ 2 a dd) nm 2 tta-\-hl> 
uitiiti orti aivjwbjlis. 


HCHOLION 


M*. .Votoitit pHibo vi« htiii.H demot.strutionis, <juae omnino eHt. HingnhiriH 

'li i-ml,. r, 'I"'"'/" "•in-.ril.uA mumiris 

IH-lmiim in i,t« „„„ 

II, m. mini mnnlim ntinni „i, h, moii.riliiw nf. nmxiiiim (inhlnm nuiniTW null™ 
.Inn ,n.r i.,i.,m,.,li ,,rin.™ iliviniliil™. I).„„,m«travi nnim, «i in 

nmiinin Inlm ilnnnitnr nnin..ri. tnin .iliam intnr inin.n-w an tanilnm niinimoii 
lilt., rim iw niininm, ..i,„il,.,n in.l..li,. wn, „|n,H .«t a,l hanc ilnmon- 

>"'»■"'■» mill™ liari nninoruA fonnin. 2n„ + W, 

|n.r nniniirnn. primnm. ,|„i non nit ninndem formaii, ilivinibilon; hoc miim 
ipnuiu lam jw nn ..nl nlinurilnm niiniiriw .•nntinun ..ihihmi ,,o»„i nnmi.ros 
f.imuin 2«o+44, q,„ ,n,r nniiiBram primutn non oinnilBin lonnai, nnimit 

tiiMtemario perveiiiri <>{M,rfcer«t tul muueroM pri- 

rnm; qiii i»«« + bb, cert*, pw nullum nunmrum primiim a 

in (lt%*i«rMyin tliviili puuiimt, 

Muaru m ,b alia forma fti«« 4 . W; existfut-ibiw « efc h 

mmnmn uiti^r m* j.rimia derntmatrari prwHut, qumlai maior<w nmmm eiuM 
b.rmuo fbmitir |,w mimmim primum mm niusdom furraae diviwbileH, i«m 
* 4 mm i,TO,.Hwirm miimriw diiri numema, cpii quotum per numerum primum 
I, on mmhnu fmtmm futuri wot diviaibiloa, turn tuto conclmlare poHamuuH 
tmibw pl,„„» 4 „ri nniimroa foniiiMi w«« + da, qui prr ullum unumrum 
prmmm m radinti formii non rontentum sint diviaibileH. Vmim ut 
HitmliH dmimmitmti,. lorum halmri^ poiwifc, necosae eat, ut ^ * non nil 
$nmm q„»m I . uliitu Tliwnmmta 7 efc 8 applimri not. portHunt; unde 
l«uuH,m,di mm vtaobifc nmi in forrais ttu + bb, 2 «« efc 

:iM,« i-U. At if, bar |w»fcri‘wa qiiidern forma exceptionum fkrit, diviHor 2 in 
loriim ;biu I U mm hoc enim caau tit «— l H, A — i huu .'M -f- I 

Um-m$ ^iimm mmlik ii 





m h t\ intiiMi rriu 


- 'Hi 


h 


I't*!, jvr i aitwWw, «jWA»» mm mm .si «** 

•lU.iMi;. .ju.-,|«., sj.rti tinM«r |tMtl «|nMm 'i t4*%ifcn^ him ' * 

|»ri«i«w ui fonui mm cwnliniliiiin ii.,i» 


THKOttKMA m 

^ ■ t J*"- ^ J 11 i <t f. IK ^.vr.-3a? _ 

t}Kllt»Kl$TftATlii 


.1 ^”"***^ ****^ platwitv l»i»f,4 imu>t*m immm immm 

im + U Mm plnnbmt^ i« 'i«4 , U «*«« 

Wii. Ill m a 4wiw««H«.tiiii„*i |*l«r#lil«# .^iw ,mm4mmmwm it 

diiWtti ttjtii, iiu. ^t« r««,.ti 

Auinttt Iktufiw ftt*,rM,i t«|iii,w, itmm iMMliiiio tix* imhIi* mm»m. 

wiwi d Utttttenit |^ni|MMiliui h* ,41 - + U>f, mi 

^ i # •* t + iim + 4&/ 

M tl irit + wit. 

t ir**fiiii*^ + 

IL # •• tp#*— atM)/ ^ liniih «. 

i•*.m* Hi Ml X^rim + «fit 

I. |V». a,# 4 . ^ 

il, -• tflif I + 4 . | 44 |« 1 ^ 

tii A .— . K,* ^ .. { 1* f 

m .i.-„ 

L‘.i.i 

' "" rnmnm ^ K |» 


21.1 ai7| SI'EnsiKN- [.H nsu OUSEEVATIOHUM IN MATHESI fUEA 

COBOLLABIUM I 

Ti/ "’■K" •"'“'0™ qmxiunque, quoin iwt. i„ f.,mm 

-..u . AI. hunlo ont oxiiloraro, utrum Ait ,,rimuA 

nuinon o ot 4; qui oi „„„ I'uoriut ,,rimi intor »o. Htnti.., 
Iml.rtur lartur; u„t„m wnt i.rimi, turn hnlo »um.«Hivo onmia quiulnita 
.lu|.lu.,ln mililruhoiitm- ot di«|jicintur, iin u»qu«m quiuIrAtiiin 44 roliii- 

■ liuitm, „ |,n„,t„r oaHum cognitum non ovouiat, corto iiroiumoinro 

{wkniHHw {u-opomtum prlrmun. 


COROLLAttIUM 2 

4!«. Hm aukim iiuiiHsruH pr«,|«)Httu8 plus uno modo in qutwlratum «t 
•lupiuia qmulmtum (mmt rtwolubiHa, turn runi Bolum m.vimuH oum non esBo 
priiiium. whI atiiau uins tiicinrw iwaignaro potorimus HCHjunaum m, quaci H 21 
«uijt iruaito. Ilw autom iiumwoB axammandi witis axpotlito porflci 

pcikJBt, pcrmdi ak}u© ego iam ex niitura Humraae duorum quadmtorum si- 

mileiii Hiodniti expoiui.*) 


THEORBMA 11 

fiK Muiim mmtrm, fui wl in hat ftmm 8« - 1 ml in km Bn — H K<m- 
Imiittr, dtvMere- jw/r#/ ullum nummum fmnm 2«n+6&, mqukit^m a d b mnt 
nmwr$ primi inter nr. 


DBMONSTMTIO 

llemmwtriww* wifliriet tmllum nuiiienim vei formao Bn — I vol Kw—8 
tiiiqiutiif mm* pmm* hmuw 2«« + hb; cum mini huoc forma 2«« + bb nulloH 
HtJmittjit ilivworw, ttiHt qui in hac ipua forma aint couk'uti, ntatim ac 
di'iimnHmivorimuB tnillum numenmi f«l fomiae 8« — I vel Hw - ii in forma 
lutt-l-bb rMUfiiteri, Biinu! rertuiii erifc ne quidem diviaonmi huitin fonmmeHae 
powBi*. t\im anirm h« »_ j ofc Hw — 3 ainfc ntiineri irapare«, videamiw, (puhuH 
Ifirma + bb mtfneniH impart»« producat; iimnilewtmn auimn cHt 
fieri non p»ww», idm |# git immerug impar, quo caau bb li«t numoruB 
lorimw H.m i- h Turn vero niittierua a ?oI erifc par vel impar; priori ciwu 


I) Vt4fl 'iM built* vdaealaia, inpriBii* § 40~-f»2. 


¥. It. 



nt n is ii4?iii..ti rsi 4 % 

■ * ' •’ • -'if 

«■!;? 4 :<nr«,<r. In ntw'nlUr 2 «»<» immm* *♦•, yis-t' *, 44 , , j-#. 5 ,^ 

in $Mm< j'4>» fujliiaii f f t Wl “k » I !‘..«*lrj .^v»- , 

it>i|-4r, .»rtl «itf 4» t I ’*A.i *^>nn**' , ; 

3 #irt flit liw €mu nnvmtwn i**tm»^ | j 

^4‘S» ji4Ht!|r ff« r a. I'*»f 1 iw (Pfft* ^441 » H 4||«I« |«s,|^ 4 r<.H* n,.„ 

iji-i <|iii fii^rinl twl liwuiiKft «• -t | t)p| lnfiiww* , ;i 
s*<jfsi."»iw i«ij»«r fr»fiiim» itn i (wnMk*’ *♦« .1 nsi.j-iMM, 

‘ia** f l«l» r<ijiliiii*tnr niv iiiitii* ft 4 i*np#t '*44 . 14 4i »»»«<» 

»i«j«ii|f*tti 4 rl 4 itnt ttittninn |*rmii m II l» 

C»RlllXAIUl*ll I 

M, Si ttfpi 4 i*t & ftt<*niiit nttiittyft |*r}«tii •«», ?# 4 » ». H 

miinHiaiii ©lit. v«| |j»f f» t^l |««t * t-«t| iwt nutMip'rtvni bnii* 

a, 1, 13. a, ». 31. m, 41 . n, m »i,e. 
mmmim ntiit (irintitm M in fuftwi t» ^ | »»| _ 3 <«iii#iii«in. 

iluiilM iiint 14 fl, a». 44 34 a. II. ni. to. 

ai«iiy.AWii'ii I 

fA Omnw «r|m nurnwri «|ni nn»|<iMi«t rnme tMMwiiiiit 

mmm^m hmm tm + M. ,^ni^ * #1 * «nt i„i«, ^ 

ftiirwttb MII+ I t«| |«c in + a Mlinvnini. 

tawm ftirittiilnmiii. ^Oiwn 4 * s .,| « 

tljfiDofii nnniMti 3## •!« 43 iMniitiii, 


WIWJIXARJIIM 3 


ll'"']!! I." *-+ 1 •- + » «»«««.,„. w„„,. ^ 

,.v,....., *« + « , 

« • iiiiini tnlof m, i - . 


U I 

'**■"’ *•« i • J ...... , . 

, , I %. 5 .*,...•*•5^, U»*j A. -, 

■■••• ■■ - ^ f-‘. .«u 5 *" 5 .u.ruiij 




•ii;» 'i2Hj S!*K^lMK^^ UK nsn OBSKUVATIONUM IN 


MATIIESI inilfA 


4.Sf. 


<‘!4t 




Vi II 


BCHOLION 1 

■V>. nr.mi a..{..in mnnon numeri primi, qui hi Hwiubiw muii(>n»nmi 
K« I a umimini. vimmm Hint numnri (bniiun 2 an-\-hl>, .pmnHiin 
hHhhim in.liigitiiH. Quoiwque qukiom mipra nninonm primoH fortimu 
i tn.niinuaviiiutH, vidimuH in illiH omnuH plana minwroH primna iam 
hmu« Inrm.-M. H» j I qm„« htiiiiH Hn 4. » omirrarn, imdo omiuiH .qiioquu 
tminari pritin in hin ihiahiiH furinii!in anntanti Hiniul in ibnna + hh cim- 
tmrri ud..iitur: vnrom luiim varitatia (lamonHtrntio maxima ani. ahHtriiKa. 
\iam fammi m\ mm iam mm pnvmn praaparavimuH. dam domuiiHtravimuH 
omtmH dtvim,n.H formim p hh aimnl cwhu nnmaroH aiundam tbrmaa, Hiqni- 
dam »i vib fuiTint inb*r hi* primi; nam propiiHito mmmrn primiMpmcunqua /' 
Mivn fiirmim Hw }. i niva Hh f a hi dammiKtmro potuarimiiH dari (pmmpiam 
nnmarum l»«rt }- bh par ilhim divi»ihllam. ihi ut naqtia 11 mapm b par aum nit 
ihvimhila, Mitiml aril cartum numarum P aHwa in Ibrma 2m»t -j nn amitMiium. 


SCHOLION 2 

56. Qufnl iitttern oiiini* miineras primiiH in alterutra harnm formularum 
Hh -f- 1 at Hh f a nmtaiituH naaisHario wit iigjfraf^itnm ax ipuidrato at dnpln 
qujMirntn, iiti id in mimariii miimrilmH rrfX> non HuparantibuH avanira vidimuH, 
ai|»|iiaiti Ilia rimidniii daitiotwlmro posna fafcaor‘); haanpia daimmstratio multo 
titiiKiH ftnhiii vidatnr tpinm aa, qua pmtiavi omnam numarum primtim forinaa 
iH-p I aHHa Miiiniiiiiiti dnorum quiMlmtoruiii*). Cum aut^mi momantum in hoc 
varHatiir, til, daiii»mnlri4ur proptwito ipiocunqua numaro primo val formaa 
Kn f I va! fnrimia Mm f 3 Munipar ikri numarum 2ua + bh par aum dtviHibi- 
Imii, ila III mdicaa <1 at b «int mmiari intar sa primi, oparam i« pardidarit. 
qui i-jiloraM timnarnrum ti at h par « axpro »«08 invaBtigiira voluarit, proptaraa 
quod hi »mmi*ri non taiitum iih » pendant, him! atiiim aa ratio, quod numarim 
4 I v»d Mw t 3 nit pritmiH, nwaamrio in computiim duc.i dabant. Num si 
iminanm «» f I val Mm + .1 non fuarit primus, avanira adao poitiHi, ui rmlluH 
nmm*r»m 2n*t f* bh par atim sit diviHihilis. Iam aquidam damoimtravi par im- 
iwrnm Sn | |, »i nit priniuji, divisibili^ »ige omnos immaroH formaa 

I) lumo ll»f?rtr»>8j»tj)i liomnflitnUUoBttB dudlt L L. LAiittAMor in w*l«I*ri iaw notn n. IJI4 

l»*!rlbltor d'arUhmMiftte. K. R, 

V.4« 9*iH tt Mas vdloadiito. ¥. R. 


III I .^r (UWKHVATlOXt'll m %IATtlt->«! i*Mi % 


I'j |M'r liw -f 3 uiniunii tiiitniinMi ftiriiMiiii |»**’* 

vw'.* v*!i;an •.i-Hs|'rr ilaii niiiiirrti^ ft r>i f ul 

/I*- j f|*" |*i*r I I, jwwtfiriuri vmv (artm . f**’^ |««r <«»♦ , :i 4m^i, 

bilif* ifrilur o*w* itt hi# |»** f ./• *,t 

Y*"*' wfiiipr (PioMiiudi itittitvi cm»m. f|ui »»tii 

rt .!iiph» nMiniral«: t|ttu4 •uiMti «|iic«tntM|t> »hww»ii»tra»i 
iiit»4mn A.ti|ii0 ilirtirilw ttryo m fortjw*!.* ^iffinlin# „rii 

»|inii* iiUfiftit an}tiip ri»rta«* «i«lr.|it«ir «'%r*»jpiA 

I. Oinnii ntinidrtiM pHttiUii fontM^ 4w | 1 in inw r«irtn« *».» § li 
wmtinntiir. 

n. Oinnwi nunwri |iriini in hii r«rfiiw | I *.t a. | 3 r,, ,,1,^14 
in Imc fiJHaa Cttiitinnutiir tm 4 hl». 

HI. Ofttnfw nutttfffi prinii fwl hniu* fiinniMs Vim f i tn| hntn# t’ln 1 I 
neu huini tinican Sn 4. 1 in htir furma a«n hi A4 ranllimititr 

IV, OmnuM nnmiiH printi in ^ttaplatii hartifM fonBtiiliiriitii Iiim 1 1 

16. + 8 IS. + 9. .6, + ,9 wH. .i*., 

ornum 4««4-M, mim «|ttitl«in ilimtiniitfatiu intn in pnicM i^prv^Mwtitiir. 

V. CtoaM iinwiwi priiwi In nti^iM Ininiin htraiiiliimttt conMiti »» 4' I, 

Min 4- 0 iiiiini iitnl ffintnm ft«« 4. I*, 

.11 **”"** *** ***^"* fttiwnlwiim rfwinitl 31114 1. 

.'4i» 4 . 1 wmut ijuinuni aant Riraimi inn 4. 14, 

il? I”™' *“ oHhw fcMM. RitwatamM runimii *». . 1, 

>« + j •J.. 4-11 9». + ,.,. ». + » ,ri. 

t". “™ '***‘' 

I*«W* ill nltwnlj* liafiiin fimnnliiftifn lfWttl6%l| 
Mn 4^ .» Ju V II mumt #tint wnn^l fomnm 3n« ^ m. 


’ , -'■ * \ . i f 4 ■, 

- rnm^maAm^rn.^, ' j, * * 

' - * |i |ii 


$4 ^ 

ill 

^ |##v 

t f E 


y$'t I 

U % ; 

W ■ 


S -.'3 3 L' 1 


•■'I'KaMKN' ht: ,MI OHSKHfATIONira IN MATIINSI WIFIA 


4H7 

I,,,,,,,!'""""""'' 

/',' '"i"n' »“»»™ quinpiam primiw p in hw. fonnii. 

I ./I., mtitmim. mndwtere liwt prim.w 

t,,,„ I ,, Inn. niumlnm ftmnao /•«» + ,,*/,. otiam.i l.nn, «i /' 

n ./ lu.Tml (.iijpii, vi.runi ram virtnatar. KW miim rat (>7-r..!l + ‘w. 1 

tam™ 4.f..22„ + CT ,»n A-.r" ; 

,.Hl - III.-. ,pi, 7 _.|,t 7 , r,a«+mi, miitiiuitiir; 

ml,.r,n, l„„,..„ „ran„„„, run, uit ai - f, - 2- + .'I ■ I i,l,«„,uo in Inrmu 

nu., .(..1./, rnntmratur. nmura numurra pri.nou ,I0,,+2;| in rail.,,,, fnrani run- 
tiniin. gui>il«i iiotiir i|niu ini.t.limlmu inviinrrit hiiinuninili thnirraniita tiiin iii- 
iinnin. in ipm raput mi rat pn«it,nm, ilmniiratrandi, ia cnrtn in (lor- 

irtiift umimrorntn filurliMnin piratiliiisie ©rit iudicandius, 

Atlmiiwi »«t«nw hm: propripteto nimiProraiii prinaorum in his formulis 
H « } I «t Hii 4 » mnUmtumm plum alia hinc (Iwluci poterunt ogmgia 
ThiHnmi«at4ia iiuoriim ipiawlam tiotasi© iuvabit 


THKORKItfA 12 

m. mmtt-m quimnqm in fmmm ftmuulnrum Kw + l wl Ha + ,S 

rmtmtm nmUn mmim in fttrmttm 2rt« + feiSi rtudm ptmlf, turn mn fitii primuH- at 
m mm„ mmh in k,mr fhrmm immit rmmtm, fnm mt primm; mn autma plm mm 
mtniit liitef rfmdntm vnrrmhi, turn parittr turn nnit primm, mf t’<mfmsitm. 


DKMONHTBATIO 

l*ar« wf umln ,.t m »««! ilwraonstratis siitifc iimniffstai*. Hi nniui 

iiiimi'ni** prujiii'iifiM unirn in„4« in fnrma 2a« + bb contiiwtur, turn cnrtn mi 
priiHUH. nin pluritnii., riiinjaMitus. QinMl autem ii4 piirtniu priiiuiin attim4, 
«*!* VI imiiiiiiin ilvinwsstmtoM aubniitit; mm «i nuinnms prupasitiiH 

mm4 |»ririi»i*«, in furiinun tmi-^bb rwlvi poasat; quanclo arg<» l«me resohi- 
fiiiiuitt tsnii mliiiittit, twii rnrtij niiii mt primiw. Q. E. 0. 


ht: I **r niwtiiV is vifnr»*! n 


■? I i 


t ili||i>U,AUirM I 

.'♦s, llmr iihmIm* nun 4iCB<dli« 

U'l l»ir«i«r 'f .1 %•*»! #i» » I, r«}4**fMiHii, *11 l*rs«i,w-5 fi,-v 

SuMmliaiitiir rniiii nli m$ iiu<*rr»ntr titunM 

% «, li^. !*\ Ta. m . 
ir««»tilitiui»l pfiinff»«i|t*iw»i« anlhiiM^xTAiw 

e. i«. II. 'is, % pir,. 

»l 4i»;»irtiittir, itlnitn i}tiJi4mtiim rfflit^iujiiiir 


ai||U|,UIUt*M 3 

r»JI. PiiiiMttt »t4aiii }4ttnM mmvA m 

•ubtmkt bii«K (luwlrala 4ii|iHeaitii 

t II m, ail ms 

qiifinmi 4ifi»m}y4Mi raitl 

7ti, im. fill, m 

upciiinlii fwm IwMsr 4n|»lleiilii 

m ail*. » «4«,. 

^fioniiin «ii|il 




», l». m «4r.. 


IK, m W. «la lOfii 0ir„ 

m m 314 «|0 t 4 e.., 

I'-- II;.j rt. 

ia». m m m 
•m m m im «k*., 
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Illti *'%■ Unn';huu tnnt 






ih-: fsii onaEKVATioNUM in matuksi pura 4H9 

<!()EOLI,Al{IUM 3 

.uhtrau rr '" 

>til»tr;ihi «h't«*»t, uinlo {w ti«i« unjulrnfia :,.... M . ,. .. ‘ 

minmn ..runt »ul,lr»l,..„.li; >m|«inl,u» .lui.lirata »o,,„..„|,« 


1. H. ‘JHH. !MW. ‘JMH H4-. 
liWi, KMI 
MM», HKJ 

ni, a, WK), iH'o 

2W, f»(M\ KMMI 


4a>. 4«I0 


II. 32, 332, Ur.2, 2312 vU\ 

HIM), 7(;(), 1U!0 
4(K), m) 

IV. 72, 512, 13r>2. 2532 ete. 

440, mil, 1210 
400, 4(X) 


V. 12H, ElK, 2KHH pt(-, 

520, 3*J), 1320 
400, mi 


(H)ItC)I,LARIlJM 4 

01. Hill niitwii iiMinww nit format K« 4. 3, turn tenfcum qiiadmOi itn- 
l»Hr»i4 dinilii'tittt wiilitmlii tluliinit, tiiiim gunt; 

I. 2. 242, mi um «t«. 11 . 18. 338. l(r.H. 217H ote. 

‘2IO. fJ40, mn 320^ 120, 1120 

4<», m 4()0, 4fK) 

111 H -FA). 1250. 24f»0 ote. IV. 38, 578, 145K, 273H ok. 

mi mi 12*10 480, 880, 1280 

m, 400 400, 41K) 

V. l«‘i. 72a ICiKU, 3042 ek. 

560, 860, 1860 
400. 400. 


= • , i If ^ 


it 


\ m: r«i* n h ii%?ifr.%i n’%% 


* ^ ■" j- . 


mmmA M i 

iN»m I:k tuiuN-rw* rttilt^ltir in r«>fiM «• 4 3. 

*'■ ■' . -■■'■'■ ‘ >. i|wi» 

II. mm Mwii III iiMi mm |V mw* 

II* ' lifri itt Mn» ft« »#*ii 

«?M| , ^ttil Ififf iilft tfi*! *•?•! 

ittii ' Ksii If iff mm if«i t**„ 

IM MW mm ,,«. «, 

■ 

*?!» ‘Sli •“•• ••.»» M... W», 

'"® ,*’“ '»*“ ••»• inn W4U 

'»« 'Ifll •“" »«»• «... «... 

MM. M*„ ( 

***•! I Will isift mm §»mt ' iivi 

«M». «M. Tw.’:::: 

*«W "mw ^ ! *1^ ***"' 

- I W«» finia : ^1**, 

Mtai II44I . . . MSfi 'Tllii' Mill i iiihc. 

MW ' iiHlft ifWI ; 

1 wii'i'M,. 


Mi» > mm 


Miff ! lilts 
MW ' MQtt 

MiM r$m 


Mwi , mfni 
tMMw> S4««t 

Mfti I iimi 
Bma i §Mm 

I 

Mill r iff I 


I lie iimcuiii MWiirrit . ,, ., 

idwiiw {irittim . ' ■* — M 
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KXKMPLUM 2 

»:;i. Kiplm^tnr numam 4(«)K1, utrum mt primm timic, 

turn luc latfiHTUH coi.lhu'atur in fonna 8«+l, aubtrahaniur mimari 
ruciiJiura :i nurmiHjja' .|uiik*in orfUnna II, HI et IV hoc inodo: 


II. 40CWI 
aa 

3t8H9 

3760 

in. SOOHi 
200 

8028 1 

8000 

IV. 40081 
73 

! 31369 
' 2840 

lOOl*! 

3IH1 

29139 

3160 

39HHI 

600 

27381 

84<M) 

40009 

440 

28529 

3240 

7fiO 

3.1969 

3860 

393H1 

IIMW 

33881 

8800 

39569 

810 

25289 

3610 

SBfJli 

ii«(} 

33409 

S980 

88381 
1400 ! 

20081 

4200 

38729 
1240 i 

21619 

1 4040 

! 

37169 

ISIIO 

I«449 

4860 

.H6HH! 

1800 

1.5881 

4600 

37489 : 
1640 1 

17609 

4440 

S6909 * 
1960 

14089 

4760 

35081 

3300 

11281 

50(K) 

85819 
2040 ! 

13169 

4840 

31149 ■ 
8161* 1 

9839 

8160 

33881 1 

i 

6381 

54(M1 

33809 i 
2440 

8329 

5240 

31HH9 ' 

4169 

30381 

881 

31369 ; 

3089 


Qnia igiliir hir i|tiadminm rttmaiiaifc, numerus proposituH non twfc 

primiia; mi v«»ro proiliidum — 149-2«9. 


TIIl^JOHRMA 18 

«i'l, Si ttunm-m tt mdk mmk »ii apijr^gatum ^ nmmra qwulrnto et iripowtli, 
(urn wuwrrtfs 8 m 'f- I eerfe mm mt primm. 

DEM0H8TMTI0 

Si mim n iinllo moiio in Imi* forma aa + ^ + b) continetur, tam 

rl milli* maiio in hac forum Hint -f -f 4jS> + 1 continotur; non orgo 

»»rit nniitrni* formsio ipp + tp/ iitoijne non ©lit primus. Q. E. I). 



'iMi:** M: t:m‘ ti|u«l:iiv.4T|n\; n i\ Hitiii:'.! r; iii 


4;*2 




ctiimuawiii 

liJ*. M •*! K liHirti tiimln iit a^rt^fwlum f»i i 4 

$w -i i i«v 8 t |»rtiitii«. *iii awlrni »»i ,^.,1 


TIIKOIIKMA H 

Wl. St mmrtm n miL mmlm /Wit# r# mmm^m h In- 

Ijumit tiuflimito, turn »# 4- *1 m#<r mm pimm 

mummuAtm 

Hi uniiii M tiutlfi tntNiti in \m fnriw* «»» ♦** f J , It <*mUnmtmt. tnnt 
8# + 3 nulif} mmiti In hm- (»nm »#» f nn 4 i # HI ♦ |4 § | 

In hiu; ft iwilinitteiinr; cMttii*n|iw»ni*if nun prit jiinimi* g K li 

6T. At ti « ttfiieit fttiNlii fiiwi n^r^lutn «»t »t tfiMtiiMli tltt* 

plicnte. tutti «n + a mm eril iinMiui; tiit antpiti }»lttii iiint miMb. 




TlIKOltHMATA CIROA RESIDUA 
DIVISIDNK I'OTESTATUM REUIOTA 


t!oiiun«t»tatiii »*fl2 intlipu Rnk»t»okmianj 

N««fi tM«wm»nt»rH »c*4i<iiiiiw wirnitiurtmi l*«tmj«tUt8ijan 1 ( 1458 / 9 ), 17(11, p. 49~ 82 

Bumitmrmm ji. 8—9 


8UMMAIUUM 

la atintvntrum aattirs plariam wlhut: niyuitiria iattire, qtiati n»ri ohutantn nti«lio, 

quo lain qumn nweatlnrf* Matliematlei hi pmprietatt's mmnirorum inquiulvurimt, 

ii 4 Huo aobi* nuat iwii iiuipiuK i!»t iiKnilaitum; (jiutil nii<rihi m umgis rairum 

qitOfi prinia aotlii* iiuwititatiiitt oognUio cln’a num»ron vpr»iiri «obt, Htunma 
aut«m iliflictiltuK, (|iwm in niimwnrnni iinbb umitantla nffundimiw, In no poti»8imum emi- 
•liMt, quiKl ntitiifri »int liiat^rntai' «t nattira atm tnuwl eontintiitatis mtioni at!- 

Xnn mtliH, nt pMuin » ionglttiiilni* pmlis ttiiibhniN rptib tlitrhiir f»rij jhhIiiHh, 

il« iiiiiiifirtti pariiiH * nnnmrM *0! pari V0I i|imtirak> (itacrepaiiR dltil potnst. vi4 fora piir vt*! 
fptf> ipnnfiaDnt; %pI ntiititiM iliHt«r«ttUn iiaturAm tttimeri vel paria v«l quatlrati tiBqiii! 

I* 4 !m, «»• «i I'ftarl utatidta, l*0«ibiii nitwln «tiiuit rua it» babul in (llviaibiUtiitt mwieroriini el 
in lafltt mnniiant, in qtiibui ntiliii mtin TOiithnii Iiuntm inviniirn 

|M4r»i, rniH itiwilitMli in Anaiyai ntihun invnnlM omitoa rHtloni (sontimdtatii innitMtur, 

4 (*K <1*1 pfiiprlrlaln'i inveatigaiiflMi luibibcinuR, •«! ad hoe pecnliniii Ana- 

It** ..# »|.r. 4 , » wpiiri ri«b*t!ir, cwitiii fomitMi prlnm niemntila nlianttmtn amii itiwignitn. 

In !•>)< igiDd, m tlivlaionw piitwlaltim pttr diviaorM tpuimnttitiiin relictn 

»rq«H}vDii!f, r «4 Kt'i t ima ifupriiitii «•«! onniipattia m plnra Thporetimltt iiffert, ijmtnmi dniimn- 

aib»rimt; iwnlto plurtw antam In hoc g<*m*rii v«tritatf« iigmwi'fr*i 
ihnp.tnttfaln* frtwlm Ml qiiiUMiki, cnlni rri csciitpiniii hi quiuititidibus, ttbi 

'< kjfic- taktf, *1* ficpt'ritMr. 



i iB* 4 4 


i'* 


THKOliKMA I 

i V- : -ir jH.mrn fl « f»tmm ml nmitm k^m-, |,i.„ 

; i.'n' ■ I'* Ha U 

I, rt, d*. H*. #*. #*, rt* 4rl<* 

^ ■ ‘ ' " m J 

UKUiinCTRATItl 

Ihm MX Krwjwi l4bm V|I, l*r«|», «iN »» , 1^1 4,«, 

iJutiiMrt rt Mt A primi m*! jw. f«iw (|UfM|ttM prcMlti^-iiim *iA pruiimiH «4 i* 
r»m« Hit primMi nd p, mHi .,ini.lr4iH,m »4 hmc.pM 

imnn» a* H♦.|« «♦ Hr fi|r *fc.n«r 

ip«ii)« a 4ifiiibiU« »rit jw ttuiiiMraitt primunt p 

* 

itimiLUWLM I 

2. Si i^lur Mnftilt t««rtitiiii ptngiwMiciwt* 

I, «. »\ < ««. m\ < 0*, 4* He. 

per tiomerum priiiittiw p dixiilwitttr, 4ifiMM itittt^iiiuii Hf»e r««it4ii«» micewH 
•ed ex MingtiUs ttiiiittii« uriewtur fiM4uyi» 


aciloyiiii 

iwwMWrue pm mmmm pmnmii p I».I IiwmiiWw 

m» wllu. tmmM, |*r „ M 

i|Hn iHifiiMn* p ifiainifa, mi mmiHaL hil m m i -Hi-- i i 

m- 4 um Kir rk«*i<{(|mn ♦. 4- r ^ a 

. , ^ . ■ f ^ f H III ipHrW »««M 

'' 1,*^ frwInWiM 

' ' * ' * ■"*' *el iiiiiiieritsfii im>» )■ 


1) Immv 

I' 1$ 


> ^ ,.,S li Vil j. 
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n*{mt;mtur. Pn»|iru^ jiiifom hxjuetido oiimijt roaidiia aimt iiumori iKtait.ivi 
.livwntv p WruiaUunen etiam aaeiuanaaorc* coavoait. at, ranaiaa 

aagutna roatatajthua: valaii hi r ait residuum ex divisioaa caiuHjaaai auaieri 
{mr p raliatiaa, ita »it wit r < p , reaiduuia quoque orit r -~ p , auauaniH Hcilicat 
taVidivus, ita at. raMitliuiia puHttivum r imquivaUMit residuo aeKativo r ^- p . 
Hat- iuai|»» reHitliia ita exhib««ri |j(jterunt, ut nunquaia seauHseni divisorin p 
exaadaai: iiua» ai reHidmiia attlruiativum r maius fuerit qmua ] p , (uuh loca 
rapiular resalauat a.‘gativ.aa r ^ p , qaod minus erifc quam semlsHiH ipHiuHji. 


UOItOLLAmUM 2 

4. yuoaiam omnia roHidua aunt numeri integri ii<jue miaoros quiuu p, 
m^mlm iilurii cliveim residua oriri non posse quatu p- L Quart* rum 
series giwiiielrira I. «. «», < id, etc. ex torminis mmwm iatiaitis coasttd,, 
iiocwssit esti Ht pltinw termim iwlein exhibeant residua. 


i’OliOld.AJiiUM 8 

fi. Sint if et a* tltio eiusmodi termini, tpii idem pratilamat residuum r 
itet lit sit td 't i^t II* Mp ^4“ r, erit 

«*• — «'«.(« — n)p 

itbwpie differentia liormu torminorum — «* per p t»rit divisibilis. Innumeris 
ergt* niodis differentia inter btttos termintis progressionis geometricae propo- 
sitiie pi*r iiiiim*ruiii p erit tlivisibilis. 


C»M)LLABIUM 4 

il Si p«ti*»tii* id det residiiutti r, poteataB vero id residuum s fueriteiue 
r f s — |i, mail tliriimis miitjiitiriini r et « alteriim alterius esst-' eom- 
pleniiijium, bor nisti siimiiia pnt«*stat«m td + «* per mimenim p erit tiivi- 
sduU?*. I'nm sit et «*•— «p -}- a, ©rit 

«’ p II* (*r» -f »)p 4- r + s — (m + M -f 1)/; 

Kleoqm* flMlofi'tft iialw‘1 p. 


■VM 


TttC«>BRM4Ti < !li* A HI xlM I 


i !> ' 


THKOIIKMA i 


*, Si «#’■ jpri p timM » r# <s' if<s. !>*«»., 

ffutrahKi ii"** n'nHimitm ptmhxiM t*. 


iiKHoJirriuTH* 

Hit MuifH It* — W|» i- r rt «*' — ' «»|» ’♦ *. •'»»l 

mm jfif! t' •*!*• " » » *. 

HI »**♦' pr |» flttttliiiur. r»wn4Mttm *»fH »».. *1 ni<n*»t 

tj[tlttiM p, iUblra.ll«*ltilfl |i« «|ttutlr» |K*t<«tt td ad rmidnutii t|»Mi 

iiiifiwi rwittc^tur. t|. K- I*. 

raRti(.UIIIl^M I 

H. t’liiii Ipiiiw rudici* « |ir*r ^ ditiwr* rmattum pf « ,»| 

«nim iit «< /». tril « nwidtinm nir dirliitti. **u «• . |*, mM. 

ktmitiut rMidttiiitt pr « #i|)rtttii*f^ ticwd. «|di« •itntil m p m mp mb’ 
iiit«Uigltiir), irf pl«itati* <f fw #* f«»i4ii>iiti mI f. " m. 

•Iduunt 0 ril ilmili ni«4M 

(MtlHillllli 4r»* rMndlllItti rf»| ti*f. 

...«*•• . . . ,v 


CtHmUaRll'II f 

M iw^iitiiiir, ti < im p 4**mm tw!in4«t«*«ii *ii •«' r, 

iwitTfifiilii n ^ ti'^duiifti «» ff, #*" iiMidtittiit — «*<r |ia <i 

ir fWiMllwl,, «l ^1. «rtl MHttlllM liirWM 

'f < — I, 
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:'■■ -'Ht vel + 1. »i .. mt ,„.r, vT - 

»i ti mt iiumerus iinnar. * ’ ’ 

8 CHOLION 

n. Ilinr .ulliKiti,,. „^u» oxpndite reaiduii inv.miwiili, (iu,u, «x 

f ,'""."'". ..umB,-,.... q„«mou„,,u„ rali.., “,.„tur 

\ . h.l. M r,.«„luu„i voliniua, ,,u,„l ox divislMo huiim .» tMtiitis 

1"“' i»*i* nutiHtrmn U-H cmtijr; {H'^niawH 

Nempo cui« potestes prima 7 relinquat 7, 
puUmUikm vero 7*, 7*. 7« relin<iuant, 45U341 
afc 478 80 U — 163, huius quadratum T m- 
litKpiat Uhj* wm 288 (jt quadratum huiua 
7“ mlinquefc 2HH* aeu 2r»5. Simili modo 
pt)t(»»to« 7»» relinquefc 2a* aeu 284 efc 
put4'Htati8 7** roaiduum orit — 110 et 
01 I'*" oritur 110* sou — 79, quod resi- 
duum per 284 multiplicatum dabit resi- 
dtimii potostatis 7‘**+»» -.7*“ quod erifc 
640 aeu — • 1. 



It<*Mi(iua 

7* i 

7 

7* 

49 

7* ' 

IM3 

T 

418 

r 

288 

qU 

2a 

7** 

284 

l« 

— no 

7*»* 

™ 79 

liiii 

_ 1 

Nfivitnua eiipi, ti 

potoataa 

unde conchuliiiiiii 

pok^tatii 

Mtiitia 7“^’ |a»r 641 

«livii«ie 


1 . 


I, Ml « ait tiumeriia impur. 


THEOBIMA 8 

!•. ftumrtm ii mV primm ml p fortmtmqm Imm prtiifremio prometrim 

1. II. «*, 0*, a\ u\ a* a’ eie„ 

m m mufirtit krmi»i, qui p dimt rdinquuni pro rmidmt 1, ti 
kimitMMtH pmjremiomm milknetiajm mmlUtumf. 

DiMONSTMTIO 

'N.^ .iwfi-MM foriiiiimmtti oit inflnitas, plum autem diveraa residua 
quum p— 1, nmmm «8t, ufc pl«re*i, iramo inlimfci termini 

If ii 





| 4 ».|,I i.r^tiltiraiii mmimmm i ^ 

4 It II ill ^ |’l4|lll|tl#ili^*# #f|i«|^ 1^ 'mi,'' 

.., ..III. b.* i.n«l«<»i» ”' •'■•>»'>•>” t" f *-" •*>'“ * ' = 

iHUii-.i., **»•*» * . I ' i . 

I ,.., j ..,<.« f~.4»«» '«'-*•• •.* • t- 

•bimim Ml - >. Mibt** ■«•«■■<« I*.!"*” 1 - »■»'■*' »"■ ■■■ . ■> . V . . • 

rt.-, i«..au»m - 1 . i«*i- »“•*• '•" ■'"■•■ 

tr?it 4 lt 4 |tP ^ ^ 

.|«,n.n. upo.""" ■• 

aoRiiuaiiii n » 

13. IttfWlti WH** Witt*'* »!'«•« |*»® I* lb«S‘«*' i*r»»4s»«»*i» |>#‘<mIii| «•!, 

iaftllttM ittiif llli*» ||»* !» . 

ttdttlitim filitti|il*l*t ttttliii* hmkm* i>^%» ^ I, 


ttl|iDit4«3ftlt’ll i 

14 KtiillMi •ttl«*l» tmUm k^^mm «. %im 

ntfiiU f«NM» foUmmrn 

iti#»itl. 4 Klt‘tt 3 . 

,i’b ^ %':* ^ y' "i' 

44 * I ^ i ■ ■ * ‘ f ‘ 


;* >1 pf^ f 


Tiir.*»iii ic i i 

itU^r, = #. -• : - "if' : • .> 
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1 '- ->, - •■ • 



•''! KX' tllVmiONE POTESTATUM RELICTA 400 

DEMONSTEATIO 

Praoln'sit t'ltiiu jxitwtHH tt* aliud residuum, pufcii — /, ut, cum potcstatiH 
tr n'Htduum nit r. crit potcstatis a"'*"' rcHiduum — r/, quod ijmi rs acqui- 
dclau’ci. I'fU’ct or^o rf •«>, rs np^ 8U|uidom ponamuH nwi<lua r, t osao 
ijia<» diviaoio p miitoru. Esaot orgo at cum u (di p aiut nuuiori 

inter ,H«' ju’imi, <uiuua n'Hidtui, quae ex potestatibua ipaina u per p dHuaia 
oriuutur, parltar erunt ad priiim, nisi foiic^ aint -1, idco(iue, ut tint 
itumeruH lub’ger, iutohsmi est, ut ^ sit uumerua mtoger, puta for(it({ue 

/-X t mp ideoquo Quare si potestatia a» residuum ait - r et pote- 

Hfiiita reaiduum — rs, hiuc aequitur poteatotia a* residuum fore — s. 

COSOLLAiUUM 1 

II, Hi ergo s— l «eu si duao poteitates o'* et idem babeant resi- 

iiuum r, aequitiir, «i maior per tuiuurem dividatur, quote a* wwpondore resi- 

duum — I, »pio ipso demoustmtiti prwjcedontis tlieorematis iimititur, 

COROLLAEIUM 2 

IB. Hi #•—! ot a—I «eu si duaa pottMtafces a'* et idem hubeant 
residiimii — I, turn etiam poteslas a\ cuius exponens oat differentia illorum 
expomnitiiiiii, parit^T reaidimm — I habel»it. 

8GHOLION 

l!l. Ibnimiwfcnitio hutua Wiooreiiuitis etiam hoc modo conflci potest. 
r»mi o'- per p divimin relinquat r, erit «''-»ip + r aimilique mod.i 
„p .p rx; Jdm; erit ««+'’— a^a — — mpn — (n — ms)p ideoque 

uumerua erit per p divkibilts; at ate faettu* per 

p mm ewt diviaibtlis. Ergo alter u*-~-h erit per p divisibilia, conaeipumter 
poteHtiia ti’ per p diviaa reaidiitim dabit —a. 

TflEOEKMA 5 

*3*. Si irnul umMrm a* mt minima potmtm, qutte per p dwm mutatm >v- 
Imqmi, inm nullnr aiim pttieMalm idem mdduum — I rdmjurtif , nmi quue in 
kiir fmftprmimr tpvtmrfrira mrummi 

I , u\ «*S a**, «<**, «** de. 


.Vi) TMit^WMIATA iWA fcritlMM I’,:. ,'4 

IIKMOKIITRATIO 

tniim Jiitttin nwompiain «*'. m |»«*f ^ 4*4t4ji<«*, ir-m. 

iliiiiJii star*-' •«* J, »l ciiiil wl ^ 1* A im|iip tmmmt iii*ilii|4« 

t|i 4 si>' A iiitiai’liir, iiir jM !!• wiliiiwfi iii «l #* — »* ^ . 1 , 

lit 4 < A; i»rit rf***). Vnm iipt«r lam j^ltwla* «i*‘ «|«ianii «* — 

im jn »lit'Wa iwlifi»|Wit» |pw | W Immw: * 1 ' 

|)ri* famUim W)f«» 0 * ww minima liwin* iiwl*4*# CMnir* 

liyiMjihwiii, yiMir** ii *it mininM |iwI«4«mi fffwi4tttim — I smlltt** 

iMitiwtatw tfttdmi jir«|iriHlnli* ntnnl |*m«<«lita«'. nw r%|m4M»nirt 

itiiiti titiilUiiiii i|iitw» L • 

(»iUIU«4RIUM I 

*i!. Bi oinn iprij^p^nttb iretmit^rtrim t. 0 , •»*. «t* « 4 r inw «<rnfi 4 itt 

tnnninuM a ^ jt tllvlnmi r»lim|ttiit 1 , ttt. 114 4 tnm *mm» 

tnmiitt idlftm nni4iliiMm «• I mp» m f«»t4tti«i ntli alii 

numtii I nwnnwl. 

*M, 81 iwMnum tirtii tnftnlni #* i4t I, i^nMi ttt, •! «* -<» mft i- |, inm 
iilttinit tarmini t, n*, < af iimraw nt|>««miiUni> «itfit |»a#wi. Mfitnmn ttni- 

dttuitt halmbfitil i4»in •«* i, twa termini, niii «* nwidtiiim 

tintewit I, tinittw iJUii miilttai. 

OlttllXAttliiai 3 

24 l*i»ri »ri|» jptert, nl in rwridnis atnlte |«iacior«ii ntint^ti 
t(tmm iiuiii»*nij»i p — I #«nt4ii#l tmilntei; j^ntmi nnlmn f^nnin • I 

MUjin-rl »«» jwiwmiil. 


TIIKOKiMA $ 

:’i 'rn-wRj. f*i*_ pri 

}• ■ i . <%* <V»-. 

I ifi ^ mm I ^ 


mwm r g m m r t i ^ ^ 



:»H .vj| 


KX lilVISIONK POTEBTATIJM RKLICTA 



DEMON8TKATIO 

!*<tuaiauH t*n5m r «*hho rewiduum, (juod in diviHiono pot^'HfcntiK a” pw lui- 
pi-imiim p rt*Um|tHt.ur, nritcpni potesMia «*" reniduuni -- rr, quod por 
hypothoMtu —1. Quaro orit rr — 1 -f «i|) et rr — I mm mp: undo cum 
rr - I "-(?" •}• ii(r-- !) ait diviaibiio por p, altorutrum faetonun r+ 1 vol r-l 
por p «iiviHihiloiii ohho oportt4. Priori casu erit r+t«-»«p ofc r »»«/>"- 1 
hiwtjuo - I. Posteriori oasu orit r — l — «p ot r— Mncquo 
r— } I. Ergo si potesias «** rosiduum pmoheat — -ft, potoHias o'* Inihohit 
vo! rosi*h»mu »- j I vol — — J, siquidom p ait numorus primus. 

COROLLAEIUM I 

25. 8i igitur «*'* ftiorit minima potestas, qnao por nuim^rum primum p 
divisa rosidmim rolimpiit — + 1, turn potestaa «- rosiduum dahit — — 1. 
Ergo HI miniimio potestatis a* rosiduum — 1 priMibontis oxpoiums A sit nu- 
iiiorus par, turn inter ri'sidua terminorum progressionis g«w)motricao 1, a, a\ 
»*, a* etc. etinm occurret numinii ■— 1 . 

COROLLARIUM 2 

M Sill autem minimae poteatetis residuum 1 praohentia exponona A 
ait mimortis impar, turn nulla oiimino poteataa roaiduum rolinquot — — 1. 8i 
onim quitopiiiin potestaa, iiti «'*, darot rosiduum — — I , turn potestiw «*'* 
darol rosidiiiuii «* d- 1 forot4|uo idcireo 2ja «— «A, et quia A ost uumerus impar, 
fond 2/1 *• 2«*A idi?oi|uo /i «• »*A. At poteatea a"' relinquit residuum — -f- 1 
uoquo «*rgo residutiiit — 1 usquaiit occaiter© pot«t. 


THEOREM A 7 

27, Si Ip furtiK mitiiitm putmtm ipskti a, tpaw pttr nunwrmt p dmm rmr 
dmim pmrhti «« ! , ium mum rexklm^ qum ex iermink pmpmuhnm peomtiricae 

I, a, «*, «*, ... «*"* 

tuf iikm ptii'Mrm rtmimu^m rmdiant, emnt infir »r /mtcputtlm. 


ms*!!*! I 


•4 


'rft* 

i)KMi»K}rriuTU» 

ijHww /, hIi’Iii 4»mtt rwiidlititiii, Ittw iwnmi 4ilfwi»iw i„H,t 

|w*r |« jmiImImi #’* p»r Atttm fw<ii4t»iin 

^ itkirni |i *•■■• ¥■ of k e<mtf» |»mri 

‘♦titti’x, tjiinrmin mpttmulm mtt iwiiwifiw t|iMim k, tvm4%m. 


THKOKKMA « 

M’ il* /irntf i/mfAam tfmm «. fmm yrv mmmictwm |* »hrmi im> 

limum pmlMrat — I . m ihmtenfmlm* utrmmlmm 

poteMm a*t «**, a*\ «** «#f-, km moAo 

I m m* ^ -I# ■■ I . ^M4 ^ - 1 

I I m§ m § $ * $ m ,3 w § t « * • lii 1 ^ ^ 9 fjff, ^ 

0a wl I ImwIiMM tmttmtii, Imm #« fmiStfi 

pradtktmt emiem aifm mudrm tmitm mmntml, 


llKllflK«TKATW» 

Omaiuttt wilw mvmbfttratit yrmmt ^rlwl I. < »»*\ m*'' ini#. 

iwti4ttiiiii *• 1. T«mliil dMiwlM ^nwewwii mmiUttiii #, «* • *, 

«**\ »**** Mm |iifit«r ^iHinl wsiMfiiiw Hi Mint * fw»i4Mii«Mi »»• tm* 
raiii« tt‘ »rt.iiiii; «*•*««***, miit mrtiittttiti »i h*»t ufttui 

— l*r«.r »inuiii|iiff «nMi» lifwinoniw «**•*. »»ir. »tt*i4iin few 

M m in giww mt # tannlflwi i|fitttiMettfi^w» |*rif»i mfmhn 
wiiltttiiit m m iirtani --r. wil qmqm tmMni fM4»iiiii» - 1 . ^nw 
j.Ti.uu: ..,*i4iiwi« mt -i, liin^tM owntiMi %mmim ««- 

M «»»*% «,•*». 14^ fcifc,^t Mulmifii. 


mmumm i 
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COBOLLARIUM 2 

Si ciiitu pnipoiiatur terminus u', cuius expuiums tr sit. mmunnis 
(puintiuuviH tuHgmis, tutis ruHiduum facile reporietur. Isto eiiiiu expoiKUis u- 
!i«l liiKu totiilitiu it?. ■ }-■ reduci poteRt» ut sit akjue residnum tenuini 

u* ilium urit ipiud t4!nnini a^’. 


(lOltOLLARIUM a 


at. IHc jiutem tmmcrus minor quam X invenitur, si nmnerua x per 
). dividuiur; turn enim residuum, quod in hac divisione romanot, erit hie 
ipse immeriis fi, qtii quaeritur. 


WROLLABIUM 4 

.12. Hemper iiuteni dafur potestaa quae per p divisa unitatem relin- 
qiiit, ctiius exptmens X miner sit quam numerus pniposituB p 15), sicqu© 
ml residua omnium terminorum progroBsionis geomotricAO invenienda non 
iqiui i»t o|M»rjitioii«m ultra terrainum continuare. 


CORDLLARIUM 6 

11. 8i iiutem pot«tta« «“* «lt minitna earain, quae per numeram p divisa© 
miitiitiun ridiiwjiismt, time, quia ainguli termini minores quam diversa 

praehent rosiituu, in wsiduis omnibtw noquo plums nequn pauciores diversi 
mimeri orfurrmit quam 1. Igitur hi X sit minus quam p — 1, non omnas 
in residuis occurrent, nod quiilatn numeri plane nunquam in diviaiont 
terminorum j»rogr»*ssioni« gnomotrica© I, a, a*, a* etc. remanere poteruni 

WROLLARIUM 6 

.'H. Hi igitur diversitas ri‘iiduornm «|)ect©tur, fieri potest, ut ex omuihus 
petejitatitms ipsiiis a unieum tantum imidunm vel duo tantum reBidua 
diviUffH vrd triii ole, prmimnt, plum teumen nunquam quam p -- 1 loeum 
luiliem |iO!*sunf. autiswi prodierant mwidua, inter tm semper unites 

ri‘perii«r. 




riiKfiRKiiAT.i nsrA urmw a 




TIIKOItKMA U 

.V .1 r» n /m t M ml f ««»,. ,, , , 

»«• «'•’ ml 

DiMONiTRATICI 

Sit Ii‘ Ijttw 

4..ur.im a,|..r»«,n,*„ .it ^ | .4 ^ ^ ^ 

.H‘«; mn %it«r «rit a < |, - 1 llUZ. 

mm hmt a <^. IJ|,4» r«»lin.|uitiir a I y.i.«rirr. •, 
ijiw p Bt tiomi in rMiiluia orcnmint. imtimtM .* • m% rointm. ,|«*,i „ 

Af iin nnitetem retta^ttit ^ 

mmmn 

M, Natum huiu. pcwlvliit at m 1^1 tiittitmr.i_ ..-1 - , 

noiin mmi Wii, M nun «# ^ prtmiw: itmi 

doi. occ«n«iw,t. Quod .^1! T!' '" 

n»n.»™. comforium, ml hZ» ^^ ZZ '”'7^““ - 

damn f, qwd «-t T^.' T. * 1*“^ S-M-ltoi™ .Uml m„. 

O' diWiwr™ 

»d r immm,. ,a«l •l^tiir. " »»«»«• 


THKUUKMA 10 

tf 1 ^ f. 

iiKMoKHtHario 

|W>t* tliSiUlflH tid'f » 

y. y. j. ^ t' ttJiiUfv.ui f. 

^ , j \ 
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l' ■'"““‘'•o™ il»“> P mi-m-u... nit 

\)i ’ < m emu propoaito, qui in reHidnis non locnm 

.■runt,,..,' ™ 


l» «, a*, «• a* 




I II u,. ,il taliH i,u„„.r,„ *; „„„ ,ii„^ f. „„ „ 

‘ *'** " ® roHHiiuH oecumnu Bac on in «^A* 

mne roanitnun o. poloatato «« oriunduin; forot. A- bou 

liil.- mwut .,™„ A-‘ "" !«"■ I’ >i<m Aiviai- 

.1. . mm, I .,rK„ ,, _ i- !„ ^ . 

uumnJ *■ ■”'« ">™ 

k, tik, n*k, a*k, aH\ . . , 

«.» numann iad» derivalo, „„„ ««, re,id„,, hi n..mnri, ,|uon.m muBi- 
tiulo - A. „m«m .imt ,li»„r»i intar ai onim dun, vnluti a‘k <it a’k, con- 
vanimut «,! ,dnm,|U.. n*i,l„„m r mdururontur, fnret n-A-mu+V nt 

n«»nt 

|.„r diriailiila, N«,nn vnrn k fm p ml .liviaibila, .iquidom pimimiis p 
.m.uar,„„ ,,rimi.ni at *<„ a««,t »--«■ par p .iivi«il,m» ,au «>-■ par p 

.iin.u.,1 nuitiitan. aum tuman oh ,u<A_i r<A_l emat 

/< >-<A, .pi.al aaart nlwiirdum. Erjiu nmnna illi mnneri it ak a'k 

... A f .. . t f » 


^ , a.*., •*.^ 4 h**>J*,.* I# 

w miuciintiir, itruiit inter «o diverHi oormiujuti mnltitudo 
Afl tninimnm ^egf} liftiitur A numori» qui in roHiduis locum non 
if»vi*n»Mi»t, iit 1 < A# — I. 


CJOBOLLABItJM 1 

I'liifj igifnr tittlimutur a tliveni nnmeri, qui gunt roMidna, totidomqae 
tpii ««« gimt n»«du», omneaque Bint ininorog quarn p, illorum 
mialim *»iifit«r»iu inimerog *M maior eMae net|uifc quam p — 1, quia non 
pliirf# ijfjni p iiiiiion* quant p — l. 

1 1 adUuaetjeM 


14 









.'l**, si »*rj»** < 1 * nil mitiiioa Hua** !»•»? mtmfrum p 4r, 

fiM’ritiiuf* 4 < ^ I, ttti« r^rtutn wit iimii **■•.»•» 4 ^ ^ ; 

vi'l 4 ' wl I < • 

oomtamPii a 

'|t>. Aiili' ft Iftj ’rifliinii# »nitiinwil«« ittsimwar * 

mv$*mirit$ niinmmt fimm ft. Krit ptyf* »»! I— ‘ji I «»! i * ^ i. 

awu, w A<|i— i, tiiwni novimun iwm mm tel »wj i. 

At*|ii 0 intm Umitee |» — 1 ft nttltwi i*wlliteliif imi «». 

i{isuin |»Mtil val»r Ijpuitw L 


mmumk ii 

41 . i*i p mt mmmu ptimm Mifw »* fminim »fmms e. fmrn f^>* p 

dwi$tt tmUatfm ftimptil, fk0r$t^|m I < , im» 0*rt rntfun^^ mi (Mm miMfumrm 

I ii mim fttow mpu * wl I < '* ” * • 

DEIIOMSTMTIll 

fit, mintoM p^lmbwi, i|im» iw nwMHVMi f^rtmunt p mii* 

tAleia fflioijiii^ plapM la mil4ttia inwinwit nuaieii ilitfifvi ifviiw K *|«t 
r«lltti|ttttator m hw tewtoi* 

I, «, 

ni iiriicttli |M»r p limdbnter; qmm €wm aH l<|i — |, ||iiliel»ttiit«f ^ $ - i 

iiuweri, i|Mi mm iwai mUmi «|ttomtii d mm liiiifili 4i - r, 1^..^ 

tuun*”^ rnnnpr^*^ 

r, «r, i»r, a»r, a«r. . . . 

iMvWeiidw |M-r p a4 p mitia«r'e>t *v *•< - ’• ■■ 

aim Cttwtitiwri. Him* auti-m i^niam 4 immeir$ rt ■.■■,- 

cum ill 4 < n « I*;;! / t 4 ,s;,, ' .... 

su|ji«r 4iator, nut m r»«i»luia nim amstltnaittor, l|il $ imiiMffitttxt* nnm> f-.-- 


till lih<| 


KX UlVISfONR POTEKTATUM itEI.iOTA 


no7 


iiiijiii fntaiii til ^ 


Sf fll, II* 


o*s, a* 8 , 




'‘''I"" -iti in rrMcndmite (lonumstmtionn „»ta„li- 

ihI (I N,„„ Ht aV -.«««, foret vol 

u > r, uiiiln s inn* i»i j.* ^ , ’ 

“«» *n prion sene contineretur contra hypo- 
»» A < ^ , ,Iantur acl mininmm adhuc X mmiori, qui non 

««nt ro«ni«H. maim r»m X l,«hojitnuH roHidua ct 2A non-n^wdua liiquo mnnori 
mnt ,pm, ,„|noi-o8. «ori nequit. ui «it oonun Hunnna .lA Itior .nutin 
p i. wni iH«i prii A > % ‘ . Krit «rg« v«l A - ‘ vol A < , 

**t p imim'rna primus. * 


ilom iii A * 


Hitjiii- 


(«)lt()LI 4 RIUM I 

Hi prgo not, «it A< ^ 7 ‘ , fcoin corto erit A - ^’7* , siquidem sit 
riiiMota hue fimditiono si novorimus mm «*88o*A<^”‘, tarn 
WHjnittir psw» vpI A — ^ * vtd A — ^ ‘ vol A — w — 1 * 

B ^ • At ** • 


OOIIOLLARIUM 2 

41. Hiv« aiitp,,, sit A ^ ’ sivo A — ^’ 7* , potostas per p divisa 
ndinijiiit nnitatitiii. Hi oniin tt* imitetim, rtilimpiat, etiam a“ ot iinitatoni 
pro ritsitliio diifnini. 


THKOEEMA 12 

14 Si til mimmu patoam ipmm a, quae per numerum prlmum p ditmi 
mtitHh-m rrhmiud, fmritqm A<^7*, (um eerie mm ait A>^7‘; rrituue 

ri‘fp» trl A — ^ 7 * ^ < ^7 * ' 

DIMONSTMTIO 

\hiui oninimi, ir« 8 i 4 ttonini diverooram, qtitw ox divisiono omnium 

- ip%iiH it jwr iniiiHTUin piimuin |» proveniunt, ewt -«A atquo ox 



TIIRitHetlATA ii«l*A NRAIttt l 


I ‘ f; 't 


tcrmiiU'*. 3 ii» 4 , uiittir 


I. a, «*. #*. 


jb ^ ^ ^ hrtbrl.iwiur •laliitt but M n«im«>rt, iiiti n<ua ttmt ,»»» 


hii ilwntnw uniinlnf 


r, nr. «*r. «*r, ••r. 
i, as, a*s, 0*0, 0*0, 


a*’*r 


liuruiii iiMiit«r«riiiii t»m fwiMluomw fiiMm ii»n.n«i 4 iicir<iitt tni«irr«* «« 3 * 
uimqm^ t^mm mpmvmnt wm» oAhm nanmn, «,«* „„„ ^riint 

rmttlnii. 81 k t talk nuittfru# atqua, ul ant# ortiwitliiiim*, 

’Vtt M -HUk AIM 




I, at, «*#, a^t, it*t, ... o*’*t 


mm eruot midiu, quorntn minmnit »rt - 1 . Al hi naiwni mm imlnm inim 

» tnint ™m , nil md 

dtacr.|*i.t •icqu amnim huraia mmmnm .in, n«dMo,u« 
dBoniin raulUtndo i»t - rt mm rinipili hi numm Mnl mimww Dum • 
impoMibilo Mt. at tit li>,_ I; mitqiii, «»» j-. f ' »i i , r •' 

niquidani alt. at iu»ui»ia««, l<*-' h, aanttnu primal. ‘ 


tt)80LUIUt!H 1 


IS, 

ttfc ilt I 


Sta^i^ m^d chwoMlnhitar. ri oil t< > 7 ■ . uim i«,.».,h.|„ 

> I fumjiitt Mcluw ffl !*•#■“* 

• # 


CUROUdlKIVX 1 

H,.ri 1 1'TT — »< '7' . «<«. «..h. 

II m I«.W, lit rmrt l>I^.j!aritmi«|iroptera«*#ll-'-; „| i 

tiOKOLUiUDM a 

•!». -mla. . , 

pl'liv: fiuri., 1 V ' i’ ~ 

r ttf nmmm §mk ^ m, , 

•iuni itattii. aum.T, ’ . 


{•»;*■ -THj 


RX WVISIONE POTE8TATUM RELICTA 


THKOEBMA 13 

iH. St p sd mom Hsa pnmm H minima potesfuH ipHlus a, quae pir p 
,ims„ HHduirm rrhnqmi, nd K diiw mnmi p- I . 

DEMONSTiUTIO 

N„m,.r„. ..rw, rcMuorum divo™,rara (,»t _ a, un.l. .m,n.ru» 

I »t, hi. „um..ru. (MTl ™t multiplum ipmu. A, puta «A, ito ut 

j*ji p -■• ! - . 1 — hA, mull' fit 


I’«»r«|.icuuiti ».rgi» mt mimiumUnn A mm *livi«c,rom tiumtiri p-l; unde si 
ii.m mi 4-/I I. ,wti, imrti cMidam iiUquotiuj immeri p--i oxponens X 

IMHjlUlllB unt. 


THBOliKMA 14 

III. H p $$f mmrtm primm H a pnmm ad p, turn potmhm <m' p 
du'im umMrm rrlmqmrt. 

mmommmo 

Kit II* Iittiiittiii «, qiiiw |JOT p tliviHii unitetoni rdinquit; 

«*iit, Hi viiltiiuin, i. <|» iil4|iif» iiistiptir diHnanstraviuitis nastt val A—jfi 1 

ii4 4 Hufiii iittrtiiin iiliijiiiiljifii ntiiriwi p~l. Priori ciwu coiiskt proiiomturn 
ii^ * laif p iliviiii ttdiiiiUHit rwUiiqttot, Fostiviori fasu, ijuo 1 
inmiori p-f, writ /i - I « mA; at cum potowtim «* por j; 
uoilitiiiu otiimi oiiim* hao potostiitos «**, a*\ ote. idootpm 

*'t It mm 0 *' ' |«(*r p liivinwj unitatam ralinqwmt. Hompcr orgo potoatan 
a*" * |»!'r p 4ivim uiiitiitom r»lint|Utfc. 

COKOLLAEIUM 1 

!*t itfitKwilat* jwr numorum prtiimm p tiivwa miitatem rolin- 

ijtuf. f.iritiuli* 1 |4«*r ««Mi«rum primuin p ©rife divbibiliH, Hiipiuiom w sit 

i4uin<*ii!» j»4i p pnimw w»ii it a wott aii dtvisibilit p#r p. 



THi«ttgilATA I'IRfA A 




m 


CORtILLAWi’ll i 

:*K Si I* ..il nMmwiw |iriimi4i. |. } 

|.,-r p ml anitat^m Muwiw^i t.»| mtitl illu4 

t'vtniifi, M » s«ir miini*rn» ail p priiitti*, Imt ifw». m iimm* 

.V.>. Si ,, Ml nan,,™, primw, .^w, nawwi . « . 

.l,ll,r,„t,» p„ ^ diraalal.. 

u - 1 .|a»m (.'• - I |*r , .it ditWhUi., .smiu di«-m>i.. 

'•rt por /. «.l di.i.ildlk 


SCHUUUX 

P.tro^l T^,: J?n ,tS!'r *'■ -• *•““ *" *«•-<• 

Mrimn^ j w <*.di.*) Ibi natm nyolnliannw Unaniti ta f fct* in 

non modlwntftr abbomm vidotnr; bic ftm Mtm t^^mm #i •©llii 

^prirtaUbn. d™.«rtm,i. ««to b«r d«»n-U„t» ^ 

teiM, qnandii |,«r n«tti«ro» puttiiM dlfidttnliir, ftiaiiif««ti^ |%M, 

diin tain 1 M «U«« Ibm. rf«p|iei« ,P- I p„ p rit 

di.i..bili,. iam,,«« nxpanwten, d ««, ,m«oto« „pn««,i, JT , ,. 


thbokkma is 

^ , — :z:::rrj:z::s: z:.t~ 

buim mimmk Ommmmmrn m, ^ ***''' ’ ' ' 
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DKMONSTRATIt) 

hit t'ttiiii f* ntiiiiiaa potoatas ipsius «, (|uae par munaruiu prhuum p 
luiituti'm r»’Uia|UHt, ut«|uo tiullaa aliaa potestatas hac propriatato oruiiii 
pnu‘«iitii<* nisi a* , »<**, ate. Vorum nulli hax*um pott'HtiW u'‘ pottint ease 
aiHpuiiin, tii.Hf nit *«• I, cum q sit iiumorus prhuu.H, idooqua utHStwHo owt, at 
.Hit q k I.linapm m minima putaatas, cpimi per p divisa unitatem rolimiiiit. 
I•l,\^'ip^^ur HUt«*m caaua, tjue A 1 aeu qim ipae tiumorua ti per p diviaua 
uiiitatc'm t(dim|tiitt iaie tudm casu oituiia poteatiia w", aivo eiua exptmeuH w 
ait ummu'us priiiuia aivtx omipoaitu.H, in diviaioiie per p faeienda unitatem 
relintiuoi 

COEOLLAiilUM 1 

f/>. Hi urge pnleataa n\ cutua expomma eat uumorua primua, per nuwierani 
priiiiutn p fUviaa unitatiun ndinqitat, iiim q writ para aliquota numeri p — I 
hottiue «i8ii formula ii» — 1 per iiumerum primum p erit diviaibilia. 

COROLLMUUM 2 

fi6. Coin f tit paw alinuota nuiueri jp—l, oi*it p — immnq et jp— 

(jumiti ergo fnrtttuia «' — • I , in tpia q mi numesrua primua, diviailxilb ait per 
({ttettipituii primum p, halwbit hie diviaor semper huhmmodi formam 

p mm nq d Hwi ait p*-**!— 1; iiain «i~l aempor eat diviaor formultm tt'' — 1. 

a)E0LL4RIUM S 

Ul. Flirmtili* I'rge #i* — I exiateiite q namero priino praeter diviaorem 
■m ■ I aliea divia<»r«*a priiww inni admittifc, tdai qui in Itac forma n q -f 1 
nt cum q tit iiumerua primua ideoque Impar, iiiai ait 
pin n mujiiiiii iminwi paritt capi {maauiit erunttpte ergo otimea diviaoitw, si 
«pi»»*« Imbot. ill forma + I conteiiti, 

OOMLLiLRIUM 4 

&«. igiiiir «* — I divisor ^t 

II* * ^ fl* “ * ^ ^ II* ^ II ^ I ^ 


Ml* 


lliKuKKIfATA ilhl A ttCAitirA 


V. 


}t!iw in I I ciitittiiffbilttr »i|f« Iia»r vtptmmtu 

j.uiiuuii y «!h-i«lnUii, t|iiintii^iM> mmmm mi tt, ai *» 

' ' t' r 5 ■ !t * 


«CMoyoK I 

f»y. Ilikt ktimw itmtitrjMtuai «i|, « « im® mi t»l f ti*| 

I'oriitiilii it»vi*nt« nitit in 


•f. Ilim rliliii 


*4- 


.■m.» r.«U.r p«t»ri»r. <,.U U»»t ta 

a..in |OT «•. Ml nun oun y m tmamm |.nww. |t ...m fonool. 

. "* MdoiwiiM. Himt |w . - I 4 i>m „ 4„i. 

n iIm. am »— I itivManm IwliMt y, yui .«•«• um uM art niraaim. 
NoMarn i-oini «t formiuB ^ 

tantun lo funua 2»y + I caaUiwri, yiniMUM ilU imI mI nananw unmm 

.T!* *“"** *•* ‘ *' t llh liLtU. 

~ I** '"™“ - I Ml ditMInll.. Iwi 

«*• «* •- I - «y .rt a -y + I. 
tuoi ipm aia fa^ |W y aril diyUMUn ywa larauoaraiii aaowm, - . 
nxina ngo ilia lu funiw 2 »y-f 1 eoalMiUiir. *’ 

» 

SCHOUON 1 

■“"««« yaanUm u .jj* ^ ' « 

(.riitlil, .Idlicllliuw iuvfwttftiuitar llniaiia luJao nniii i ai ‘ . * * . . 

iiittia, pimti^mn mi p^f a Mvlm, m mm^m mmm, M m « i.«i. **1 

nimimu. |,t.uia,, «rt j|M« diviww, i-i-. _ . ,f" ^ * .** * 

fonaulm. «-_l „t m.i ' "• *“ »i««* >>•- 

aa™..™.. rr r": 

..ipuaentM » «t a »«„i .r I n „ „ i, 

..mil.. v„|m.rit formal^ i^, .. -I'." 
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KS l»JV!HIONK I'OTESTATUM BELIOTA 


r>i3 


THKOEKMA 16 

puiishLs I i„ r p timmt ulnn remimtm r. 


EEMONSTEATIO 

si I ttpp 

M" ( Miow" *p 4 - ^ f. 

< tmw iiHinw twiiiini pHnium par |j sunt aivisihilas; unde liaac. quan 

litiiH par p dmm idwn raliu.juat reHiduutn, ac si suhm prhuuH t<mninuH «'■ 
par p ,livi.t.ualur. Krgu au.u imimUm «- residuum ralitupuii - r. atiam ,«>■ 
twins (M } restihmm ndimpiat — r. * 


(’(moi.LAIilUM 1 

i»i. Si m sit luuiiarus par, tlemunstratio atiam valat pro formula 
i it f mpr. h.«; ergo msii atiam formula {ap - «)"> par p divisa idem ralin- 
quit iwichiiiiii r, fiiriiiula raUac|utt. 


COIIOLLAEIUM 2 

•a At si m sit imiiiariis impar, quia formula —a"' per p divisa rasl- 
liuuft* ndimpiit — - i. etium formula residuum ralinquat — - - r. 


TliEOliKMA 11 

•*4. S* /»rrt# a r* j fitrmuia a * per Humtrum primum p 

umMrmt $it n timsor mmeri p—U*) 

1 1 %i>h 134 buiim wlttmMt, thamwiH 18. F. li 


1 1 i'wWNKMitoliaaWi tuitbiwS^«a« 


Ift 



THWmeilATA KWIM A 


I ' * « 


;»14 

IiKMi>.S*HTIiATI«* 

f * » » 

— r* i mp, 0 * |« 4t\\r.^ 

r« 4 »u»|Mil r«‘ 4 i 4 ii 4 »w m' jwtisitiMi r * •«» r# " al nb tittitD^rtttti icrmwim 

f ■ ♦ ' 

Mtiif* |i«*r I* liii'ina miittttinn r«*liii<)uit. «rir** |»wt*»ia* ,i * mat.itrti* 

^ii}t}i 4 i«iti »it II -*r* f«|} iNiqn# %iumm n wl r fo«nit |***t / j. 

la^. Ki hue 1*11111 tlHHimittali* ruiftKMWttiitiir umbm* 

qimriiin i*i{Miiti*tit4Mi utml ittiiiurvw i|ti«tt» p I. »j |^,| uniiw^riijn 
tttaliibftti r«UiH|Uftii(. 

® ■**• •^*’ "t: * 1 * I* fiutfti#r«* itiiti |Mt«wta« 

« • |>«r p diviM uflit«t«*in iwn furmuk « * | ptn p ©m 4 »ti*ibillii 

Cum mt»m p nit tmtnwun firiwui*, mim mi ^ 3 . mtnp^ * * «ni 

nurattrtiM iii^g«r.*) 

# *■ ® 

l} 7 . Si inm p^mrn 0 * pmr p ilittan mtitiibRifi rwli«. 

qmt mm iitiH- _ fomit, # • ~ I ptr ^ M^mHU llii> ra©»», h^nm baM. 
m uaiiiimw printii* p ito dt m. ji— I pm M »ll 


THECiliKMA m 

^ ««. >H mt iiA* ^ dp Mmmm prkmm, tmm pdmdm m 

dr.!-,i finthtlrm rdmtimf, mmmm i n f i-M T,*: 


i‘ 'if.uj*' -• ,, g 



I If 

If r l| 

? i ^ 


v'Hj 
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DKMONSTEATIO 


I* I 




I.- . ..,r ^ »«, ,.- 4 - ' p,,.. p 

•I"'"" ,■ • ■•, „t h»ec .-..Ihuiuit, ..rKo 

H la.I..,,..., „.li,Mjuit,; 

p .lividatur, uniUten, 

rehiHuwrM, liwi «!t b v«*l c tlivisibiie {M*r p. 


COEObLABUIM 1 

l»R. ,Si l*rg« nit ilb'mmff.l 

p iHvinihili*. tum hiu^c qtHHju« formuln a " —l ptn* p «rit divisibiliw. 


«|ii iKiii al#** — 3iv0 if otif per iiiimerum 


(DllOLLillUM 2 

til fiHii p wit priiiiuM, punatwr — »jw .j.. j^tnjue gj 

Imw farimilft «// - ni,u r* p^r p divisibiliH, turn etiam haoc formula 
«* — I |w*r iiiimortiiit |irlftutm p erifc divisibiUs. 


CJOEOLLABIUM 8 

II. IhimiiMMlii frgo |m> b ofc c oiuwinodi immori doiitur, ut r“ wou 
-fi&* liivwioimm |«-r iiumuriim |»rimum |> — admittat, turn cortum 
iwl baiii: riimmbim «*• - | pw wuiidoiii immttrum primum p-wii + 1 ohho 
iliviniliilMM. 


THEOUEMA 19 

t'i. pwmuU ir — I /iieril Mmibiiki per numemm piimum p^mn -f 1, 
turn Hrmp*r thmfm' numm j rl p aurntmli, ut a-g* — p^ stit fter mmlm nuMtrum 
pttmum p tltri*tbtH%. 

DiMONSTEATIO 

I 'mil M*i«t H tf* |«*r p divima anitatem roliiuimmt, formula 
II ".r"** ■ tf wmiptu* rrti |«‘r p ilifiwlbilia, dummodo immm x iitHjmj p p«r p 


r»w 


rHEliBIHAfA MAllit A 




wi sin- 1 -1) hill*, j;«H |i«'r fictorwi Ml 

'a** Mil* ’a** ’V • «" 

'»i «|tn>. su'^'t fj»vt«ric»»i priisitim «/* -f ittt(|iMiii ewiw fjpf ^ ^ 

ul'JiriiJiir** i*lti*rMHi fwrt«in*tfi mm fm p 

jirii / i 4 f ni»n tupmutm ttuntm p»r |» # va|..iitni 

Hi |»ri» f imtuiinaii wmamdm nttmmM I. ‘J, a. | UMpm ii 4 

f -- I — mit, tm iiittjuitm wblinwiit raloiww pm gi 
pmtiii 

,1 •«. ti* .f. I ... I 1 ^ 

— • 4. * 1 T* \ 

e — 4 »r V* **a* f i 3 -* *, 


n*.r* ‘ 

ait fttmi timniM ba» ijtUMiytiitiMi J, (*, ... ^T, nnn^ it%pe- 

bmlcma^iirdiMia am -a iMitMtItitmi. |wr p 4 ttiMl»llMii mmrn #anint 

iliffermit4a@ {irintat. mwui^m. Umim irt ftnlini* cwiuavi* u hmni ani^ 
liiflferentlii oniinia mn — », i|tuMi iMttitin pm tmminm » .4 | nwma ^ 
flaliur n«qu« adlet) tmminittn (aia + l|**‘* pT*"* itMtulvH. tinia m t tfi n 

potoit ma ¥aior ipmm f , wit. uti «hi^, 

(ii« •« # 1 ^ 

quw atwrt. Mn art I»r numnmm primnn /.^mo + i ■li.taibiluk tun nnlloi 
nhu. Inlwb diWwrw ininw. oM .|iii mm Mumn. 
illltar Inn* diffnimnlln onlinln ditUMi. f«, ™,„»r no. 

..,n,nn. u-rminn. »ri.i «. 

*!*■“ »• I"!'*' IW"'™ linin. «n.4 nm .nni i-r r 

ibviMbiten. ftwter «j?» — f* pwr ^ art! 


mUIdLAIWII I 

u'l Mfiia mnwm* pm * »»t«ia< 4 r «,. 4 .d j~.t ^ :,..u . 

i-l'M V .rr^i-.-r .M'-u . ,S.-. . - ^ 

•UI-W. >uuili.|u.- h, j„u V J.rv. |„Mu ... ■■ • 

puimi lira A H»,«ii»,ik|, n««wii« <,, ^ j..,,. 

(uul.l J(IT I< ♦-■. 4 »ja{. 


mi HI I 
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COflOLLARIOM 2 

t\. Si i-rgu tr I divisibile per numerum prhmiin 

,,r,. .■ .•ai.iah.r ,|„ic„,„,„e ,, p „„„ divi«ibili«. in- 

vi...in inmiiTiw ;/, ,it haoc forma flat 

p mu f- I tliviMihiliH. ‘ ‘ ^ 


COItOLLAEIUM 3 

It, Kiiuili .i fomia o--l fuerit .livUihilia ,«,r .mniorum primum 

>1 »|4|H„ pro „ capiafur „„ii,oru« ,,uiram|uu c par p non .liviaihUia, 

inviniiri potitrit ijimienw x, ut haoe forma ax” — v” seu c* ~ ax” fiat, 
jier p «• mn -f 1 «Uviaiinlw. 


THKOliiMA 20 

16. tSf hart fnrnm ah” — t” ttd c* — ah* fmrH dipmUtilis per ntmi'erum pri- 
p^ ma + I, fam mmia mmmt d pra litbilu, dmmmk per p mm sU 
dietsMm, maprr immiri patent numerm /. at ml haee fnrma ax” — t{” vel haec 

ad —jr* vei d -—ax* eel j” ad” fiat per eundem HHmerum primum p»mmn4-l 
dimmMim 

OKMONHTKATIO 

Coin liaw‘ forfliii fil lit per aumerum primum 

f I liiviniWIin, tiim etiam hie iiumerus a"—! per mmdem ntimorum 
priiinim p-^ma-pi erit ilivbihilti (| 71). Verum «i — 1 per p ost divini- 
bilw. umimro ininrimipie d p«*r p mm flivwibili dabitar mimoruH x, ut 

vi*i «/• — d* vet ettam ha©« od* — jf vol d*~a;if vol x”’—ad” 

Siitl »pj*«|iir jtt^r iititiiprutii priiiuiin pmmmn+ I diviaibiliH. 

CJOKOhLARIOM 

iT. »^,r|(o «l «. I ii forniMlae diviwir «it numorus priums 

f — ii»« I' I, loin dabit.iir iniiiiwin* ufc vel haee forum ax^—l vol u—jt* 
vi*l jr* H tisit |*<‘r ♦♦uiiilwii miifwrum primtim p divitibilii. 


TiH MU I t.% l»|II^t«.H|; US U i.i;| |. -| ^ 


icntiuoK 

^ »H. Ih**4,rr»iii tifi4««iririMiinnnt. tnt-rnHimi fwl 4y*-,|rii.>, 

mm, mm ahtn*] m4 mm rt 

.I.n.msi.ti-.d5unr«, v.,nUm mmlm twitari. mm Immm mm |m 4 i,, 

III liir rnm^rn imuti m magi* .hgm luhimt 

mm .liiMiit mt «u|j«tn. qttin M4#fii mA mutim iUm %mm 

Hit lUm m tmm.ymUun*. 

riiw m^imAur, n«|w mihi kmmi umi fuk. 4um nm 
diwimt rwmAmm. »mnm numm^* pnmtm 4« *- | 

dutmitn mmmirn. ^mrnmummn mm r„«. 

mmutm\ mi ^mm mU iiatb alio hiikIo ptmmtm 


1) Vi4# b^iiM CWtM«ail 4 iMpiit tai. | Aji |f_ g 

S) Vi4i httiM HI. m4 «ii*m t*mmm 


mm. r i 


r\\, 'I , 






SOI.li'l'lO PROBLEM ATIS 
I>E IN\ i:sTI(JATIO>fK TRllIM NIIMERORUM 
(^I'ORIIM TAM SlIMMA (jUAM I’RODUOTUM 
NEC NON SUMMA 1’R01)U(;T0RUM EX BINIK 
SINT NUMERI QlIADRATl') 


* foiMmitnWin !17(t iRiiivii ENigRTROiiMtANi 

Kiifi l'l•nllll»ntAril wtnittianiQt IVtrojuilitfttmii 8 (I 7 BO/J’), 178S, p. |}4 73 

Htimniiiritttti ji. — 14 


BlIllMAItllJM 

Kliil h«ii« plpriwiMe C}«miiRtris nirni* 8torili» viijenttir, qiiani ut in 

iif •oltenilii ttjwfijii mwiw wjIIwuti* Mqnunt tmgftH tiimwi npqiilt, quin indfi in- 

•iffal* iai'mmRiit* Aiwiy*t» Rumiiitfit Ae in g»»orfl Hffirnmru liwt, (jiiii tnagin cuiin- 
prtibJemiili* rMtiIttllii ftiwril ailhtifl KOgtsiU* frnstm tenintn, «o 

muffi* ♦tiilMtiMwt, «i prutium «m«Uttinncluai. Ad hoc aubim gi<nii» 

bin purtrnoifthira, etilu* non *olufii 

Iftil*. ««( noUitinn^m pervonire licut^ suaripiomli, w*d tttinni itungni- 

i.»4m mwifrtitii awbmt. yuiwu ipsidara solutioiiom tJcl Aucior 

ra maaimiR ntimariii conUnetor; vcrmn hie mn paruiti in- 
!.•»«»»« »t* ip*!, Aoriiift* »»iniionB mullo inimtrai mtmoroi f|uiMt8tioai aatisfaciwitw 

Kali* I . . j- >»• Miint larnii qiMMiitii nuntari* nz, n^, ns, «t trwi w- 

I to-- . V i #», It. wnfarf + jff + f#), III. n*x^M 

n »ea4. *e. i'«lrop. I? (llfS), 1778, p. 34j J,Kmmsm Km.mt Opem 

■ ^ i* U 
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SOLUTIO PEOBLEMATIS 


[13—14 


quadrates effici oporteat, prima et tertia conditio impletur sumendo 

vvix -|- y) 

xy^vv^ ^ + y)(xy — vv), 

Ut autem secunda impleatur, statuit Auctor 

Xy-VV = MM, X == tv, 

B« -f MM 


ut sit 


y = 


tv 


et 2^^.^x+y) 


turn vero deducitur ad Iianc aequationem 


vv__ u+i~ss 
uu ^(tt + i)~ 3 u^ ’ 


c„i . = i ^ 

remt t = Pl±Mi mde fit ± i.- 4 ^ s 

. *P2 ’ M 4pg ’ numeros p et q pro lubitu assumere licet, 

.u .t W um^We. .«.pe. ipter ,.a, .topM.™ rtdeta,, onto 

sumftTiHn /==-!_ ijx ^ . o ’ ^ 


sumendo t = ± unde fit c = 1 et m = 1, porro a; - ^ + 17 ^ 

17 ’ * - Y> y = Y et g = Y- lam ob 


* + !- + » j » -6. 34 « prim. MndiMone slcqM ta, ™m.ri ..tirfad«.ta 

minimi enmt 

I. 9.34 = 306, U. 8.34 = 272, HI. 17.34 = 578, 

quorum snmma est 

= 1156 = 34*, 

summa productorum ex binis 

= 89 . 34*4- 9 . 17 . 34*4- 8 . 17 .34*— IQS 0.12 
produetum omnium o4 — 19 • 34* 

= 8 - 9 - 17 - 34®= 8* - 3* . 17<. 


1) Abhinc Summarimn discrepat ab iis. nnap in ino= a- -4 4 - 
non inveniuntur seqnentes solutiones expommtur, ubi imprimis 

eommpt« am,d.i .. 1762 Acrf.mU, PrtpopoB^Tte^ffit “k 
Stole d. 21. Sept. 1762 ad. G. F. Muller seripta; ^ermif 1, l 
meine Anszflge aus dem Vm Tom. Nov. Comment -k ^ 

Abhandlungen angesehen, and in den Conferenzen T wovon einige als besondere 

solches fftr nSthig eraehteten.“ Vide 6 ImssTROBit werden konnten, wann Dieselben 

Leipzig 1910/3, p. 214; ixo^mumr JEulm Qpem JE uzees, 


14 -] 

64j 
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Hmc pronuncian posse videtur minimos numeros integros problemati satisfacientes 

272, 306, 578, 


esse 

fractos autein bos 


14 9 

"2 ’ 17 ’ 34 ' 


Oeterum Me notasse iuvabit, si tres numeri integri a;, y, e desiderentur, ut tantum 
haec formula xy ^ xs ^ yz fiat numerus quadratus, eos in genere ita exMberi posse, ut sit 

^ y ~ {a — Vf -\-\d — e)®, 

y + ^ = (?> - c)® + (e - fY, 

^ + ar = (e - a)® + (/•_ d)®, 

unde fit 

00 y aa cc - al - Ic - ac ^ Ad ^ ff - de ~ ef - df 

ipsique numeri ita se babebunt 

x — {a~ b){a — c) + (d — e)(d — /), 
y^{h- c){-b-a) + {e- f){e-d), 

.ndeSt 

Vi^y + yii + Xg) = a(e - Z’) + h{f~ d) + c{d ~ e). 

Vel Simplicius haec solutio ita enunciari potest, ut sit 

y^^n + qr, sf nl + rp 

sumtis his seiiis numeris Ij P) ^ ita, ut sit 

Z-fm4“W^ = 0 et jp + ® + r=»0; 


turn vero erit 


]/ {xy + yz + X0) ^ Iq — mp = mr ^ nq^ np Ir, 


1. Etsi problemata huius generis, quae Dxophantea appellari solent, parum 
utilitatis affere videntur, tamen certum est Analysin mathematicam atque 
adeo etiam earn partem, quae circa infinita versatur, ex methodo problemata 
Diophantea solvendi maxima incrementa cepisse. Non solum autem buius- 
modi problemata, si sint difficiliora, fines Analyseos plurimum amplificaverunt, 
sed etiam vim ingenii mirifice acuere solent, ut etiam in aliis problematibus’ 
quomodo solutionem institui oporteat, facilius perspicere valeat. Quamobrem 
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ditntj problemata, praecipue si modus solvendi magis fuerit recon- 

ditus, mmime coutemnenda esse arbitror. Dum enim singularia artificia ad 

vers^ T quoque egregia subsidia ad uni- 
versam Analysm ubenus excolendam expectare Kcebit. 

potissimum referendum videtur problema pro- 

Sfdl tr ”* P®“t“ desperaverim. 

antes elicorp ^ nnmen, qnos quidem adhuc satisfaci- 

difflcnltetita, f ’ r ““““ non eit solutionem tantis 

“P'“«“/^>“tionen. nsu non esse carituram 
snperari quean t” qnaestiones mnlto adhnc difflcUiores 


yeni«t:^^'“*'“ conditiones eon- 

I. Ut eorum summa sit numerus quadratus, 

^ summa productorum ex biois sit numerus quadratus, 
in. ut productum omnium trium sit numerus quadratus. 

eubS? S'r»V*^ 0°' "* “-jnntto 

oportebtt »nffitoa>rs*!’ tonanodi nnineri qnaesiti ac satisaeri 

I. Ut sit n(x -f- y -j- = quadrate, 

n. nt sit M(s;y-(-a:s-(- pa) sen *» + «d- ya_ qaadrato, 
ill. ut sit n^xyz sen «a;yief = quadiato. 
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At primae et tertiae conditioni satisfiet, si reddatur 

_ , y d) = quadrate, 

ronatur ergo 

xys(x y -j- = vv(x y df, 

unde per x-\-y-\-g dividendo erit xy0 = vv[x-\-y-\-d) hineque 


z 


xy — vv 


523 


Cum igitur hinc flat ut prodeat quadratum, capi debet 


n = m 


'^y{x + y){xy — vv). 


Hisque valoribus pro z Qt n assumtis satisfactum erit primae et tertiae 
conditioni. 


5. Hinc itaque nostri tres numeri erunt: 

Primus nx = mmxxy{x + y){xy — vv), 
secundus ^y = wmxyy(x y)(xy — vv), 
tertius nz = mmvvxy{x + yy, 

ubi per numerum arbitrarium m fractiones, si quae forte occurrent, tolli 
poterunt. 

Verum contemplemur iam secundam conditionem, quae ob . — 
requirit, ut sit xy — w 

, vv{x + vy 

+ A-.. - 

Ponamus in hunc finem 


ut sit 
erit 


xy — vv = uu, 
VV-\-UU 


X 


et z 


xy = vv uu et x-\- y 
efficiendumque est, ut sit 


MM 

XX + V V-\-UU 
X 


I vvixx -{-VV ■^-uuf - 

vv-\-uu-\ L = quadrate. 


66 * 
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6. Ponatur x-tv, ut dt esseque debet 

seu multiplicando per Uuu 

ttuuvv + ttu^ + + 1 )^ + Umv{U + 1 ) + = quadrate 

v\tt + 1)* 4 - uuvviZtt + 2 ) + u\U + 1) = quadrate. 
Statuatur huius quadrati radix = vv{tt + 1 ) + suu) erit 

vv{BU + 2) + uu{U + 1 ) = 2st;t;(« + 1) + ssuu, 

+ 1 — ss 


unde elicitur 


vv 


ww ~'^s(tt+l) — ut —2 
Sit porro s = # — r et habebitur 


quadrate. 


VV 


— rr + 1 


vv 

uu 


““ - (2r + S)tt + 2t~2{r -f-' 1) ' 

MultipHcetur numerator et denominator per 2rt-rr-\-l, ut fiat 

! ___ — _ — . . .. i%ri — rr + 1)^ 

reaal 

irif - 2(Srr +3r~ 1 )? + ( 2 .. + ^ _ S)U 

2(3r — l)(r -I- 1 )( q. 2(r — l)(r + !)■ _ g g 


erit definitis bine t et r 
turn vero 


^ 2rt — rr-1 - 1 

. “ Q ■’ 

a: = te et y — 

iv ’ 


unde numeri quaesiti definientur. Ante , 

j q am ad istam aequationem 
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pertigimus, solutionem iam limitavimus positione xy — vv = uu, quae restrictio 
probe est notanda, quoniam nuUum est dubium, quin eiusmodi extent solu- 
tiones, in quibus xy ~ vv non sit numerus quadratus, easque propterea bine 
non reperiemus. Verum banc limitationem ideo facere sum coactus, ut ad 
istam formulam quadrato aequandam pervenire licuerit, quippe quae ita est 
comparata, ut per cognita artificia resolvi possit. Sicque tota solutionis vis 
in reductionibus paragrapbi praecedentis est sita. 

8. Plur^us autem casibus baec formula et quidem infinitis modis qua- 
dratum effici potest, quorum praecipui, et qui statim se offerunt, sunt: I. Si 
coefficiens ipsius scilicet 4r, seu r fuerit numerus quadratus; 11. si ter- 
minus ultimus 2(r - l)(r -f 1)^ seu 2(r - 1) fuerit numerus quadratus. Utroque 
enim casu per regulas cognitas valores idonei pro t elici, tUm vero porro ex 
quolibet alii novi inveniri possunt. Sin autem simul et r et 2(r — 1) fuerint 
quadrata, una operatione plures valores idoneos pro t eruere licet, neque vero 
bic, ut plerumque fieri solet, solutio simplicior se offert; etsi enim, si 
2(y — 1) = quadrato, satisfacit valor t = 0, tamen inde prodit x==0 et oo, 
qui valores pro natura quaestionis plane sunt incongrui. Excluduntur enim 
solutiones, quibus unus trium numerorum quaesitorum evanesceret, quia turn 
quaestio esset facillima et circa duos numeros versaretur, quorum tarn summa 
quam productum esset quadratum. 


CASUS 1 QUO PONITUE r == 1 

9. Hie casus simpbeissimus videtur, quia ultimus terminus nostrae 
formae evanescit primusque fit quadratus. Habemus ergo 

-f- 4^ i — 8^ = ^ ^ et -^ == 

Ad banc aequationem solvendam statuamus 

A 

eritque 

Ait — 8t — ~tt, ~-t ~ — 8 et t = — — • 

4 4 9 

V 4—36 

u ~ iT— S “ 173 ’ 


At bine fiet 
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unde habebimus v 


x~tv = 12S indeque porro 


31225 


47609 


47609 


numen quaesiti erunt ob 


Primus 


47609 - 173 ® 


1249 ®- 47609 - 173 * 


secundus 


36 ® - 128 - 25 • 1249 - 47609 ® 


tertius 


mm 


10. Ad fractiones tollendas ponamus m 

Primus == 128^ . 173* - 1249 - 47609 = ] 
secundus = 5*.173*.1249*.47609 = £ 
tertius = 36*- 1249-47609* =3 

quibus numeris evolutis erit 


5 eruntque terni nostri numeri 


pnmus = i 
secundus = ! 
tertius = 

quorum productum manifesto est q 

5* -36* -128* 

®umma autem reperitur 


et summa productorum ex 


cuius radix quadrata est 


173 - 69463641 - 4271876 
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11. Pro eadem aequatione resolvenda poni potest 


2 16’ 

ut tres primores termini tollantur, ac prodibit 


Hinc 


-8^=+^A + ^ sen 0 = 173^ + g, 

Q_ 81^ 405 9 9-207563 

128- 173* "1" 32-173 16 


ergo 

et 


16-173 ■ 

1 .— I 144-173 
u ~ — Yojbes ’ 


Sumi emm potest valor ipsius Q tarn negative quam positive. Statuatur 
ergo = - 144 - 173, u = 207563; erit 


rr = 9-81 = 729 et 

^ 729 

unde iam manifestum est ad tarn enormes perveniri numeros, ut solutio 
praecedens prae hac multo simplicior sit aestimanda. Superfluum autem 
foret huiusmodi solutiones nimis complicatas ulterius evolvere, quia in huius 
generis quaestiombus solutione simplicissima plerumque contenti esse solemus. 


CASUS 2 QUO PONITUE r = -l 

2 

formulae nostrae terminus fit quadratum 

eritque — — j~ existente 

Iam ad tres terminos ultimos tollendos statuatur 

eritque 
hincque 

unde V 

x = tv = Q0 et y = ideoque = 


Q 


5 

2 


7 1 




41 1 . 7 ^ 

et t 


60 

19 


Q 


4375 

732 


et '_i|, 

M 14 


19 et = 14. Nunc igitur erit 
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numen quaesiti 


pnmus 


secuudus 


tertias 


posito m = 60; hiqi 
primo sunt inventi. 


numen iam notabiliter sunt minores quam ii, qui casu 


sicque uterque numerus q^diatas. At snn^a prodaotorum ex binis erit 

(14 • eo* ■ 14* ■ 667 + 14> . 60> . 19* . 4167 + 14> . .567 • 19 * . 4167)2815449». 

quae reducitur ad banc formam 

T * 2315449* • 6631 

emus radix quadrata est " ^i*w 469 , 

14-2315449-81433. 

Sunt autem hi numeri circiter 15000 vidbus miTin™a 

vioiDus uunores quam pnmum inventi, 

CASUS 3 QUO POMTUE y == 3 

14. Posito y = 3 fit ~ = 

« g et habebitur haec aequatio resolvenda 

^ ’^0^*-|- 84<f — 64^ -f- 64. 

Iam ad temos ultimos terminos tollendos statuatur 
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eritque 

unde elicitur 
Ergo 
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10 

16 


_ 

97 

97-529 


et ^ = 4 - 


-Ut\ 

8 ■ 213601 


— ^ — — 

— 97-97 


97-23 

9287 ’ 


23-97 


« 213601 

ideoque = _ 23 • 97 et w = 37 - 251, turn 

tv = 23 - 24.^ et « = 

^ 23 - 24 ® ■ 

— tpeSt:::' ctte:7z:~r 

primus quam uMmus terminus formulae QQ tot quZl 


CASUS 4 QUO PONITUE r = 9 
15. Posito r==9 fit ^ = existente 

QQ = 36t^ — 538^* + 1716« — 520j; + 1600. 
Tollamus terminos primuna et duos ultimos ponendo 

<? = 40 — -|i + 6« 

et liabebimus 

— 538)5’-}- 1716« == + 78j5’ + 480^< 4- ~tt 

4 ^ 

unde elicimus pro utroque signo, 

superiori ^ = 

16-23 

inferiori t == • 

32-77 ’ 

utrinque autem prodeunt nurneri nimis magni. 
lollainus ergo tres terminos ultimos ponendo 
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hinc autem Bumeri malto adhvc maiores resultant Posset porro pro binis 
pruuis cum ultimo toneudis poui 6«_ ?|2t + 40, verum blue 
multo mmns ad numeros simpUciores perreniemuB. 


16. Ex his satis tuto concludi 
mati satisfacientes^) esse eos, quos 
in.ultiplicatioiieiti evolvantur, errint ; 


posse videtur minunos numeros proble- 
§13 elicuimlis, qui ergo, si penitus per 


Primus = 1633780814400, 
secundus == 262782198228, 
tertius =3474741058973. 


toL^asstut‘^”?““ satisMeutes simplicissimi desideiuutur, 1 


Primtis 


secuadus 

tertius 


■ VV/V/ 

'2315449' 


p^uTsuinir^ 



y viae epistolam ad Che. Gohdbach d. 23 Aug 175 

ef phys. puim pa^ R s. Fms, St-P^tersbonrg 1843 t I t, 
Opera o«»«*a, series IIL At ride iniprinns simpHrisri^L Olas ’soluLes 

272, 306, 578, 

im. ia Saaunario to™ ai^rtstioni. p, 620-531 
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THEOREMATA ARITHMETICA 
NOYA METHODO DEMONSTRATAO 

Commentatio 271 indicis Enestroemiani 

Novi eommentam academiae scientiarum Petropolitanae 8 (1760/1), 1763, p. 74—104 

Summarium ibidem p. 15—18 


SUMMARITJM 

Singdari «„nm„ Aucto Uc utite „a ptoe. toaigae. numeron.^ p„prie- 

tales demonatadas, guarum quidem nanraUa, im alio modo demonatrataa dedit; relioaa. 
wo aovaa am.1 habanda. alqo, ad aliaa aaai.ri adhoo attolione digna, 
oi. Ipsa qmdam melhoda. ita dilucide eat expoaita, at ailil ad ampliorem ems fflaatra. 

tonem affem poaail; at ,ero praecipuas yeritatea, qu<» Auctor lelicller mwtigarit bio re- 

censuisse iuvabit. ® ' 

Postquam is iam gemina^) metbodo eximium illud Tbeorema, guod forma 
server sit divtstUUs per numerum p, siquidm is sit primus negue numerus a per eum di- 
v^possd demonstrasset, He non solum tertiam demonstrationem ex aliis principiis peti- 
am aducit, verum etiam idem Tbeorema, quod ad numeros tantum primos erat adstriefcum 
ad omnes plane numeros extendit. Proposito scilicet quocunque numero iV defimt inde nu- 
merum M, ut forma a”-l per ilium numerum N certe divisionem admittat; ubi quidem 
uumerus a pro lubitu assumi potest, sed tamen ita comparatus esse debet, ut cum numero 
N nullum babeat divisorem communem seu ut numeri et a sint inter se primi, quae 
quidem conditio semper est subintelligenda, etiamsi verbis non exprimatur. Demonstrat 
igitur Auctor exponentem « semper ita pendere a numero proposito If, ut aequalis sit 
multitudini nu merorum ipso N minorum, qm simul ad eum sint primi, id quod exemplo 

etiam Commentationem 564 (indicia Enbstbobmiani) : Speeulationes circa quasdam 
ms^gnes propnetates nmnerorum, Acta acad. sc. Petrop. 1780: II (1784), p. 18; lLmamoi 
Evleri Opera ornma, series I, vol. 4. P. R. 2) Vide notam p. 634 P R 
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magis perspicunm reddetur. Sit igitur nuinerus propositus iV = 10; numeri autem eo mi- 
nores ad eumque primi suut 1, 3, 7, 9 ideoque quatuor, unde fit w — 4. Sumto iam pro a 
numero quocunque ad 10 primo, sen qui neque per 2 neque per 5 dmdatur, ac certo pro- 
niinciare licet iianc formam — 1 esse per 10 divisibilem, hoc est, omnium huiusmodi 
numerorum biquadrata unitate minuta divisionem per 10 admittunt. Veluti si a = 3, fit 
— 1 = 80; si a = 7, fit — 1 = 2400, et ita porro. 

Quaeritur autem hie ante omnia, quomodo pro quo vis numero N multitudo numero- 
rum ipso minorum ad eumque primorum, cui numerus n aequalis est sumendus, commode 
definiri possit; ubi quidem perspicunm est, si N fuerit numerus primus, fore n = N — 1, 
propterea quod omnes numeri ipso minores, quorum multitudo utique est =iV‘ — 1, simul 
ad eum sunt primi. Sed si numerus N non est primus, eius ratio compositionis ex primis 
est spectanda; ubi cum existentibus p, q, Ty s etc. numeris primis omnes numeri ad hanc 
formam etc. revocari possint, ab Auctore est demonstratum: 

Si sit N ^p^y fore 

si N^p^q^y fore 

« = - 1 (jp _ 1 ) . / - 1 (g _ 1) = iV . ; 

si N^p^q^r^y fore 

n = — 1) — • l) • — 1) seu ; 

sicque porro, ita ut pro dato numero N numerus n inveniri possit ex solis numeris primis 
in eum ingredientibus nuUo ad eorum potestates habito respectu, quod in dissertatione non 
est animadversum.^) Ita si iV=120, qui numerus ex primis 2, 3, 5 componitur, inde fit 
120 --g — • — = 32; atque forma -1 certe erit divisibilis per 120, dum a nullum 
horum numerorum 2, 3, 5 complectatur. 

Verum hie insuper observare licet plerumque minorem potestatem eadem proprietate 
praeditam esse. Rationem enim harum demonstrationum perpendenti mox patebit, si fuerit 
N=^p^ql^r^y formam a”— 1 per hunc numerum fore divisibilem, non solum cum n fuerit 
productum ex his tribus numeris ~ 1), — I), — 1), sed sufficere, si 

pro n minimus Communis dividuus. horum numerorum accipiatur, quae observatio hand in- 
elegans in dissertatione est praetermissa.^) Ita si sit JV"= 120 = 2^ • 3 • 5, terni numeri pro 
exponente n inveniendo sunt 4, 2, 4, quorum minimus communis dividuus est 4, sicque 
pronunciare licet hanc formam a^—1 semper esse per 120 divisibilem, dummodo a ad 120 
fuerit primus. Simih modo si JV=63 = 3^*7, hi duo factores dant numeros 6 et 6; quo- 

l) De huius dissertationis Summario similia valent iis, quae nota p. 620 de Summaiio Com- 
mentationis 270 exposita sunt. E. R. 
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rum minimus communis dividuus cum sit 6, haec forma a«-l erit per 63 divisibilis, si 
modo a neque ternarium neque septenarium contineat. Sit iV= 32760 = 2®- 3®. 5 ■ 7 . 13, qui 
factores inter se primi praebent bos numeros 4, 6, 4, 6, 12, quorum communis diyiduus 
est 12; ex quo baec forma a^^-1 semper per 32760 divisionem admittit, modo nuUum 
borum numerorum primorimi 2, 3, 5, 7, 13 involvat; Teluti si a = ll, est 

_ 1 3 138428 376 720 = 32 760 • 95 800 622, 

ubi notari convenit esse 95800622 = 2 • 37 ■ 61 ■ 19 ■ 1117. Saepenumero autem erenire pot- 
est, ut pro sumto numero a etiam minor potestas satisfaeiat, sed tabs diminutio ab indole 

numeri a pendet neque in genere minor potestas, quam bic est assignata, tbeoremati 
tribui potest. 


Praeter varias computandi operationeSj quae vulgo in Arithmetica tradi 
solent huiusque disciplinae quasi partem practicam constituunt, eiusdem pars 
theoretica, quae in indaganda numerorum natura versatur, non minus iam 
olim tractari est coepta, quemadmodum ex Euclide et Diophanto intelligere 
licet, ubi insignes numerorum proprietates erutae reperiuntur ac demonstratae. 
Quo magis autem deinceps numerorum indolem et affectiones Matbematici 
sunt scrutati, multo plures eorum proprietates observaverunt, unde pulcber- 
rima Tbeoremata numerorum naturam illustrantia derivavere, quae partim 
demonstrationibus sunt munita, partim etiamnunc iis indigent, sive quod 
eae ab auctoribus non sint inventae sive temporum iniuria deperditae; ex 
quo genere plurima passim occurrunt huiusmodi Tbeoremata numerica, quo- 
rum demonstrationes adbuc desiderantur, etiamsi eorum veritatem in dubium 
vocare non liceat. Atque bic insigne discrimen, quod inter Tbeoremata 
aritbmetica et geometrica intercedit, non parum mirari debemus, quod vix 
ulla propositio geometrica proferri possit, quam non sit in promtu sive 
veram sive falsam ostendere, dum contra multae circa numerorum naturam 
notae sunt propositiones, quarum veritatem nobis agnoscere, neutiquam vero 
demonstrare liceat. 

Magna buiusmodi Tbeorematum copia a Fermatio relicta babetur, 
quorum demonstrationes maximam partem se invenisse affirmavit, quas 
cum eius scriptis interiisse in eximium buius scientiae detrimentum non 
parum est dolendum. Quot autem t^ilium Tbeorematum demonstrationes vel 
sunt cognitae vel restitutae, in iis certe multo maior vis ingenii elucet, quam 
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vix in ullo alio demonstrationum genere deprehendimus ; unde in hoc negotio 
non tam utilitas, qua scientia numerorum illustratur, est aestimanda, quam 
maxima subtilitas, qua huiusmodi demonstrationes prae aliis distinguuntur. 
Atque ob hanc causam, cum iam saepius, quam plerisque aequum videri 
queat, in hoc genere laboraverim, operam mihi equidem non perdidisse videor 
neque etiamnunc Theoremata, quae hie propono, utilitate caritura confido. 

Notatu imprimis dignum visum est Theorema illud Feemath, quo omnes 
numeros in hac formula — 1 contentos semper divisibiles esse per nu- 
merum p, siquidem is fuerit primus neque tamen a per eum divisionem ad- 
mittat, affirmavit, cuius Theorematis iam gemiaam^) dedi demonstrationem. 
Nunc autem idem in latiori sensu contemplor atque in genere, si divisor non 
sit numerus primus, sed quicunque N, investigo, cuiusmodi exponentem po- 
testati cuicunque tribui oporteat, ut expressio a” — 1 semper sit divisibilis 
per numerum N, dummodo numerus a cum eo nullum habeat divisorem com- 
munem, Inveni autem hoc semper 'usu venire, quoties exponens n aequalis 
fuerit multitudini numerorum ipso N minorum, qui sint ad N primi. Ad 
hoc ergo demonstrandum ante omnia huiusmodi theorematibus est opus, ex 
quibus proposito numero quocunque N cognosci possit, quot inter numeros 
ipso minores futuri sint ad eum primi, sen qui nullum cum eo habeant com- 
munem divisorem; quae theoremata iam ipsa multo ampliorem usum habere 
atque ad ahas magis absconditas numerorum proprietates aditum parare vi- 
dentur. lis autem praemissis demonstratio veritatis propositae ita est com- 
parata, ut maiore attentione non indigna videatur. 

THEOEEMA 1 

1. 8i per nwmerwm qmmeunque n t&rmini progressionis arithmeticae cuius- 
cunque, cuius differentia sit numerus ad n primv,s, dividantur, inter residua occur- 
rent omnes nwneri divisor e n minores. 

DEMONSTRATIO 

Sit progressionis arithmeticae terminus primus = a et differentia =«= d, 
quae sit ad n numerus primus seu quae cum numero n nullum praeter uni- 

l) Revera Etjleeus adeo tres hixius theorematis Eeematiani demonstrationes dederat, quarum 
duae quidem priores ex eodem fonte fluunt. Quae demonstrationes inveniuntur in Commentatio- 
nibus 54, 134, 262 huius voluminis. E. R. 
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tatem habeat divisorem communem, ita ut progressio arithmetica fatura sit 

a, a d, a -]■ 2d, a + 3d, a -f- 4d, a + 5d etc., 

ac dice, si singuli termini per numerum n dividantur, inter residua omnes 
numeros ipso n minores occurrere. Ad hoc demonstrandum sufficiet huius 
progressionis tantum n terminos considerasse, qui sunt 

ct, ft -j- d, ft 2d, ft + 3d, . . . ft — l)dl. 

Quodsi ergo isti termini singuli per n dividantur, omnia residua inter se di- 
versa esse oportet. Si enim duo termini, veluti ft + ^d et ft -f- yd existenti- 
bus ^ et y numeris ipso n minoribus, per n divisi paria praeberent residua, 
eorum differentia (y ^)d utique per n esset divisibilis. Cum autem numeri 
d et w nullum habeant divisorem communem, necesse esset, ut y— ^ divisio- 
nem per % admitteret, id quod esset absurdum ob y — jft <c w. Quare cum 
omnia ilia residua sint diversa eorumque numerus utpote terminorum numero 
aequalis sit —n, in iis omnes plane numeri ipso w minores occurrent, scilicet 

0, 1, 2, 3, 4, 5, ... %-l, 

siquidem differentia progressionis d sit numerus ad divisorem propositum n 
primus. Q. E. D. 

COEOLLARIUM 1 

2. Inter terminos ergo, progressionis arithmeticae cuiuscunque, quorum 
numerus est %, dummodo differentia eius ad n sit numerus primus, certe re- 
peritur unus, qui per n est divisibilis; turn vero etiam aderit unus, qui per n 
divisus datum residuum r relinquit. 

COEOLLAEIUM 2 

3. Si ergo numerus d ad w fuerit primus, semper numerus huius formae 
ft + yd exhiberi potest existente a numero quocunque et y minore quam n, 
qui per numerum n sit divisibilis, atque etiam sub iisdem conditionibus 
semper talis dabitur numerus ft + yd, qui per n divisus datum relinquat 
residuum r, 

COEOLLAEIUM 3 

4. Datis igitur numeris a et d, quorum hie d ad » sit primus, semper 
invenire licet numeros [a et y, ut aequationi huic 
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vel etiam huic 


a -\-vd = fin 
a -\-vd = fin + r 


satisfiat, quicunque numerus minor qnam n pro r assumatur. 


SCHOLION 

5. Quod de progressionis arithmeticae terminorum numero n demonstra- 
vimus, id de tota progressione in infinitum continuata valet; termini enim, 
qui post illos n terminos sequuntur, eadem ordine reproducunt residua, si 
per w dividantur. Ita terminorum post a+(w — l)d sequentium, qui sunt 
d-\-nd, a -\- (n -\-'i)d, a + (%-f2)d etc., per n divisorum residua conveniunt 
cum residuis ex terminis initialibus a, a d, a -\-2d etc. natis. Atque si 
tota series in infinitas periodos distribuatur cuique n terminos tribuendo 
hoc modo 


a, a-\-d,...a-\-{n—t)d\a-\-nd, ... a-\-(2n — l)d\a-\-2nd , ... a + (3w — l)t^| .,,, 

termini cuiuslibet periodi eadem praebebunt residua eodemque ordine dispo- 
sita; omnium enim periodorum termini cum primi turn secundi et tertii etc. 
constanter paria dabunt residua. Quare si rationem residuorum cognoscere 
velimus, sufficit unicam periodum examinasse. 


THEOEEMA 2 

6. In progressione arithmetica, cuius terminorum numerus est = n, tofidem 
termini erunt ad numerum n primi, q%ot inter numeros ipso n minores dantu/r ad 
n primi, dummodo differentia progressionis fuerit ad n numerus primus. 

DEMOESTEATIO 

Sit enim a terminus primus et d differentia progressionis, quae sit ad n 
numerus primus, ideoque ipsa progressio n continens terminos 

a, a-\-d, a -{:.2d, , a-\-M, . . . a-\- (n — l)d. 

Quoniam igitur, si hi termmi per numerum n dividantur, inter residua occur- 
runt onmes plane numeri ipso n minores, ponamus ex termino quocunque 
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a + vi resultare residuum r „ mauifestuu. est, si r fuerit uumerus ad » 
prm^ Ilium quoqne terminum » + ad n fore primum, sin autem r cum 
« habeat quempiam diyisorem commuuem, idem quoque erit divisor commu- 
ms nmerorum n et a + yd. Quare quot iuter uumeros ipso n minores 

progressionis arith- 

meticae propositae habebuntur numeri ad n primi. Q. E. D. 


COEOLLAEIUM 1 

7. Si n fuerit numems primus, quia omues numeri ipso minores ad ip- 
sum quoque sunt pnmi, quorum num eras ergo est aequaEs n — l in ilia 
e lam progressione antbmetica omues termini praeter unum erunt ad n 
primi, quippe unus per n est divisibiEs. 


COEOLLAEIUM 2 

^ 8 Sin autem fuerit numeras compositus, inter numeros ipso minores 

dabuntur qmpiam, qui cum eo divisorem habeant communem, totidemque 
vero etiam reperientur in progressione arithmetica, quibus udem communes 
divisores cum n conveniant. 


COEOLLAEIUM 3 

9. Ita si sit % = 6, quia inter numeros senario minores sunt duo ad 6 
pnmi, scilicet 1 et 5, in omni progressione arithmetica sex terminorum 

a, a + d, a-\-2d, a-{-Bd, a -{-Ad, a-\-hd 

duo tantum erunt ad 6 primi, dummodo differentia d sit ad 6 numerus pri- 
mus. Ita si capiatur a = 4, d = 5, horum sex numerorum 4, 9, 14 , 19 , 24 
29 duo, scilicet 19 et 29, ad. 6 sunt primi, unus 24 per 6 divisibiEs’ reliqui 
vero 4, 9, 14 ad 6 compositi perinde ac 2, 3, 4. 


SCHOLION 

10. Haec Theoremata in doctrina et contemplatione naturae numerorum 
insignem babent usum, bic autem ea solum adbibere visum est ad banc 
quaestionem enodandam, prqposito nwmro quocmqm n, quot inter numeros i^so 

Leonhaedi Eulkei Opera omnia 1 2 Commentationes arithmeticae 68 
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minores futuri sint ad eundem nwmerum n p'imi. Statim quidem patet, si n 
sit numerus primus, omnes numeros ipso minores simul ad eum fore primes 
eorumque idcirco numerum esse =n — 1. Verum si n sit numerus compo- 
situs, multitude numerorum ipso minor um ad eumque primorum est minor; 
quanta autem sit quo vis casu, non tarn facile assignari potest. Ita si sit 
» = 12, iuter numeros minores tantum quatuor reperiuntur ad 12 primi, sci- 
licet 

1, 5, 7, 11; 

et si sit » = 60, numeri minores ad eum primi sunt 

1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59, 

quorum numerus est 16, unde reliqui 43 omnes cum 60 divisores habent 
communes. Moneri hie convenit unitatem ad omnes plane numeros esse nu- 
merum primum, etiamsi omnium sit divisor; id quod ex definitione est evi- 
dens, qua numeri dicuntur esse inter se primi, qui praeter unitatem alium 
nullum agnoscunt divisorem. 

I 

THEOREM! 3, 

11. Si n sit potestas quaecunque numeri primi p seu n = p”^, inter numeros 
ipso mimores tot erunt ad eum primi, quot unitates continentur in 

p™ — — 1). 

DEMONSTEATIO 

Multitude omnium numerorum potestate n=p'"' minorum est jp”*— 1; 
inter hos autem reperiuntur quidam, qui ad n non sunt primi, omnia scilicet 
ipsius p multipla minora quam » nuUique alii praeterea; ex quo sequentes 
numeri ad n non erunt primi 

p, %p, 3p, 4p, ... 

quorum numerus est p”‘~^ ■ — 1; quo ablate a numero omnium ipso n—p”' 
minorum relinquitur multitude eorum, qui ad p” sunt primi, quorum nume- 
rus itaque est =p’^—p”'-^=p'^-^(^p — l'j, Q, g. D. 
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COEOLLAEIUM 1 

12. Hinc igitur primo sequitur, id quod per se est manifestum, si sit 
« = j) existente p numero primo, numerum omnium numerorum ipso mino- 
rum ad eumque primorum esse =p— 1, siquidem omnes numeri ipso mino- 
res simul sunt ad eum primi. 

COEOLLAEIUM 2 

13. At si sit ■w=p^, inter numeros ipso minores multitudo eorum, qui 
ad eum sunt primi, est =pp — p =p(_p __ i); reliqui, quorum numerus est 
jP 1> tid n=p^ erunt compositi seu per p divisibiles. 

COEOLLAEIUM 3 

14. Proposita autem numeri primi potestate quacunque n == p”* inter 
numeros ipso minores, quorum multitudo est =p’'‘ — i, reperiuntur p™'^— 1, 
qui sunt per p divisibiles ideoque ad p- non primi; reliqui vero omnes, quo- 
rum numerus est =p"‘ _ 1 )^ ad p» sunt primi. 

SCHOLION 

15. fei ergo numerus propositus n fuerit potestas cuiuspiam numeri 
primi, ope buius regulae assignare poterimus, quot inter onmes numeros ipso 
minores futuri sint ad eum primi. Quando autem numerus n ex duobus 
pluribusve numeris primis fuerit conflatus, bine nondum ista quaestio confici 
potest; praecedentibus autem Tbeorematibus adbibendis istam quaestionem 
latius patentem resolvere poterimus. 


THEORBMA 4 

16. Si nuMSTUS n sit pToductum duorwn nutnsTOfwn pfitnoTUM p ct ^ S6u 
n=pq, multitudo omnium numerorum ipso minorum ad eumque primorum est 
= (p-l)(2 — 1). 

DEMONSTEATIO 

Cum numerus omnium numerorum ipso n=pq minorum sit pq — 1, 
bine primum ii debent excludi, qui per p sunt divisibiles, deinde vero etiam 
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ii, qui per g-; bisque deletis relinquetur multitude quaesita. Notentur ergo 
ab unitate usque ad pq numeri, qui sunt ad p primi, hoc mode: 


1, 

2, 

3, 

+ 

. . . jp — 1, 

P + 1, 

P + 2, 

P + 3, 

p + 4, 

. . . 2p — l, 

2p + l, 

2p + 2, 

2p + 3, 

2p + 4, 

. . . 3p-l, 

Bp + 1, 

^P + 2, 

3p + 3, 

3p + 4, 

• • • 4i) — 1, 

(2 — 1)P + 1, 

(2— l)p + 2, 

(2 — 1)P + 3, 

(2 — 1)P + 4, 

• • • P2 — 1 


atque iam ex his ii tantum eligi debent, qui simul quoque ad q sunt primi. 
Considerentur ergo series verticales, quarum numerus est j) — 1; quaelibet 
autem continet q terminos in arithmetica progressione crescentes differentia 
existente p, quae est ad q numerus primus. In qualibet ergo serie verticali 
omnes termini praeter unum ad q erunt primi (per § 7); unde unaquaeque 
series verticalis continet q — 1 numeros ad q primes. Quare cum numerus 
serierum verticalium sit jp — 1 , in omnibus continentur simul {^p — 1) (g — 1) 
numeri ad q primi iidemque igitur etiam ad productum pq erunt primi; 
consequenter inter omnes numeros ipso pq minores reperientur {p — l){q — l) 

numeri ad j) 2 primi* Q. E. D. 

COROLLAEIUM 1 

17. Cum multitude omnium numerorum ipso producto p q minorum ■ sit 

pq 1, inter eos semper sunt (p — l)(g' — ^ — 2+1 primi ad jpg', 

rebqui vero, quorum numerus est j) 4 - 2 — 2 , ad eum sunt compositi sen cum 
eo communem habent divisorem vel p yq\ q. 

COEOLLAEIUM 2 

18. Hoc etiam inde patet, quod inter numeros ipso producto pq mino- 
res sint 2 — 1 numeri per p divisibiles, scilicet 

P, ^p, 3jp, 4|>, . . . (2— l)iJ, 
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deinde inter eosdem sunti? — 1 nnmeri per ^ divisibiles, nempe 

2^, Sg', 4?, . . . (jp — l)q-, 

qui cum ab illis omnes sint diversi, omnino habentur 

C?-l) + (iJ — l)=i3 + ? — 2 

numeri, qui ad jjg- non sunt primi. 


COROLLARIUM 3 

19. bi ergo quaeratur, quot ab 1 usque ad 15 sint numeri ad 15 primi, 

ob = 3 et g = 5 regula docet eorum numerum esse 2-4 = 8, quippe qui 
sunt 

1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14. 

Simili mode ab 1 ad 35 ob = 5 et g' = 7 multitude numerorum ad 35 pri- 
morum est 4 • 6 = 24 hique numeri sunt 

1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 11, 12, 13, 16, 17, 18, 19, 22, 23, 24, 26, 27, 29, 

31, 32, 33, 34. 

SCHOLION 

20. Quoniam bic quaestio est de numeris, qui ad quempiam numerum 

sint primi eoque min ores, eos commode partes ad istum numerum primas 
appellare licebit. Ita si numerus propositus fuerit primus =j), numerus 
partium ad eum primarum est =iJ — 1; si numerus propositus sit potestas 
quaccuiKjue numeri primi numorus partium ad eum primarum erit 

==3jp p =;:zp^ numerus propositus sit productum duorum 

numerorum primorum disparium numerus partium ad eum primarum 

est == (^ — l)(g- _ 1); boeque modo ambages in loquendo contrahemus. Simili 
mode demonstrare possemus, si numerus propositus sit productum ex tribus 
numeris primis disparibus =pqr, numerum partium ad eum primarum fore 
= (i> 1)(9' — 1)(^ — 1); boeque adeo ad productum plurium extendere liceret. 

Verum sequens propositio omnes bos casus in se complectetur. 
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THBOEEMA 5 

21. Si sint A et B numeri inter se primi et numerus partium ad A pri- 
marwm sit = a, nwmerus vero partium ad B prim-arum sit = h, turn, numerus 
partium ad productum AB primarum erit ==al. 

DEMONSTEA.TIO 

Sint 1, a, /3, j',... 0 } numeri illi ipso A minores ad eumque primi seu 
partes ad A primae, quarum igitur partium numerus per hypothesin est = a. 
Totidem ergo erunt numeri ad A, itidem primi erunt ab A ad 2J., item 
a 2 A ad 2>A, et ita porro. Hoc modo exhiberi poterunt omnes numeri ad 
A primi ab unitate usque ad numerum propositum AB, quos sequens schema 
exbibebit: 


1, 

^7 . 


. . CO, 

A -j- 1, 

-4 + oc, 

-d H- /?, 

4 + CO, 

2A -\- 1) 

2 

2A-f/3, . 

. . 24 CO , 

3A-H1, 

3-4 oc, 

3-4 -p /?, 

. . 34 CO , 

(E-l)At + l, 

{JB — 1)4 -j- cty 

(-B-l)A-f/?, . 

. . ^b~1)A + 


Hie singulae series horizontales continent a terminos numerusque omnium 
serierum borizontalium est=jB, unde omnes series iunctim oflferunt aB ter- 
minos, qui iam omnes ad A erunt primi. Inde ergo adbuc excludi debent 
ii, qui ad B non sunt primi, ut hoc modo relinquantur, qui non solum ad A, 
sed etiam ad J5 ideoque ad ipsum productum AB sint primi; seu ex his 
seriebus ii tantum termini numerari debent, qui etiam ad B sint primi. 
Hunc in finem consideremus series verticaliter; et cum numerus serierum 
verticalium sit = a, quaelibet series verticalis continebit B terminos in arith- 
metica progressione auctos; quorum differentia cum sit == A ideoque numerus 
ad B primus, per Theorema 2 quaelibet series verticalis tot continebit ter- 
minos ad B primes, quot dantur partes ad numerum B primae; eorum ergo 
numerus est per hypothesin = &. Cum igitur singulae series verticales con- 
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tineant I terminos ad B primos, qui propterea etiam erunt ad productum 
AB prinii, numerus omnium terminorum ad AB primorum, hoc est partium 
ad hunc numerum AB primarum, erit = a5. Q. E. D. 


COEOLLAEIUM 1 

22. Si insuper tertius numorus C adiiciatur, qui sit ad utrumquo prao- 
cedentium A B seu ad eorum productum AB primus, et numerus partium 
ad C primarum sit =c, turn numerus partium ad productum ABC primarum 
~ Productum enim AB considerari potest tanquam unus numerus, 
cuius partium ad eum primarum multitude sit == a5; et quia (7 ad est 
primus, Theorema hie habet locum. 


COEOLLAEIUM 2 

23. Cum igitur unusquisque numerus N resolvi possit in factores inter 
se primos, qui singuli sint vel ipsi numeri primi vel potestates primorum, 
ope huius regulae multitude partium ad numerum quemeunque N primarum 
assignari poterit. 


COEOLLAEIUM 3 

24. Lxistentibus scilicet q, r, s etc. numeris primis omnis numerus N 
in huiusmodi forma N=p^q“r''s^ comprehendetur, unde numerus partium 
ad N primarum erit 

y - i(j, _ 1 ) . 1) . (s — 1). 

COEOLLAEIUM 4 

25. Pro formis igitur numerorum simplicioribus multitude partium ad 
eos primarum ita se habebit: 
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Numerus 

Multitude partium ad eum 

propositus 

primarum 

P 

p — l 

PP 

p{p—l) 

PI 


p® 

pp{p — 1) 

fq 

pip — l)iq — l) 

pqr 

1 


p\p — 1) 

p^q 

p"ip — 1)(? — 1) 


1 p(p — 1)9:(2 — 1) 

p^qr 

1 

I 

pqrs 

I 

I 

I. 

P^ 

p^(p — 1) 

p^q 

P^(p — 1)(2 — 1) 

P\^ 

p^(p — 1)2(2 — 1) 

p^qr 

^(1^ — 1)(9' — 

p^q^r 

P{P — 1)2(2 — 1)(^ — 1) 

p^qrs 

p(p — 1)(2 — l)(r — l)(s — 1) 

pqrst 

(j> — 1) (2 — 1) (r - 1) (s — 1) (# — 1 


Numerus 

propositus 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 
21 
22 

23 

24 

25 


Multitude partium 
ad eum primarum 
1 
2 
2 
4 
2 
6 
4 
6 
4 
10 
4 
12 
6 
8 
8 

16 

6 

18 
8 

12 
10 
22 
8 

20 


COKOLLAEIUM 5 

26. Hinc igitur proposito numero quocunque multitude partium ad eum 
primarum expedite defiuietur. Veluti si proponatur 360, cum sit 360 = 2® • 3® • 5, 
erit multitude partium ad 360 primarum = 4 • 6 • 4 = 96. 


SOHOLION 


27. Haec circa multitudinem partium ad numerum quemvis primarum 
pro praesenti iustituto sufficere possuut. Interim tamen circa ipsas partes ad 
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(juBiuvis ]iUDi6ruiii pi'im&s hajoc notaissp inv!jKi+" q-j 

4 - • X , iioiasse luvabit: bi numerus propositus fuprit 

ibide^ 

1 existente a ad N primo etiam N « erit 

invelLTiLet ™res 

Simili modo li w t earam complementa ad ipsum numermn K 

am.b mode, a. if s.t .unaerua par, inter partes ad Wprinaaa etiam ocenrret 

jN- a, turn ebam 1n+ e,>) item si N sit divisibUia per nnmemm euem- 
canqne mter partes ad eum primaa quoqne oocurrent hi nmneri*) 

n 1 




hineque multo facilius ipsae partes istae actu erhiberi poterunt. 


TPIBOEEMA 6^) 


28. St mmerus x fuerit primus ad N, turn omnes potestates ipsius 
dtvtsae rehnquent restdua, quae erunt ad numerum JV prima. 




jujbjmujnktkatIO 

Cum enim a sit numems ad 2f primus, omnes eius potestates erunt 

quoque ad N prim^, ideoque si per K dividantur, residua etiam ad^ 1“ 
numeri primi. Q. E. D. ^ 

COEOLLARIUM 1 

29. Inter residua ergo potestatum ipsius ^ per N divisarum alii numeri 
non occuirun , nisi qm sint partes ad N primae; quarum numerus cum sit 
pro indole numeri N determinatus, innumerabiles existent potestates ipsius a: 

per A dmsae aequalia relinquunt^residua. ^ 

1) Haec theoreraata ad numeros composites spectantia falsa esse aeque nisi pro peculiaribus 

numens N et u valere satis demonstrant exempla 


20 


» 2 , 
2 


6 


+ 1 =• 4, 


12 


:2, ^+1 


18 

2 


18 


1 = 8, f+l=.lo, 


4, 

6 +1-5, g .20-3-5, = A.60+n = {Ji etc. P. R. 

2) Confer ad disquisitioues sequentes Commentationem 262 hnius voluminis P. R, 

Lkonhakdi EuLEai Opera omnia Is Commentationea arithmetioae eg 


546 


THEOREMATA ARITHMETICA 


[90-91 


COKOLLAEIUM 2 

30. Inter residua autem ista ex divisione potestatum ipsius x per nn- 
merum N orta semper reperietur unitas, propterea quod inter potestates 
ipsius X etiam referri debet a;® == 1. Utrum autem praeter unitatem etiam 
omnes reliquae partes ad N primae inter residua occurrant necne, mox 
videbimus. 

COROLLAEIUM 3 

31. Si pro X capiatur unitas, omnia residua erunt unitates, quicunque 
numerus pro N fuerit assumtus. Deinde si sumatur x = N—l, qui numerus 
ad N etiam est primus, in residuis ex divisione potestatum (N — 1)®, (JV — 1)^ 
(N— 1)*, (N—iy etc. ortis nonnisi duo reperientur diversa, scilicet 1 et N—1, 
quae continue se altematim excipiunt. 

OOEOLLARIUM 4 

32. Prout igitur numerus x ratione ad N fuerit comparatus, utique fieri 
potest, ut inter residua omnium potestatum ipsius x non omnes partes ad 
divisorem N primae occurrant. 

COROLLAEIUM 5 

33. Si ergo omnes partes ad numerum N primae sint 1, a, h, c, d, e, ..., 
quarum numerus sit = n, inter residua memorata vel omnes istae partes oc- 
current vel quaedam tantum, inter quas autem semper unitas reperietur. 

COROLLAEIUM 6 

34. Quodsi non omnes illae partes in residuis ex divisione potestatum 
ipsius X per numerum N relictis occurrant, illae partes in duas classes distri- 
buentur, quarum altera continebit partes in residuis occurrentes, altera vero 
partes in residuis non occurrentes. 

THEOREMA 7 

35. Si series potestatvm x^, x\ x\ x\ x\ x^ etc. per numerwm N, qui ad x sit 
primus, dividatur, eousque residua prodibunt diversa, donee perveniatur ad potesta- 
tem, quae iterum tmUatem pro residue prad)eat. 
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DEMONSTEATIO 

Quoniam serie potestatum 1, a,, < a;*, etc. in infinitum continuata 
omnia residua dreersa esse nequeunt, necesse est, ut tandem quodpiam ex 
preecedentibus redeat; ac dice unitetem esse id residuum, qL omnium 
primum sit rediturem. Quod si quis neget. sit is- ea potestas. cLs residuum 
„ m sequenbbus ex potestate a.- redeat; cum igitur potestates af et 
a; aequaka praebeant residua, earum dilFereutia uer 

numerum N ent divisibilis. Verum product! x^{x^ - 1) factor prior ad N est 
uumerus prxnius, ergo alter per At divisibilis sit ueceL est. Hinc 

autem potestas per N divisa residuum daret =1 sicque unitas inter se- 
quentia residua citius redibit quam residuum potestatis quippe quod per 
kypothesm demum m potestate altiore recurrit. Ex quo evidens nullL 
residuum iterum occurrere posse, nisi ante unitas inter residua redierit. Q. E. D. 


UOEOLLAEIUM 1 


36. Postquam divism terminorum seriei l, a;, a;* etc. per numerum 

a; primum ab initio dedit residua diversa, puta 1, a, I3,y etc., tandem 
iterum occurret primum resMuum 1; quod si oriatur ex potestate numerus 
piaecedentium residuorum diversorum erit 


r. 


COEOLLAEIUM 2 

37. Quando autem potestas ir” residuum dat 1, idem, quod primus ter- 
minus a:, potestas sequens idem dabit residuum, quod a;'; et sequentium 
quaecunque idem, quod potestas x^ Cum enim differentia x^^^-af^x>^(x^-l) 
sit divisibilis per N, necesse est, ut ambo termini et x>^ per N divisi 
idem praebeant residuum. 


COEOLLAEIUM 3 

38. Cum post potestatem x'’ eadem residua 1, a, jS, y etc. ordine recur- 
rant, potestas aj®” similique mode post earn potestates x^", a;*’', a;®” etc. omnes 
per N divisae idem residuum 1 reknquent. Quin etiam omnes potestates 

a;^+^^ etc. aequalia residua suppeditabunt. 
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COEOLLAEIUM 4 

39. Si igitur a;” faerit infima potestas, quae post — 1 iterum unitatem 
pro residuo praebeat, numerus diversorum residuorum erit v. Cum ergo 
numerus partium ad numerum N primarum sit = n, fieri certe nequit, ut 
sit r > «; erit ergo vel v = n vel v <n. 

COEOLLAEIUM 5 

40. Si ergo series potestatum 1, x, x^, a;® etc. usque ad a;“ continuetur, 
inter eas certe una saltern reperietur praeter primum terminum 1, quae per N 
divisa unitatem relinquat. Plures fortasse huiusmodi potestates aliquando, 
sed pauciores una nunquam existent. 

SCHOLION 

41. Eesidua proprie semper sunt numeri minores divisore N, sed nibil 

impedit, quominus numeros etiam maiores tanquam residua spectemus, cuius- 
modi relinquuntmr, si quotus nimis parvus accipiatur. Ita si in divisione 
cuiuspiam numeri per AT relinquatur N-\- a, hoc residuum aequivalens ipsi a 

censeri debet; hincque, si de residuis sermo sit, omnes hi numeri a, N a, 

2N d, etc. instar unius residui « sunt considerandi. Scilicet mul- 

tipla quaecunque divisoris N sive adiecta sive demta a quopiam residuo a 
eius naturam non mutant atque hoc modo etiam numeri negativi commode 
inter residua referuntur; veluti a — N pro eodem residuo est habendum ac « 
et residuum — 1 aequivalet residuo N — 1 . Ex his conficitur omnes nu- 
meros,. qui per N divisi idem exhibeant residuum a, pro eodem residuo 
haberi posse; ex quo enim numero per divisionem quotum nimia parvum 
sumendo oritur residuum vel N+a vel 2^"+ « vel 3N a etc., ex eodem 

quotum plenum sumendo nascitur residuum a; turn vero indidem, si quotus 

capiatur nimis magnus, obtinebuntur residua negativa a — N vel a — 2A7' vel 
a — BN etc., quae ergo etiam ab a non discrepare sunt censenda. 

THEOREMA 8 

42. Si, dv/m termini progressionis 1, x, x^, x^, x*" etc. per numerum N ad x 
primum dividantur, residua fuerint 1, a, h, c etc., in iisdem guogue occurrent 
tarn singulorum omnes potestates guam producta guaecungue vel binorum vel ter- 
norum vel guotlibet in se multipUcatontm. 


nova methodo demonstrata 


DEMONSTEATIO 

Nascantar residaa a, b, c etc. ex potestatibas af, etc. ac numeros 

etiam maiores qaam N in residuis admittendo ex potestatibos x’" xf etc 
orientur residua < a\ a‘ etc., quae igitar etiam in serie residiorum 1 a 
b, c etc. continebuntur. Turn vero potestates etc. relin- 

quent residua ab, ac, ahc etc., quae ergo etiam in serie residuorum inveniri 
debebunt. Producta igitur quomodocunque ex residuis 1, a, h, c etc. per 
multiplicationem formata omnia in eadem serie residuorum occurrent, siquidem 
singula per ablationem divisoris N, quoties id fieri potest, ad minimam for- 
mam reducantur. Q. E. D. 


COROLLAEIUM 1 

43. Haec indoles residuorum eo clarius eluceret, si eorum loco ipsae 
illae potestates ipsius a;, unde sunt orta, substituantur; turn enim manifesto 
non solum omnes potestates barum potestatum, sed etiam earum producta 
quaecunque in residuis occurrunt. 


COROLLAEIUM 2 

U. Neque tamen ideo numerus residuorum indeterminatus evadit; quem- 
admodum emm lam vidimus ex innumeris potestatibus paria residua pro- 
venire, ita, SI omnia haec residua ex mutua multiplicatione nata ad formam 
minimam reducantur, ad multitudinem modicam revocabuntur. 


COROLLAEIUM 3 

45. ^ Ita SI minima potestas, quae per N divisa iterum unitatem relinquit, 
luerit a;’, ita ut numerus residuorum 1, a, h, c etc. sit =v, turn in eodem’ 
numero omnia producta ex multiplicatione numerorum a, I, c etc. nata con- 
tinebuntur, siquidem ab iis divisor N toties, quoties fieri potest, auferatur. 

SCHOLION 

46. Unicum exemplum omnibus dubjis, quae forte circa hanc apparentem 
residuorum multitudinem nasci possunt, solvendis sufficiet. Sit igitur rr = 2 
et pro divisore sumatur Ar= 15, qui scilicet ad 2 sit primus; iam singulae 
binarii potestates per 15 divisae sequentia relinquent residua: 


550 


THEOREMATA ARITHMETICA 


[ 96—97 


Potestetes 1, 2, 2', 2>, 2*. 2>, 2*, 2', 2-, 2*, 2>" etc. 

residua 1, 2, 4, 8, 1, 2, 4, 8, 1, 2, 4 etc. 

Potestas igitnr, yae primum nniUtem reproducit, est 2‘, a qua residua cou- 
touo eodem ordlue 1, 2. 4, 8 repetuntur, ita ut tantum quaterua residua 
diTersa occurrant Hie iaru mauifestnm est, quomodocunque haec residua in 
se m™em multipUceutui, uunquam uumeros inde produci, qui uou in eodem 
quatemione mcludantur, postquam sciUcet ablatioue di-risoris 16 ad formam 
mu^am fuermt rerocata. In hoc quoque exemplo inter residua non omnes 
p r es a 15 prunae oocurmnt, sed inde eicluduntur istae partes 7, 11, 18, 

'“»“tatio supra [§34] facta inter 
partes ^ diTOorem pnmas, quae in residuis occuirunt et quae non occur- 
runt, lUustratur. ad quam potissimum in sequentibus probe respiciatur. 


THEOEBMA 9 

nymeri per dimorem ad emn 

nZSZ II vd numerus 

parity nan ocemrenUnm aeqmUe erU vd ratimm tenebit mulUplam ad nnmerum 
parUum, quae residua comtUuimf. 

DEMONSTEATIO 

Sit series potestatum 1, a;. r* ^ o+r. • iir 

rniiKi oA • - X, etc. et divisor N a,d x primus, 

cuius partium ad ipsmn prunarum numerus sit _ „. Sit porro n’ 

potesta^ quae per N divisa iterum unitatem relinquit, ita rt nui^ei^T 

mum diversorum residuorum ait quae cum omnia sint ad If IZi 

pnmi, eorum numerus erit vel =» n wT Tninevn.. • • uumeri 

utiaue omues Tiarf,PQ oA \r • mmor, pnonque casu inter residua 

uT3iqp.e omnes partes ad N primae occurrent, 

Consideremus igitur casum, quo v<n, sintque 

1, a, h, e, d etc. 

omnia residua ex divisione potestatum 

Xy ^ 

‘ ^4 ' "■ ^ ’ 1 ^ ^ 

per divisorem relicta; quorum numerus cum sit v ««« i. 

i/um SIB — j/j non omnes partes 
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sd If ptimM ibi occurrent. Sit igltnr « taiusmodi pars in residuis non 
occurrens ac demonstran potest nullum quoque horum numerorum 

cca, ah, ac, ad etc. 

in residuis occurrere. Nam si aa esset residuum potestati respondens 
qum a est quoque residuum ex quapiam potestate, puta ortum, foret 


CC 


J IKT 1 1. t * - A 7 .A/, lUrtJl 

' aa et x ^ BN + a ideoque a:' — a.x^ = (A~ aB)N per N divi- 

ft ■ ilTTVI yviC -3 TiT ^.•1 - _ ' ^ 


■ ax^ =x^(x 






sibile. Cum autem x^ ad N sit numerus primus et 

numerus x^-^-a esset per N divisibilis sicque potestas pi ' "n ^iviTa 

relinqueret residuum a contra bypothesin. Cum igitur «, aa, ab, ac etc. 
quorum numerus est == sint numeri ad N primi atque divisione per N ad 
partes ad N primas revocari possint, statim atque una pars « ad N prima 
m residuis non reperitur, simul quoque v eiusmodi partes assignari possunt 
m residuis non occurrentes. Numerus ergo partium non occurrentium, nisi 
sit nullus, ad minimum est =r, ac si praeterea fuerit pars ad JV prima 8 
in his non-residuis non contenta, denuo habebuntur v partes novae in residuis 
non occurrentes, sicque porro. Quare si non omnes partes ad divisorem N 
primae in residuis occurrant, numerus partium non occurrentium necessario 

es ve vel =2?/ vel =3?/ vel alii cuipiam multiple ipsius v, hoc est 
numeri diversorum residuorum. Q. E. D. 


COEOLLAEIUM 1 , 

48. Constitute ergo discrimine inter partes ad divisorem N primas eas, 
quae sunt residua, et eas, quae non sunt residua, ex demonstratione patet 
pro uctum ex residue et non-residuo in classe non-residuorum semper con- 

tineri. Ita si a sit residuum, a non-residuum, productum a a certe non erit 
residuum. 

COEOLLA.RIUM 2 

49. Contra autem iam supra vidimus productum ex duobus pluribusve 
residuis in classe residuorum reperiri. Fnde sequitur productum ex uno non- 
residuo et quotcunque residuis in classe non-residuorum occurrere debere. 

SCHOLION 

50. Vis huius demonstrationis isto nititur fundamento, quodsi inter 
residua occurrant partes 1, a, b, c, d etc. ad divisorem primae atque a 
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fuent etiam pars ad divisorem prima in his residnis non contenta, turn pro- 
duct omnia aa, ah, ac, ad etc. non solum in residuis non occurrere, quod 
quidem perfecte est demonstratum, sed etiam ea esse partes ad divisorem N 
pnmas omnesque mter se diversas seu, si ea per actu dividantur, relinqui 
residua diversa. Dlud quidem per se est perspicuum; cum enim tarn a quam 
b, c, d etc. smt numeri ad N primi, etiam eorum producta ad N prima 
smt necesse est Quod autem producta ««, ah, ac, ad etc. sint omnia ad N 
relata inter se diversa, intelligitur, quod, si verbi gratia duo «« et ah per iVr 
^visa paria darent residua, eorum differentia ah-aa^a{h-a) per N esset 

ivisibihs ideoque et h-a- id quod hypothesi, quod a et h sint diversae 
partes ad N primae, repugnat. 


THEOEEMA 10 

hi. I^onens ndnima^ potestafis quae per numermn N ad x primum di- 
msa umtatem rehr^tt, vel est aegmlis numero partium ad N primartm vel huius 
nu/mem, semtssts altave eim pars oMquota. 

DEMONSTEATIO 

Sit n numerus partiiim ad N primanm; quaram cum constituajit re- 

TOmus autem hunc uumerum 
vel - 0 vel - vet _ 2v vel alii cuipiam multiple evpouentis k Sit 
rgo )i V {m l)r, ita ut m denotet vel uuitatem vel alium quemvis 
numerum integrum, atque bine obtinebimus n^mv et y = ± • unde patet 
exponentem minimae . potestatis ipsius a;, quae per N divisa unitatem relin- 
quit, ease vel - si « _ 1, vel a „ _ 2 , ^el iu geuere esse partem 

quampiam aliquotam numeri n. qui erprimit multitudinem partium ad divi- 
sorem N pnmarum. Q. E. D. 


COBOLLAHUM 1 

52. Si X- fuerit mimma potestas, quae per numerum If xi x primum 

' -iduum relinquentes 

visae imitetem r^buqu^" P- ^ 
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COROLLAEIUM 2 

tmm ad dmsorem N pnmarum ita connectiter, at sit vel iUi ipsi vel eai- 
piam eius parti aliquotae aequalis. ^ 


OUtlUljlUJN 


54. Quo haec ratio clarius perspiciatur, iuvabit uonnullos casus simpli- 
ciores perpendisse Sit igitur a; = 2 et pro iV sumamus successive uumeros 
impares utpote ad a; = 2 primos atque exhibeamus luinimam potestatem bi- 
uani, quae per quemque numerum imparem divisa unitatem relinquat. 


Divisor 

N 

Numerus partium ad 
eum primarum n 

Minima potestas 2*', quae per 
N divisa unitatem relinquit 

3 

2 

2" 

ergo 

r = n 

5 

4 

2* 


V — n 

7 

6 

2® 


v = ~n 

9 

6 

2® 


V = n 

11 

10 

210 


V = n 

13 

12 

212 

» 

V — n 

15 

8 

2^ 

7} 

v = ~n 

17 

16 

2® 

77 

v = —n 

19 

18 

218 

77 

lUi 

V = n 

21 

12 

. 2® 

77 

v==\n 

23 

22 

2'^ 

77 

V = n 

25 

20 

220 

77 

y = n 

27 

18 

218 

V 

V 

29 

28 

228 

77 

V 

31 

30 

2® 

77 
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THEOREMA 11 

rrnn 5 «<i N prima- 

. i> os 0 ! mttate mimUa semper per nwmenm N erU dimsMU.') 

demonstratio 

que 

iKitnr x’ 1 ^ mmero n yel porti eins cuipiam aliqnotae -. 0am 

-i seu a; i per N erit dmsibilis. Q. E. D. 

# 

COROLLARIUM 1 

ati quidem dadam*) demonstrayt Pnom p erit diyisibUis, 

COROLL ARIUM 2 


has formas 
x ^-^—1 
a^Cp-J) X 

^-i)(a-i) _ I 

/ppp(p-l) J 

^<p~i)(a-iy 

^-l)(j— l)(r_l) j 


fore divisibiles per 

P 

PP 

pq 

p\ 

ppq 

pqr. 


1 ) Casus speciales huius theorematis jranaralis • , ' 

mum celebre iUud theorema Feematiahdm rvtd« ’ ^ complectitur uti casum speciaHss: 

Commentatione huius volumiBis proposuit. p sequentem), Edlerus iam iu primi 

2 ) Vide notam p. 534 . F. B. 
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COEOLLAKIUM 3 

58. 8i X et y sint primi ad divisorem N, cuius parMuin ad eum prima- 
rum numerus 8.t -a, ^uia tam - 1 ,uaan - 1 est divisibilis per N, 

gelrata " N, quod est Theorema 

« 

COEOLLAEIUM 4 

59. Proposito ergo numero quocunque N, cuius partium ad ipsum pri- 
marum numerus sit = w, quicunque numerus ad N primus pro .:r capiatur, 
lormula x ~1 semper erit per numerum N divisibilis. 


COEOLLAEIUM 5 

60. Saepenumero vero etiam evenire potest, ut buiusmodi formula sim- 

pEcior, veluti — 1 vel — 1 ve1 'A" i ofc cn- -xr t ■ 

1 vei a: — i etc., sit per numerum N divi- 

sibilis, quae circumstantia pendet a certa indole numeri x/) 


SCHOLION 

61. En ergo novam demonstrationem Theorematis Fermatiani, quod si 
fueritjj numerus primus, omnes numeri in hac forma a^-^ — 1 contenti sint 
per p divisibiles, dummodo numerus , a non sit per p divisibilis. Duas*) 
autem iam dudum huius Theorematis dederam demonstrationes, sed ea, quam 
hic exhibui, ns praestare videtur, quod non solum ad numeros primos ad- 
stringitur. Quicunque enim numerus N pro divisore accipiatur, dummodo a 
ad eum sit primus, hic numerus a” - 1 semper per N erit divisibilis, siqui- 
dem w denotet numerum partium ad N primarum, quae propositio multo 
latius patet quam Fermatiana. Ex quo eo magis utilitas Theorematum pri- 
morum elucet, ^ quibus numerum partium ad quemque numerum primarum 
definivi, quae sine hac applicatione nimis sterilia videri potuissent. 


1) Vide etiam observationem „haud inelegantem“, quae inveuitur sub finem Summarii 
p. 532. P. R. 

2) Sed vide notam p. 534. F. R. 
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SIIPPLBMENTUM 

THEOREMATUM ARITHMETICOEUM 
QUAE IN NONNULLIS DEMONSTRATIONIBUS 

STIPPONUNTUR 

^ . Commentatio 272 indicis Enesthoemiani 

Novi commentarii academiae scientiamn Petropolitanae 8 (l760/l), 1763, p. 105-128 

Summarimn ibidem p. 18—20 


SnSMARlUM 

Versantor Haec Theoremaia circa numeros ani snnf o i 
duap sprip« 4 . generaJi 4 . continentur. SciHcet s 

^r.IC«r alW. „ M 

4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81 

n. 3, 12, 27, 48, 75, 108, 147, 192, 243,’ 

atque singuli prions seriei singulis posterioris seriei adBar,+, • j. 
indole. M. eondde»to et qm .ej>d ^ o’ 

usque ’ ” ““iWtadM, di.po.iti sunt ed cent™ 

62, 67, 61, 63, 64, 67, 73, 76, 79, 84, 91, 93, 97, 100. 

ffinc si prime eicerpantur numeri, qui sunt primi, 

7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97, 

hi omnes unitate xuinuti per 6 dirisibiles 'deprehenduntur sen in formula 6 « + 1 P 

to, cuius quidem »tio fecUe pcrepldte, dnu en fbrm.pp + 3o„ dii nul.r 

nequeant, nisi qui per 3 divisi unitatem relinquant Sed p' 

eimquant bed eius mversum, quod ricissim 
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o™ numen primi istius formae 6n + l in illo nunxerorum genere occnrrant, veri- 

tas est mnlto xnagis ardua, cuius demonstratio xuaxixuas ambages postulat. Demoustrari 
scihce oportet semper dari numeros j, et a, ut sit 6»+l=^p + 3g^, siquidem numerus 
6n + l foent pnmus; ubi imprimis uotari conyenit, nisi 6n + l sit primus, banc proprie- 
tatem saepius fallere, uti fit in numeris 55, 85, qui etsi multiplum senarii unitate supe- 
rant tamen neutiquam in forma pp + 5qq continentur. At si huiusmodi numerus 6n + l 
fuent primus, quanWis sit magnus, veluti 20161, certo pronimciare licet duo dari qua- 
ar.t. „ et „ el eil + eeperito .1 ,_80 pl„. 

uno modo lioc fieri potest. ^ 

En ergo summam Theorematum bic singulari prorsus modo demonstratorum, quod 
omnis numerus pnmus formae 6n+l semper in bac forma pp + Sqq, idque unico tantum 
modo, contmeatur, ex quo sequitur, si quispiam numerus formae 6« -f 1 vel prorsus non 
in forma pji-fSffg contineatur yel plus uno modo, turn eum certe non fore primum 
Pundamentiim autem barum demonstrationum in bac propositione est situm, quodsi numerus 

formae iip + 3 non fuerit primus, eum non alios admittere diyisores, nisi qui ipsi in 
eadem forma contineantur. 

His autem principiis Auctor iam olim erat usus, cum demonstrasset non dari duos 
cubos quorum summa yel differentia sit cubus^), turn yero etiam nuper, cum nWa plane 
metbodo problema de tribus cubis inyeniendis, quorum summa sit cubus, solyisset, quam- 
obrem, ut bic nibil amplius desiderari posset, omnino necesse erat Tbeoremata ista rigidis 
demonstrationibus confirmari. Ceterum ingenue fatetur Auctor bas demonstrationes ex 
principiis nimis alienis esse petitas fontesque magis proprios dari eo dedueentes, ex quibus 
PEEKATros bausisse yidetur, cum inde se demonstrayisse asseyeret banc aequationem 
generalem = nunquam locum babere posse, statim atque exponens n binarium 

superet, cum tamen Eulerus banc impossibilitatem tantum pro casibus n = 3 et n = 4 

demonstrare yaleat; ex quo eo magis dolendum est Perkatiana inyenta temporum iniuria 

periisse. 


Cum auper demonatravissem non dari duos cubos, quorum summa sit 
cubus, sme sufflciente probatione assumseram omnes numeros in hac forma 
coutentos mm-^mn -{-nn, quae forma facile ad hauc reducitur pp + Bqq, 
nunquam alios admittere divisores, nisi qui ipsi in eadem forma continean- 
tur. Atque hinc conclusi, si forma mm-j-mn-\-nn fuerit cubus aliave po- 
testas, eius radicem quoque numerum eiusdem formae esse futuram; cui fun- 


1) Sed yide notam 1 p. 558. 


F. R. 


2) Vide notam 3 p. 574. 


F. R. 





QUORUNDAM theobematum abithmeticobum [105-106 

demonstratio modo memorata innititur.^) Cum deiuceps 
Quo^m IZ? / TT' exposuissem tres cubes inveniendi, 

louRe praestTbat ^ o^^bus adhuc usitatis facilitate 

mmin! ’ numerorum in forma 

etiam in evolutin contentorum tanquam certam assumsi, sed 

primes praeter fp so ^ loms supposm bmus generis numeros alios divisores 

^z:rz;t7Vt rsrr 

PP -^B,, contineantu;/) Veluti ’ '''' comparatos, ut in fonna 

7 = 2^ + 3.1*, 13 = 1^ + 3.22, 19 = 4^ + 3 .+^ 31 = 2^ + 3-3^ etc. 

aZe dtlr^Ja i- a F.HM.X1O0 foerant prolata, nusquam tamen 
si bas a^w ^op^ontur, ex quo operae pretium me facturum putavi, 
iZratr^Zl "f demonstratiombus_ confirmaxem, quo simu/supra 

^^bus sum deductus ad tres 

tio consueto ratiociniis solu- 

tio consueto modo adoman potent idoneis fonnis pro radicibus cuborum 
assumendis. Quarum ratio p+<»t • • i. . ^ J^auicipus cuborum 

Renere nrobloL^i perspiciatur, tamen in hoc Analyseos 

Low formulas felidter e^cogitatas 

»»*P«namero vel oaau vel poat pluri^a tenLuna 

1) Talem demonstrationem Eclerps nunquam pubUcaTit +• x- . 

strationem aliis qtddem fondamentis imiitentem Edt,eL<» ’ • memorati. demon- 

Hbro, qui inscribitur VoUstandige AnleUung eur MgOra TTet H “ 

zweyter Abschnitt, Cap. 15, § 243- Leosoardt J^rr^ n ’ ’ ^ ^^^0, Zweyter Tbeil, 

epistolas ab Eulero d. 4. Aug 1753 ©t 17 Ma" etiam 

« pH,s. p^lUe par £ H. Fa.s, sl-Piteko,^ *843“ Tr^Uat^Tl’ 

a™ Opera omnia, series HL Vide praeterea ft ErestLem EiKr t xx. ’ 

p. 180. E. E. - ' JiuESTBOEM, Bibhotb. Mathem. 83, 1908/9, 

2) Vide Commentationem 255 huius roluminis. p. E 

3 ) Hoc vero in Commentatione 255 nusquam sapponikm. p. r. 

4) Vide buius Toluminis Conunentationem 256 imtirimiQ R kr 4. r, 

imprimis theoremate 7-9 atque notam p. 194 y, ^ ^ Commentationem 164, 

5) Vide Fermatu epistolam ad KEuEiMinx 

est. P. E. Biore scrxptam, quae nota p. 466 laudata 
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Ita si tres cubi inveniri debeant, quorum summa sit cubus positis 
eorum radicibus x, y et ^ statuatur ’ ^ 

+ + 

Turn yero istorum cuborum radicibus sequeutes formae tribuantur 

X =. {m — n)p qq, ^ = PP ~ {m n)q, 

y^(ni + n)p~qq, v=pp + {m-n)q, 

et quoniam loco quaternarum quantitatum , et ^ quateruae novae m 
n p q m calculum introducuntur, Ms positionibus problema non restringi 
est censendum. Cum igitur vi problematis esse oporteat ^ 


sive 


x^ + y^ 




{x + y){xx — xy-\- yy) = (y — z)(yv zz)^ 

per assumtas formas habebitur 


x + y imp, ^’>^ — xy + yy^(mm + Znn)pp~%npgiy + Z^, 
v—i — imq, '’«’+i'* + a2 — 3j)‘ — 6ejij)} + (mm + 8»>»i)}^ 
Usque valoribus substitutis obtiaebitur divisioae utriaque per 2m fecta 
(mm + 3a«>' _ ^nppyy + ^ 

ubi cum termini medii se utrinque destruant, fiet 


{mm + ^nn){f - ^ - ^pt = ^P<l{f ~ f). 

me igto conuaodo mu veait, ut haec aequatio per p'-f diridi queat, in 

q ipso summa utilitas nostrarum positionum consistit; nanciscimur enim 
nanc aequationem 

MM 


unde asaumtis numeris m n cum altero reliquorum p vel q pro lubitu 
alter sponte et quidem rationaliter determinatur, quod eximium commodum 

Z- ZTf f aequatio divisionem per^i^-j* admisisset. 

JNisi ergo fractiones evitare velimus, habebimus statim 


mm-\-Zn n 

Sp 
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Yerum etsi fractiones facile erni possunt, dum aeque multipla quaecunque 
radicum x, y, z et v pariter satisfaciunt, tamen ad expressiones simpliciores 
pertingeiniis, si numeros m et n statim ita assumamus, ut fnm 3nn primo 
divisibile evadat per 3, tum vero insuper duos contineat factores, quorum 
alter pro jp, alter pro q aceipi queat. 

Primo igitur statuatur m = U, ut fiat 


pq = nn-{-3kk, 

et quia, ut mox demonstrabo, numeri formae nn + 8kk aUos non admittunt 
divisores, nisi qui ipsi sint eiusdem formae, ponamus 


nn-{-Zkk = {aa-{-3bb){ec-\-3dd), 

ut sit 

p = aa + Bbb et q = cc + Bdd, 

eritque vel 

n = ac + 3bd, k = hc — ad, m = Bbc — Bad 
vel 


n=^ac~3bd, k = bc-\-ad, m = 3hc-\-3ad. 

Hanc pluralitatem valorum per ambiguitatem signorum ita exhibere pote- 
rimus, ut sit 

m = ±3{bc + ad), n^±(ac + 3bd), 

ideoque diversi valores pro m et n sumtis pro «, b, c, d numeris quibus- 
cunque erunt 

L m + n = 3(bc + ad) + (ac — 3bd), m--n = 3(bc + ad) — (ac — Sbd), 

II. m-^n = 3{bc-\-ad) — (ac--3bd), m — n = 3(bc ad) (ac -- 3bd), 

in. ni-\-n = 3(bc — ad) + (ac + 3bd), m — n = 3(bc — ad) — (ac -{■ Sbd), 

IV. m + n = 3(bc — ad:) — (ac-{-3bd), m — n = 3(bc — ad) + (ac-i- 3 bd). 

Hinc autem sequuntur solutiones, quas iam dudum fusius exposui, quare ad 
propositum revertor sequentes propositiones demonstraturus. 
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PROPOSITIO 1 


numerorum a et h. ^ commums divisoris 


UEMONSTEATIO 

Sit enim m maximus communis divisor numerorum /» «,+ i •+ x • 
a — me et h ~ md existentibus iam c pt ^ • • x ’ 

aHoquin non esset maximus comZis d^st 

hanc formam mm(cc-\-Zdd) quae nrontorpn aa + Bhh mduet 

I ^oaa), quae propterea certo divisorem habet mm. 

COEOLLARIUM 1 

2 . Nisi ergo numeri u et J sint nrimi m+Ai- oa v, 
aa + Zhh primus esse nequit Neque vero biu^' ■ • formatus 

..peiU pr 

COEOLLAEIUM 2 

=s, Si ji : ss" j=‘r.“-r: r • -•t- 

sorem habeant 3. ^ ^ communem dm- 


v^ujkujujuajkium 3 

c™ numeruB .a + iU non Bolum per 2, sed eti J^poH' erit 

COEOLLAEIUM 4 

5. Non ergo datur numerus formae aa + Uh aui sit imnavi+A.. j 

statim atqne admittit divisorem 2, simul erit divikbilis per 4 Unde ^’o to 

Lbonhaew Euwb, Opera omnia Is Commentationes arithmeticae 71 
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limusmodi numen fuerint pares, quatemarium tanquam eorum factorem sim- 
p icem considerate licet, etiamsi alias quatemarius utpote binarii quadratum 
non inter numeros primes referatur. 


COEOLLAEIUM 5 

6. Si ergo numerus formae aa + ZU sit primus, non solum certo con- 
am os numeros a et & esse primos inter se, sed etiam utrumque non 
esse imparem. Necesse igitur est, ut alter sit par, alter veto impar. ' 


PEOPOSITIO 2 

7. 8t nwmerus fwmm aa + 366 per ternarium est divisiUlis, twic etiam 
guotus est numeTus formas eiusdem. 


DEMONSTEATIO 

Si numeras aa + 366 per 3 est divisibilis, necesse est, ut radix prioris 
ent 9cc + 366, qm per 3 divisus dat quotum 3cc + 66, qui utique est 

numerus eiusdem formae oa -f 366. ^ H ique esu 


SCHOLION 

convenit ipsum quoque ternarium esse numerum formae 
duas formas^^ffll. m ^==1. Consideramus autem has 

postenor m priorem transit ponendo + SuM 

de altera demonstramug etiam de altera valet. Posterior autem casu m = l 
et ^^_l mamfesto dat 3. Tidetur quidem forma mm-i-mn + nn si nume- 
rorum et . alter fuerit par, alter impar, ad priorem reducrion 3 

qma turn in mtegris esse nequit m = a-4-h pt -» a i j ^ ’ 

aUoo .V M. 0 et n=h~a; verum dantur adhuc 

aJiae r^acW, soJicet a-\v. + n et 6_|„ eire a-m + ^n et 

»-,«), quarum ope, m numerortm « et » alter herit par, alte impar 
forma m m-{-mn-\-nn ad aa 4-366 reducitur. ^ ’ 

1) Editio princeps (atque etiam Comment. arMm:)-. scOicet a 
a-m + -n, et b = n, guamm ope... Sed vide eW § 37. p. r. 


et h = m, sivi 
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PEOPOSITiO 8 

9. S numems formae aa + Zhh per quaferncmm, est diviMUis, turn etim, 
gmtus ent numerus eiusdem formae aa-\-Bl)l). 


DEMONSTEATIO 

. + ^ numerormn 

7oi ponatur a = 2c et b = 2d fietque 

aa + m - ice +12dd, unde divisione per 4 instituta prodit quotas cc + Md 

Sin autem uterque numerus a et I fuerit impar, turn eorum vel stmma 
ve differentia certo ent dmsibiHs per 4. Namque cum tarn a + h quam 
« - & sit numerus par eorumque summa sit 2a, hoc est numerus impLter 
par necesse est, ut alter eorum sit impariter par, alter vero pariter par 

sti^rfet “ + vel a-. = 4o ideoque a = 4c±^ quo .alore sub-' 

aa + BU = Ucc±%lc-{-m, 

unde divisione per 4 instituta prodit quotus 

4cc + 25c + = (& + 3cc. 

COEOLLAEIUM 1 

forma? ofl ipsum quatemarinm etiam esse uumerom 

tormae aa + 355 inde resultantem positis a = l et 6 = 1 At ex forma 

mm + mn + nn quaternarius nascitur, si ponatur w = o et «* = 2 


COEOLLAEIUM 2 

11. Cum igitur viderimus dari numeros formae aa + 366, qui tarn per 3 
quam per 4 sint dmsibiles, nunc demonstravimus quotes ex utraque divisione 
resultantes etiam esse numeros eiusdem formae aa-f- 366. 


COEOLLAEIUM 3 

12. Quodsi autem ambo numeri a et 5 fuerint impares, turn quotus ex 
divisione numeri aa + 366 per 4 nascens erit numerus impar. Vidimus enim 
quotum esse 4cc + 26c + 66, qui ob 6 numerum imparem certo est impar. 



664__snmgg roM qtoetodam temoeeuxtum aeithmticobum nn-ni 

SCHOLION 

demolttrl””'’ nmnerorum formae aa + Ul per 8 et 4 

™ eZr“; aMdore per numermu quomcunque 

W iZiT p“« H' *““' “ “* consulamus, deaota- 

W ea™ n f’ P^os formae aa + Ui, ir q«oe 

bmarias ab bi fo “ ex^Zl^^ ““ '»™‘’ 


PEOPOSITIO 4 

■M+larT”' ^7“ “ + '****’''« ”««»» 

+ g'g, um qmtus est etiam.nvmerm eiusdem formae. 


BEMONSTEATIO 

eundem etiam aapp + Bhlpp per 

differentia borum nnmerorum 


MJJ - Upf _ (at + 5p)(a j _ 


ftctonSi, iffli/Tel*V+Sp™ef"“!l’i,77t "* 

Ponatur ergo pro ntroqne caeu * •*’P + dmeibilis. 


luncque fiet 


aq.+lp = m{pp ^ Zqq)-, 

a = MS£±32^:p6l» 

2 ■ + - = 3mj + |-(«,^ + ft). 


est, ut mp-+h divisions neeesse 

eritque Per 2,admittat Ponatur ergo mp + & = + ^^ 

Cnm igitur numeri a et I necessario Edc medo exurimantuv «• 

xprHaantiii, siquidem numerus 


114-115] QUAE m IT0NNULLI8 DEMONSTBATIONIBUS SUPPONUNTUR 


565 


aa + 366 per pp + Bqq faerit divisibilis, hinc obtinebimus 

aa + m -Zmmpp + Zmmqf, + Snnqq + n«pp -(pp + 3qq)(n„ + 

unde patet hunc numerum per uumernm primum P-pp + gj^ 
quote dare nn-\-3mm, hoc est numerum formae aa + 366. 

COEOLLAEIUM 1 

16. Quotiee ergo numerus formae ao+866 divisorem primum habet 
P pp + Zqq, quotas est numerus formae nn + Smm. Tel, quod eodem 
redit, SI numerus aa + Sib coustet duobus factoribus, quorum' alter sit pri- 
mus F-pp + Sss, turn etiam alter feotor, sive sit numerus primus sire 

compositus, erit numerus formae nn -j- 8mm. 


COEOLLAEIUM 2 

16. Si igitur numerus aa4-366 duobus constaret factoribus, quorum 

alter non m forma nn + 3mm contineretur, turn alter certe non erit primus 
formae pp + 3qq. ^ 


COEOLLAEIUM 3 

17. Lx demonstratione patet, quomodo innumerabiles numeri aa + 366 
exhiberi queant, qui omnes sint divisibEes per pp + 3qq; eiusmodi nempe 
numeri obtinentur capiendo 

a == 3mq + np ©t 6 = mp ^ nq 

neque Me amplius opus est conditionem adiecisse, ut pp-^3qq sit numerus 
primus, quoniam Ms valoribus assumtis in genere fit 

aa + 366 = (^pp -j- 3qq)(nn + 3mm). 

UOEOLLAEIUM 4 

/ ► 

18. Hinc igitur vicissim intelligitur, si duo pluresve numeri quicunque 
formae aa + 366 in se invicem multiplicentur, productum semper fore 
numerum eiusdem formae. Quod enim de producto duorum valet, facile ad 
productum quotcunque talium numerorum extenditur. 
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SCHOLION 


* productum ex duobus mmeris formae 
aa + zit iMem esse numemm eiuadem formae, tamen hinc per leriKmam 

aa + SU divisorem 

fota™™ + *™ oa™ qnotam eiuadem formae esse 

ex toe eSLrT^t conclusionem iUicitam esse Tel 

tmmems par si • s ™ prodnetmn ex duobus numeris paribus sit 

sMTeT ! u™ '’™“ ““ praebitnrum, is eerte falleretur.*) Demon- 
stoakoueiu ergo torus yeritatis a diyisore prime formae u» + 8« sum 

exorsus, quae conditio eatenus demonstrationem alBcit, quod absque ea per- 

r^uto » T f ettam ex 

quod per o J 7 « mter se primi, deriyavimus producti p{mp + l), 

ql Polrior L^r ’ deb«e 

q ae posterior conditio cum pnore necessario est connexa. 


PROPOSITIO 5 


formae, puta nn + imm. ^ "" nmmns dnsdem 


DEMONSTKATIO 


<.a+86i Iwbito ^r'^prtouetar P«r”si/T“ 

ut sit aa + m^MWn. Oum 

sitionem praecedentem MOB numemfi ^ t ^ propo- 

JfejJ_ce + 3id; eritfi±£"_jifR 

quota. MS. numems eiusdL formaf IZT °t “■= 

cum sit eritZaLT’- MS-ee + Sff. et 

^ ^ numerus formae nn -^- 3mm. 

1) Confer Conmentationem 228 w volumin^ F. E. 
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COROLLAEIUM 1 

Biimif P%T “ + *** productam ei numeris quotounque 

aa + iU-MPQTlTl ? + et praetsrea nmnero Jf, ite ut sit 

aa + m~MFQRSe^., certo afBrmare poterimus hmc numeram M esse 
eiusdem formae seu M = nn-\-bmm. 


DUltULLARlUM 2 

22. Quodsi igitur numerus aa-^Ul unum habeat factorem A, qui non 

81 numerus formae nn + 3wm, turn alter factor neque erit numerus primus 

formae -f 3^2 neque productum ex duobus pluribusve buiusmodi nLeris 
primis. 

COROLLAEIUM 3 

23. Eodem ergo casu si ponamus aa + m^AB et A non fuerit 
numerus formae ww -f 3mm, turn B unum saltern factorem primum complec- 
tetur, qui non erit buius formae. Nam si B est numerus primus, non erit 
formae pp A - sm autein non est primus, quia non ex meris numeris 

pnmis formae pp -f 3^^ constabit, unum ad minimum factorem continebit 
qui non sit eiusdem formae. ’ 


COROLLAEIUM 4 

24. At 8i existente aa + m - AB factor A non faerit nnmems formae 
nn + 3««, turn Tel ipse exit nnmerus primus in hac forma non contentas 
Tel saltern factorem imphcabit primum in hac forma non contentnm- si 

emm A ex mens numeris primis formae pp + j esset conflates, ipse foret 
numerus eiusdem formae. 

COROLLAEIUM 5 

25. Hinc sequitur, si numerus aa^m unum babeat factorem primum 
m forma pp + hqq non contentum, turn eum insuper certo adbuc alium fac- 
torem involvere, qui aeque non in hac forma pp A ^g.q. contineatur. 


COROLLAEIUM 6 

26. Ita iam ante vidimus, si numerus aa -f 366 sit par seu factorem 
babeat 2, qui numerus non est formae pp 4- ^qq, turn eum insuper eundem 
factorem 2 complecti seu non solum per 2, sed etiam per 4 esse divisibilem. 



SUPPLEMENTUM QUOBUNDAM THEOBEMATUM ARITHMETICOBUM [H8— 119 


SCHOLION 

Exhibeii quidem possunt numeri formae aa-{-^hh, qui per numerum 
quemcTinque N smt divisibUes, etiamsi N non sit numerus formae pp ^ Zqq, 
dnm sc^cet pro a et I mnltipla quaecnnque huius numeri N accipiuntur; 
ita posito « _ mN et I = nN numerus + NN{mm + ^nn) non solum 
per JV sed adeo per eius quadratum NN fit divisibilis; hocque ergo casu 
utique duo adsunt factores N et quorum neuter in forma pp + Bqq con- 
tmetur, u i § 25 ostendimus. Verum si a et 5 sint numeri ilr se primi, 
LnTC l^bere nequit, ex quo merito dubitamus, num. numerus inde 

divisorem, qni non sit 

fiioriut quidem hoc negari nequit, cum, quoties a et 5 

Wt numen impres ambo, divisio per 2 snccedat; at yero turn insuper 

snec^d coniunetus praebet factorem 4 quasi simplicem 

^ec^dnm. , Dihgentius igitur examinandum restat, ntrnm, dL a et h sunt 
prnm mter se numerus aa + Shh habeat ullum divisorem primnm, qui non 

eJnegandum mo. 

casns bmam, ,nem empi oportet, m demonstrations qnicqnam tnrbet 


PROPOSITIO 6 



rS-'f'ii-' 


o^ aaremr numerus primus A in forma 
esset divisor miuspiam nvm&ri aa + Shb numen 
primis, turn exJiiberi posset alius numerus primus 
forma pp + 3grj pa/riier non contentus, gui eticm 
numeri formae aa + m, in quo numeri a a. h a 


DEMONSTEA.TIO 


Quia a et 6 sunt numeri 
ponitur, erunt ii quoque primi 
statui posset 


e et aa -f 36& per A divisibilis 
numeri essent maiores quam A^ 
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ut numeri c et d, qui pariter tarn inter se') auam ad ^ fn+ • 

forent semissi ipsius A minores, scilicet et 

primus est impar; casum enim quo ^ 2 ^ 

hac positione ’ ^ ~ e^cxpimus. Prodiret autem 

«« + SU = nnAA + + oo + 

hincque obtmeretur numerus cc + Bdd minor auam yt 4 
divisibilis, et quotus foret minor quam A ^ ^ 

numerus in forma pp + 3qq non contentn'c i • typotbesin 

non erit numerus formae pp + 3qq vel si s^it primus, 

pri^m in hac fo^a non^cotSr’ St 1 veS iZ S “‘“T- “ 

^ i. torn. + ^ 

ezistentibus numeris c et d inter se pki " 

contineretnr sic,t nZSl Tn„: eZ 2 T ” f “ “ ““ 

binarinm ,uide» at,ne adeo ZZZ" ZZZ TZ 

numerus formae pp + Sa, necesse asset, ut ille auotm Z / 

torem primnm in forma pp + non contenlnm impScZerZel 
cc + 8« eseet per 4 divisibilis, quod eveniret, si uterque uumeras c L d 
esset nnpar, eius quadrans i(cc + 3dd) ad formam eeUff reduZ posset 
quae cum per ^ etiamnunc foret divisibiUs, multo magis quotes 
unphcaret faetorem primum imparem in forma pp + non coutentam^ 


PKOPOSITIO 7 


29. Omms mmeri huius formae aa -{• 
primi inter se, praeter Urmiwm nudlos admitinmt 
in forma pp + Bqq contineantur. 


siquidem a et h sint numeri 
divisores primes, nisi qui ipsi 


1) Numeros c et d inter se primes esse demonstrari nnr, r,.^+oo^. cs ^ a. 
divisorem haberent, tamen sequentia valerent. Si enim esset c=L et d ^ communem 

numens inter se primis, ex divisibilitate formulae c®4-3fZ* 


6* + 3/"* per A esse divisibilem etc. F. R. 

Lbohhaew Btoew Opera omnia Is Commentationes arithmeticae 


hf existentibns e et f 
Tc^ie^+Zf) sequeretur formulam 


72 
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DEMONSTEATIO 

m a 4 - munerus quispiam formae aa-\-Bl)l) haberet factorem primum 

venin^mT^ ^ foima pp-\-Zqq non contineretur, ex eo in- 

loTn+r primus B minor quam A nec in forma pp + Hi 

sfpn+^h ’ divisor cuiuspiam numeri formae aa-i-Bbh exi- 

modo abi primis; atque ex boc numero B simOi 

diTT»iTin+'n ’ ’ minores eiusdem indobs inveniri possent baecque 

irr p eriam unquam ad binarium perveni- 

vat ooufra^’ ^ ^ ^ numerorum integrorum continuo minorum invol- 

in binarium nullum dari numerum primum 

dividi miAaf per quern ullus numerus formae aa + Bbb 

dividi queat existentibus a et b numeris inter se primis. 

OOEOLLARIUM 1 

9« ^onvemmit ix^eiis fomae aa+Bli, 
contmentur, dummodo bine binarius excludatur. 


COBOLLAKTOM 2 

conti!Lt®LXTm“Zf a™ prior 

formam ladud aeqaemit, oala «“ ^“‘'= 

divisorum numftmmrn fn * ' bmus postenoris classis ex serie 

oiYisorum numerorum formae aa + Bbh excluduntur. 

gobollabidm 3 

pri^ip“ tTri»~ r ‘ - 

P, + Bu. doamodo ^aatemadas aMaaa into 

SCHOUON 

33. Quod productum ex duobus plmibusvfi T»nr«n.* .c 

iterum in forma aa + Bbb contiaeatur sun^ " PP + Bqq 

patebat, si P, Q, B, S etc. denotent nimerL nX, r mdeque ergo 

numeros pnmos m forma pp+Bqq 


122 - 124 ] 
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contentos productum ei quotcunque haitismodi nnmeris P 0 » c » 
semper ad formam aa + 3M revocad posse. Nmc autem h ’ ® *' 

mversam demonstravimoa, qua patet nmneros formae !! + » ””7 7 “ 
factores admittere, nisi qui ipsi sint numeri formae «„ It * ™ 

assumsimus uumeros « et b esse primes iuter se fit'.ff ‘ 
pnmr sed maximum habereut dirisorem commuuem “ twt T" 

abos uou iuroiret ^03^^ JrqtTp?: 


PROPOSITIO 8 


34. Omnis numerus primus formop nn _l . 

mitatem seu in forma numerorum Gm 4- 1 ^ dtvidatur, relinquit 

in fornapp + Bl, cJZZ etiau 

demonstratio 

Cum jpp + Sqq sit numerus primus auadr-ituTv, ^ . 

est diyisibile, sed per 3 divisum itmquit 1 quia ereo V ““ 

admiittt, summa pp + per 3 divii resi&um dabit I\ P“ » 

numerus formae 3m + i. Cum autempp + 3 j„ simul . I"'"?**™ 

per bypothesin, uecesse est, ut ». sit numerus mr- '“Par 

mula 6 « + l omnes complectetur urntZ Tr ^ 

tentos, excepto scilicet temario ipso, cuius singularis est'i^io^^ 


v^vx^vJjUAJLUUM 1 

35. Quia omnes numeri nrimi pyrenfi'a o rv+ o i . 

6 w + 1 vel in hac 6 » ~ l continentur, evidens est nuuL T 
posterioris formae 6.-1 in forma 3 ,;!“ 

COROLLAEIUM 2 

36. Hinc omnes numeri primi formae 6 . — 1 , qui sunt 

5, 11, 17, 23, 29, 41, 47, 63, 59, 71, 83, 89 etc.. 


72 * 
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ex divisoribus numerorum formae aa + 3hl sunt excludendi seu nullus 
numerus huius formae aa + 3bh, dum quidem sint aeth numeri primi inter 
se, exhiberi potest, qui per ullum numerum primum formae Bn — l sit divi- 
sibiEs. 

SCHOLIOl^' 

37. Utrum autem omnes numeri primi alterius formae 6^^ + 1, qui sunt 

7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97 etc., 

sint divisores numerorum formae aa-^Bhb seu, quod eodem redit, an omnes 
in forma pj) + Bqq contineantur, ex allatis nondum affirmare licet. Inde 
ftTiiTn tantum constat omnes numeros primes formae pp + ^qq simul in forma 
6« + 1 contineri et propositio inversa peculiari indiget demonstratione; quae 
ita concinnari debet, ut proposito numero prime formae 6^ + 1 quocunque 
ostendatur semper quempiam numerum formae aa-\-3bb, in quo a et b sint 
numeri primi inter se, exhiberi posse, qui per ilium numerum 6n + l sit 
divisibilis; in quo negotio loco formae aa-\-3bb etiam haec ff+fg + gg iUi 
aequivalens accipi potest. Si enim numerorum f ^t g alteruter, puta g, fuerit 
par, erit ^ 

ff+fS + SS-{f±^9)+i (-i-jr) ; 

Bin autem uterque sit impar, erit tarn f g quam f g numerus par et 

fr±f9+99-m'+^^-¥)'^^ 

Quodsi ergo exhiberi queat numerus ff±fg + gg per numerum primum 
6« -j- 1 divisibilis, ita ut et ^ sint primi inter se, simul constabit numerum 
6« 1 esse numerum in forma pp-t'Bqq contentum; id quod in sequente 
propositione demonstrabimus. 


l) Editio princeps (atque etiam Comment, arithm.)-. 

, .Af±9y 

ff±f9+99 = 2 — - + d- — 2 

Correxit F. B. 


QUAEJNNONNULLIS bemonsteationibus supponuntue 
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PKOPOSITIO 9 


38. Omnis numerus primus formae 6n + l 
continefur. 


simul in hac forma pp-{-3qq 


DEMONSTEATIO 

divisibUes esse omnes numero’s to d*’”' “T 

a«*_ J««_ 

alteruter horum factorum per 6« + l sit divisiblUs necesse est. Q„„dsi er^o 
d ate casus, qmbus factor u„u sit divisibilis per 6. + 1 Ttamen 

a ^ +6 , hoc est numerus formae ff4-fa-\-nn 1 

“rtrarfXTern^'^” ^ + B.* 0^1;: 

^onsto W*” debet dan casus, qmbus forma «--i- non sit divisibilis 

per bw + l. Ad hoc efficiendum sumo & = 1 et ostendam fieri non posse ut 
omnes isti numeri posse, ut 

2 — 1 , 3 *"— 1 , 4 *"— 1 , 5 *“— 1 , ... ( 6%/”— 1 

Sint per 6« + 1 divisibiles, ubi quidem pro a omnes numeros ipso 6« + 1 
mmores ideoque primos ad eum assumi pono, Nam si omnes hi ™i 
per 6» + l esseut divisibiles, eorum etiam differentiae cum primae turn 
secundM et sequentes omnes per 6® + l essent divisibiles ideoque etiam 
differentiae ordmis 2n, quae sunt omnes constates et hoe modo eiprimuntur 

2®’* _ I” . 32 « _I_ - 1) ASn 2«(2» — 1) (2 w — 2) 

1 ^ 1-2 rrarr- --5^’'+--- + (2 + 2w)“’>, 

ubi, cum sit 2n + 2< Qn, nullae potestates numerorum per Qn + 1 divisi- 
ihum ingrediuntur. Aliunde autem constat differentiam ordinis 2n esse 

= 1 •2-3 *4... 2^; quae cum certe non sit per Gn+1 divisibilis, manifesto 
mdicat repenn adeo inter hos numeros 

S*”-!, 4»‘’-l, . . . (2 + 2w/”-l 

1) Vido Commentationem 134 liuius voluminis, theorema 4. p. E, 



I 


^”Pt’uan)KT OM QCOBnroiM mEOBgmTPM asithmeticoepm pse-ia? 

ra cus detur hmusmodi numems a--l per 6» + 1 non dirMbilis, per enm 
ent dr^bire a‘-+e>.+ i, i„o est numems formae ff+fg + gg in quo 

erri err^ 0»-e«"enter _ primus 

bw + 1 est fonnae ■ 

SCHOLION 

cub 08 ®®aun™»\“*°’ T u™.,“ theorematis non dari duos 

Wtas IT problematis de inyeniendls 

^oubT’ 7™“ cubuB, assumseram, iam plane rigide sunt 

TTt TT™ “*"“ J'"™ ™eros formae aa + BU sen 

conttori T 1™ ““‘™ '’™“ in formula 6« + l 

quam soMo '*’^ "*" ***' demonstratio 

qnam solutio pro perfeetis sunt habendae. 

etiamnum^e!!^^^ natura numerorum Tbeoria plurima 

r, ^emonstmtiones deperditas sme dubio 

Z Turn nZZT™ a™>™n cuborum nnnquam posse 

eZnZrT “TT’ 7“°^" ad pofestates alLes 

s_T+\-Z 7r T“™ demonstrationem habuerit neque 

erponentis c", quandr eipZs T Zit esse potestatem similis 

ergo esse* banc aequatioL »-+T7“T 

habere posse staHm a+^r.^ — rationahbus nunquam locum 

^ evanescat Demde, etsi demonstrayi numeros primes omnes 

1) Confer hane demonstrationem. ouae in /.Ancn-;i„ a- 

demonstrationibns eodem fondamento innii» +-k rafaone differentiamm versatnr, cum 

et 262, § 72. exposnit F.T ’ “ Commentationibus 24 I, § 5, 

2) Sed vide notam 1 p. 558. F. E 

3) Vide FEKMATn obswvatioiiem ad quaestionem Vm libri TT n > 

(ef. notam 2 p. 51 et notam p. 404); Oemres de Febmat t I 

observatio marginalis haec est: ? ^ a, p. ^yi. Celeberrima Fbrmatii 

CUIUS rei demonstrationem mirabilem sane deW w “ eiusdem nominis fas est dividere: 

sane aeten. Hanc marginis exiguitas non caperet“ F. R. 


PEMONSIRATIOMBirs 

formae 6w + 1 esse in formula pp-\- Sag contenfn<» + 
demonstrare non licet numeros primts formae 1 ^ 

+ contineri, quod ta^eu Lqurert ^um et T"® " 

stratum.') Successit luiU quidem dLoustratio n„oa^ Feekatio demon- 

4m + 1 Sint omnes duorum quadratorum summio^l BirT'T™ 
strare possum omnes numeros primes formae 8« 
pp + 2qg contineri; verum nlurima pino/im ^ simul m forma 

possunt aeque vera, veluti quod omnes theoremata proferri 

20. + 1 vel 20. + 9 simul in 

plura alia, quae tamen nondum video, quomod^o^ et huiusmodi 

^.^merorum noMs ad.uc 

:! ~ ntz “ :z.'r:* » 

3) Vide hums voluminis Oommentationem 164, theoremata 10 19 • ■ • 

’ 10-12, impnmis notam p. 194. 

F. E. 



DE EBSOLUTIONE EORMULAEUM 
QUADRATICAETJM INDETERMUSTATARUM 
PER ETJMEROS INTEGROS*) 

Oommeiitatio 279 indiois Enbstroemiani 

Novi eommentarii aeademiae scientiarum PetropoKtanae 9 (1762/3), 1764, p. 3-39 

Summarium ibidem p. 5 — 8 


SDMMARIUM^ 

non oolnm oinodnm <nt iucnnd., ..d etim annonm od Toritato mda«»lion,n. non medio- 

r“ !r” ™ 'i<>'“n‘‘ nnmeronnn 

f “ ■ien.on.troH. tsntan. ingenii pen.tr.(donsm 

ZTij '* P»™ 

noi «olam flTT* '™™ 1““'*''™“* "“'1“*“ per se revera eiistent, sed 

^ eota „ nr.,,. ,„.n.entar, ,na p™ gnidsM .eriee n„«..ro„nr U- 

nnrneri tT? “ “f**™ P">8rodi«.ainn ooneMtoitur, tam rero ad interraUa implenda 

r:rdi;r“rt“T"“' — 

numeri sunt nff « • ^ scientia insignes proprietates, quibus 

o^oZ ^ WP' 1"“ "Iso totnn. ad nrilatae n^eromn. 

op^atioiies explicaadas restringitur. 

Accuratim autem Amaerorum natura inrestigatur in ea Analyseos parte onae ab 

antiqmssimo Anctore metbodns Diophantea rocari solet nb,- • I - ^ ^ ^ 

dnnfnr nt-too ; j. • i i eiusmodi problemata perpen- 

auiittir, quae m se sunt indeterminata ataue iTifini+flo j -n ^ ^ 

^ unuutas solutiones admittunt, ex quibus autem 

1) a.f.r eon. la. dienntaSon. Oe»„„n>a„n.,n 29 hni™ p ^ 

e<r,pn^ “ ^ -.na.„ „.nn- 


eas eHci oportet, quae numeris vel saltern rationaHbus vel intefiris 

Cuius methodi vis per exemplum clarissime persuieietur «! ^ coutiueantur. 

quaeri debere, quorum quadrata duplicata imitate aucta' iter^TIt 

1 r.diciB q„.dr.tae admttel Q,„dd fraction., r /ll.* ,” 

r.qnar - 2 jTr™ I? ^ 

mittit, prodit 2x = xyy - 2y hincque ^ dmsionem ad- 

X = 

yy~^’ 

ubi, quicunque numeri pro y accipiautur sive inteeri sive fmpfi 

numeri rationales resultant, quibus formula 2a:a:-t-]‘p ,1-f a’ * semper eiusmodi 
quadcata fatuca ..t .,-1.’ qJ “ qa. l L’ 

fracti. +i, and, Idit T, ■-‘M POtct 

Hic igitur suffioit pro 

30 " SI capiatur ^ = 5 gt 

* “ J: ’Saf ‘ ™. quadratam !« ,i dupBcta, «» 

rlQllfiTarinT' --- •' QlTmrMo “i « a ts ^ 


^ et^q non..™ ,n„,ca„qn, integcof a™^» JVS"r3 

« = -. q™ e,t l.„.n,„>„di nnna,™, ,i„. ,„.^alan. ,i dupBoeto «« ^ Zu. 

numeri integri desiderentur, qui bac proprietate gaudeant, soluL 

ert, cum pro p et q eiusmodi numeri assumi deberent, ut 2pq divisible fieret per 

pp 2qq, quod non minus est difadle quam ipsum problema, de quo agitur InteL 

tamen bac con itmne adiecta problema etiamnum recipit innumeras solutioLs et n^" 
pro X assumendi bac lege procedunt numeri 

0, 2, 12, 70, 408, 2378, 13860 etc., 

ubi conidnuo .crfuplo ullinu demto pennltinio, c«i„,„.„di ..ri., vccaxi 

..lent ccu^cnlc, unde eviden, „t et lu™ .oluBonun. niultitudinen, e..e iufilr 
,t.™ contmuo Ideoqu. M, ^ ^2 

magis esse arduam. muiio 

^ 0.1, Anctor huiu. di,.ctalioni. ™a,„d,„n p„„U„.„ 
acUe iMolvend,, quibu, m yeuere onme. numeri intigri pro ai ,M,umendi qnaetnntar ut 
haec femmla + p „nd.t numem. quad^tu., dun. u, ft , denlnt numlro" 

quMcunque ^to,. Ubi prime quidem ob,erral .oluUonem non mocedere, niri « ,it 
n« p.,.t.vu. non quadratue, turn rero nec..e e..q ut un. aalteu. aolutio iam aliunl 
.. cogn.t.,. euruemod. .olutio unio. .tatim ac ri prae.to fuerit, quenmdmodum ind. on^e 
rAquae m mhuitam inrenri qurimt, pertpieue docet. Cum autem hoc problema iam 
* ) pert taotoluiii, etai metbodo minu, commoda, Anctor hio imprimi, natnrrin huiu.- 

l) Scilicet in Commentatione 29 huius voluminis. p. E. 

LwKHABm Eu«ki Opera omnia la Commentationes arithmebcae 73 


578 


DE EESOLUTIONE FORMULAEUM 


r 7—8 
L3-4 

modi problematum accuratius perscrutatur et criteria elicit, quibus problemata bums generis 
impossibiEa a possibilibus distingui possunt. Denotante scilicet a numerum quemcunque 
positivum non quadratum, quia expressionem superiorem semper ad banc formam ccoox + y 
revocare licet, ostendit, quinam numeri pro y assumti problema reddant possibEe necne. 
Veluti si sit a = 3, notum est bas formulas Sira; + 2, Sira; + 6, 3a;a; + 8 etc. nunquam 
fieri posse quadratas. In maioribus autem numeris pro a sumtis boc iudicium multo magis 
fit arduum; verumtamen Auctor criteria certissima indicat, quibus in omnibus casibns ex- 
pedite uti licet, ubi multa, quibus miranda numerorum natura non mediocriter illustratrir, 
occurrunt, et quae in aliis quaestionibus usum insignem babitura videntur. 

PEOBLEMA 1 

1. Proposita formula irrationali 

y (axx + /3x-{- y) 

invenire nmieros pro x suhstituendos, gui earn rationalem reddant. 

SOLUTIO 

Ante omnia notandum est hanc investigationem frustra suscipi, nisi unus 
saltern casus constet, quo ea fiat rationalis. Ponamus ergo hoc eveiiire casu 
x^a eoque esse 

y{aaa /Sa + y) = b, 

ita ut b sit numerus rationalis. Huiusmodi autem casus unico cognito innu- 
merabiles alios ex eo derivare hcet. Ponatur in hunc finem 

x = a-\-mz et y(axx /Sx y) = b ns 

et hac aequatione quadrata fit 

aaa 2amas ammss = bb 2nbs nnss. 

+ r 

Cum iam per hypothesin sit bb = aaa ^ a y, reliqua aequatio per z 
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divisa dabit 

2ama + /?m -f ammz == 2nh 4- nnz 
ex qua elicitur ’ 

2ama — 2w6 -f /Jw 
nn — amm 

Quo valore substitute concludimus, si ponatur 

^ ^ {nn + amm)a — 2mnl 4- 

nn~amm . ’ 

V(axcc -j- j3cc -j- yy= ^^^^^ — {nn + amm)b-i-fimn 

nn — amm 

Quicunque ergo uumeri pro « et n aedpiontur, ex case cognito 

y(aaa ^a + y) = J 

mfimtis alns modis formula y{axx + j.) rationalis effici potest et auia 

numerum h tarn negative quam affirmative assumere licet exJnrafiJ ^ 
a et I „c pro lubitu aesumtis numeric « et » 


eritque 


: i^.±±^]!^^± 2mnh + ^mm 
nn^-wmm 


y{aXX y) ^ 

nn — amm 


SCHOLION 

CMus^ eifcotlito =>li«nde unus saltern 

casus sit cogmtas, quo fonuula propoaita fiat ratiouaUs. Neque rero oro 

Uuiusmodi casu explorando ulla certe regula praesoribi potest cum eti™ 

steXmTsT Si rationales fieri posse demon- 

, ■ gratia haec formula yf3xx + 2) proponeretur 

ce^ est nuUum numerum rationalem pro x inveii pie, roTaTmei 

Wis°“lucS“n Ir-b/Sr-t-y 

tabs reductioms est capax, quippe, quod evenit, quoties in bac formTl. 
generally* -!-})•+ (ra;-f-s)(te + „) contmetur, tamen hie non euro undt 
casus die, quern cognitum assume, sit haustus, sive certa quadam iatiol 
sive dwmatione iunotuerit. Verum cum cognito uno casu“o”X! 


assumi oporteat, ut latlo niimeri integii pro a oblUneantur. 



PROBLEMA 2 


8. a, y sint Megri dtUi, inmnire nuwr 

simendos, gni formvkm texts y gmiratum reddant. 


SOLUTIO 

Iterum assumo unum numeram intern « constara, qui quaeiito satiS' 
faciat, ita ut sit 

Y (ttoa “f- fio -j- 

ac modo vidimus, si sumatur 

„ nn—ttmm * 

fore 

■|/(aaa 4- /9a 4- y) •«. ± ^ 

nn — amm 

Superest ergo tautum, ut vidimus, euiusmodi numeroH pro m at n assumi 

oporteat, ut }m formulae mtegm evadani Quod quidein statim fieri per- 

spicuum est, si utriusque deaommator nn^amm statuatiir imitati aeciualls 
Sit igitur 

ideoque ‘ '' 

‘ w — Y{otmm 4- 1); 

uBi autem sit « vel uumerus quadxatus vel uegativus, huic fonuulae sempai 
satisfieri potest sm autem sit vel quadrates vel negativus, ne proldema 

fi«Q' T reso vere Meet. Itsi emm quaudoque duo pluresvj^ easus 

assignan queaut, tameu mfiniti non danter. iL 




6-7) 

yemt Sit orKO „ uum,-ru8 iutogor posiUvus non onadratn, .? 

men m n umi^xnm po.sHimt,, nt fiat n - ^ 

mo<lia (iori polost,, Inn...,, aufficit minimos solos nosse'^ Lforgo 


» ^ 


et 


■ (nn + «»m)a + 2mnb + /Smm 

I- + y) «. ^ 


n 


m,im l.al.ot„r novus ,«„s ,„„„„ti„„i 

•ino .« ox ,. ot 1, ,,r.,,l„t, „„„,« dorivabitur hincquo po«o cont o7 ' 
.nfin.tum. Ponantur valoros l,„o ^ „oLd, s“cor6 “ 

rt, u\ a'\ a’“ etc., 

rospondonte n.ro valoros fonnulae y{„x^ + fix + y) aint 

f», b^\ 6“* etc. 

ac sKiuenti mod., bini .|uiqim ox binia antecedentibua deBnientur: 

«■ -(»« + «»„»)„ I j, + 

«" - (»» + ««».)„' I o„„,,. + ^ ^ 

etc. 

Hac igitur rutione n.iitinufi ulkmm progr^li licet sicque ex una solutione 
1” ” aliae in nulls inte;is t^^^^^^ 

COIIOLLAEIOM 1 

awJJl inflnitis modis in numeris integris 

rl '* ^ ^ quadratus neque 

«’«EOy,AltIDM 2 

r>. At 341 ,t fiii-rH mmairii« {Hwitiviw non quadratus, turn primum quae- 
rati ur « nil ii«iiii*ii ai »q «, tit sit w ■■ ^^(awai -{- 1), id quod semper fieri 



582 


I»E HESOLUTIONE FORMULAEIJM 


[7-8 


potest'). Quibus invontis hi ponatur 

V{a%x -i- fix + y) mm p 

atque iam cognitus fuorit casus quaestioni aatisfacions, qui sit j- « <»<, ,, ™ 
ex eo per primm operationem non solum unus, hcmI clu<» iiovi invcuientur 
ob signi ambiguitatem. Brit quippe 


et 


X tmm ^nfi -j- + Htnult -j- fiiH tu 

y — 2owi«« + [mi -f ttmm)h + (imn. 

OOROLLARIUM 8 

6. Si sumantor tantum siguorum ambiguorurn siiporiora, ut continuo 
ad maiores numeros satisfecientes penreniamus, atquo valoros pro a; hoc 
modo successive prodeuntes designentur per a, a*, «'*, etc., valores 

autem pro y respondentes per h, 6‘« 5" etc., erit 


.4-aww)a +2w»6 +/3«w, V —2am«a + (ti« + aw»«)5 -f /jfmn, 

““ ” - 2amii«‘ + [nn + amm)U + (imn, 

4 - amm)a“+ 2#.n6“+ ^mm, r- 2««»a“+ [nn + + (imn 

OOROLLARIUM 4 

et I ixumerorum a, a*, a", «'», etc. 

TiftTK^of f' > e c. a ipiscimur, quarum utriusque continuatio ab utraquo 
senaim* altera ita seiungi potest, ut termini utriustiuo 

ute!L contmuari queant; formabitur autem turn in 

utraque sene quibbet termmus ex binis praecedentibus. 

' 00R0LURIUM5 

8. Si euim in valore o“ pro 6' eius valor substituatur, Iiabebitur 

<^^^y + ^ammnna + 2mn[nn ^ a 

1) Vide CoimaeEtatioiiem 29 huius Toluminis, § 16 et if. : p. E. 


»-:o] p,, *.obos 533 

Verum ox valoro ipsins a' o.st 2-mih « ^ ^ ~ ~ 

ipsius 2m nb ihi siihst.it.uio prodihit — quo valore 

(t » •]- Mnm)u^ 4ammnna 

+ («« + «,«»,)„■ _ 

+ ^Pmmnn 

At oh W,M ■»>' «MW (- 1 OHfc + ^ww. 

Aummnn - («« ammf __ __ ^ 


et 


unde fit 




«''«.2 


'{nn 4 - umm)a' — « + 2[hnm. 


^’OitonLAItlUM 6 

fh Cum igitur Himili modo sit 

«"' - 2 (« n + «;«,«)«» ^ 2/9ww etc., 

stetioi iifsoiiii III si*riii ti (t^ #1** /#*** 4 » • , 

ex h .8 w,t...„t« „„,.i™ ,.w huH f..m.ui,w deflnieatur +^®** 

a*’ -« 2 (w« + «,«„<)«' 

«”* « *i(iiti .f «/«»)«" -. «« ..p 20mm, 

«** ‘i(ww -h — a" + 2^ww 

etc. 


COItOr^LAiiiUM 7 

wak"' Prim »«««»«■» », 'A 4". 4'" etc. eet com- 

4'-2«»„,« "'!" et eocatidc. per fomalam 

i l„„ |. +/!„„, ,i in I,- p„ substituatur, exit 



!»K KKHIU.IITIONK 


5 ji| 

, ’ ^ gwmm wim m u i . a mtm 

[10 

at ex valore tpmm 6' mt 'Jtfmm » . 

fit ob «» ■ -«#<«*■» 1 ^ pftfM, ijiie HHbHtifcato 

simiKterioo - 3 (»» + .»») 4 ' - 4 

&**' — 2(ii fi + «mm)b*** — fe» 
etc. 


« ^ p^rjrr.ir r~- •“ - 

niata aeqmtioae + ciiitiij, — L lliiic iirgo 

eius radices erunt "" ^ 

If -* 2 fi» - 1 ^ 2 »i y'(»,» -« 1 ) ^ 

COBOLUmUM 9 

Primetir i^eunqae mdefinit© per mqmni^m foraiilara*) ex- 

’ ^ M he, umlm, ^,,„an 

Novi comment, acad. sc. Petrop 18 ri77S^ tvv. ^ 

«enes I vol. 15 . p. b. iSSj 

p+ltr/'T 

eristente !»=,« ®t ^ + + 

. ««» » . 

^ foaotiones pw:<aal«s. p. b 


•) 


iSliilii»iiPiSi!illlSi^^ 






asiMMl 
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alterius vero serioi b, h\ //', etc. terminus quicunque per hanc 

\2 2 ^ Va 2 41/a/ ^ ^ 

sumto pro v numero <iuocunquo integro. 


‘V 


SCHOJDION 

15. vSi hie pro 'iv substituamus successive omnes numeros integros 0, 
1, 2, 3, 4, 5 etc., utraquo progressio prodibit interpolata, cuius termini medii 
quaesito aeque satisfacient, dummodo fuerint integri. At reperiemus posito 


2^-0 


2y 


2V-2 


a: — a, 

y^b, 

f a; — na + + “(w — 1), 

ymmnb + ama + j/Sw, 

a: >«■ (nn + + 2mnb + /3 mm, 

y mm (nn -J- ttmm) 6-1-2 amna -j- /Smn. 


Quae utraque series est recurxens scalam relationis habens 2n, 1; ac pro 
priori quidem valorum ipsius x, si temi termini consecutivi sint P, Q, R, erit 

at si in progressione valorum ipsius y temi termini se ordine sequentes sint 
P, Q et R, erit 

R mm ^n Q P* ) 

Quodsi ergo fuerit (ti—l) numerus integer, omnes hi termini problema aeque 
resolvent sicque duplo plures obtinebimus solutiones, quam methodus ad- 
hibita suppeditaverat. Quod autem plures locum habere possint solutiones, 

1) Haac progressionis lex congruit cum ea, quae etiam in huius voluminis Commentatione 29, 

§ 7, axposite art* ' '7 
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ttmm 


pritnam 


fttirtiiwimii igUtui* omoM 


I'ttOBLKMA 3 


j I jmt pw s in^i Mem titil p$w$tltMfL 


SOLUTIO 

Pomter in pnere y{um + Bx + y)^« ea-., , .. 

vidimns ^ *** genero f5mcfcbnib«« non oxcluais fo 

f mm felt «2!»*)H S«f »» m + fimn 



‘"S; r 

et • J^voMtnr, veram snficit, ufc fractions 

« »«mero8 intepog ai^fc. ergo esse 


**»— mmm 


fit p 1 asB 

fim7n fl 

>«-»».„“ 2i(y-l) el *»»“ „ 

fin-^ccmdH 2 ' 


inde aaten ex formuUe a«mfa « 

PP ~ aqq = fe” 4 am*«» 
(nn — antmi)* 
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ita ut sit 

PP — (tqq +1 Gt f - l/(ag2 + 1) . 

IteriuH igitnr ut ant,G, <>x iimnero a binos numeros p et q assignari oportet, 
ut sit q) =» V{t(fjq 4 l)*» <i«ubu8 iuveiitis habebitur 

.r - pa + qh + (p—l) et t/ - + aqa + j ^q. 

Dnmniodo orgo fuGrit {p — 1) immerus integer, hi valores satisfaciunt. 
Quia autwii niuuoroH p et q tam negative quam positive sumere licet, hae 
formulate inaupor tres alias solutiones suppeditant 

pa qf^ -^(P — 1) y — aqa — ~(iq, 

Xmm — pa-j-q/^ — + ^ — pb + aqa -{• -r ^q, 

--|?a — • §5 Hh 1) et y ~~ --ph — aqa — — fiq. 

m CC 

Quodsi porro horum bini quicunque pro a et h assumantur, ex quolibet 
(juatuor novae solutiones orientur. Hinc tamen non 16, sed tantum sex 
diversao oriuntur, inter quas adeo pritna cognita a? — a et ?/ =» & et, quae 
huic est afflnis, a; - - « - f et ^ - 6 continentur; reliquae vero quatuor 

sunt 

X am (pp 4- ((q(i)a -I-' 2pgb 4* fiqq* P"^(pP"^aqq)h^2apqa^^pq, 
aqq)a±2pqh-^-^pp, y "^-{pp + aqq)m^2apqa'-^ ^pq, 

ex <pubu8 deincops novae aliae in infinitum inveniii possunt.^ 

> COEOLLAEIUM 1 

15. Quotlsi ei-go fuerit vel /? = 0 vel eiusmodi numerus,. ut fi(p — l) 
vcl etiam /J(i> + 1) pe^ 2« divisibile existat, turn hoc modo plures solutiones 
in integris obtinentur quam modo ante exposito. 


WROLUIUOM 2 


IH-15 


ll>- li. g«uTO Md, <i ■- . |„f, , , , i| 

*-», turn rtia.„ ™ti.rartBr»... «« o«,„ “^1 g T ’"“'"'"I”' 

Mlowm imncwrilnr. (<«,„, „„ j,! mim , 

sntur, hi. inmliwUin wlatiM.-Tl ^ ^ “ "' 

g»Ufl iwlntionnm lul .limi.li,,,,, „,i,,citnt 


<M)KOriIgAUIllM 8 


IT. IWfHttii amiiiHi « « _ i, „ 1 
inventii cmihm *-f, ex aim *-« yj 


«iut{»|ie tjiii m jirtidimt 

i ibiiitti liiiii in*|it»Huttiitir 





y "• «f « 4: |i& -f. dq 

^ f 1 

Wncque pomj p®r opr»yoQ|>^ necintlimi bl»i 

Cyj> + «m)» i: 2pqh 4- y ^ ^ ^ ^ 

ex aipo i««big*,e b M«dter. 


COEOLI4ABIUII 4 

ri ii'htgri sul».ti(.u.-ii.t„r; ' ' I’"’ '' 

“ [ /9 f 2 '- + , + 


gj I 

i /a Vce)(p--g 




OOBOLLAMUM 6 


20. Gum sit fp — aqq — ©wt 

(jp + gl/ay-ClJ — f ]/«)“'* ©t 0 — + 

tiinctme, si altorae series reteorsum contiauentur, prodibunt alterae. Sufficit 
ergo pro altero casu has series instruxisse, quae tarn antrorsum quam re- 
trorsum wntinuatae omnes solutiones ex ambiguitate numen h onundas m 

se continobunt. 

SCHOLION 

21. Si ergo faerit /9-0, ut tabeatnr haec formula V(<.a:x + r)-y 

otUondis rcUonda, easusque eoustet, quo ait )/(««» H-.r) - f. nume™ 

p et j ita, ut sit p_n“3«+a satisfementes 

continobuntur in his seriebus 


QlIAl>U.Vri{UKlIM INDETKEMINATABUM PER NUMBEOS INTEOEOS 


COROLLARIUM 5 


15). Hiiu; igitur duplices series pro vdoribus numerorum x ei y reperi 
untur, quae eaiulem progressiouis legem tenebunt. Si enim ponamus 


a“, 

o'", 

a'\ 

0^ 

/>", 

fF\ 

¥\ 

ir 

. /? 

u>- 

1) 

et ¥ 


erit pro altera 

«' — pa + ip — I) e^' -*«?»+ 

et pro altera 

M. 1 

«• — pfl — -I- (p - 1) et ¥’-aqa — pb+j^q, 

pro utraque ?ero haec communis progressioms lex valebit, ut sit 
E^2pQ-F+^^(p-1) et F-2^T-iS. 



m 


l>K HKSuUUTIOMK PORIIOUROM 


ubi mmmW twmmi tin Mmii iwnjH, ut ait 


|1« 17 


acilicat 


« •— fni -f ^ 

mvm mi mmmm imU roktbiiii 0 xmivnin 2 ^. 

r-..i,r^.v; 


1. Krit 



EXEMPLUM 1 


fomula 




ambae voro swies 


wbforauiii cimtiiauari dtlMi 








exempla evXJu^’^erSi coMtituunt, BBqmnUt 

babeatur, pro cagibus scn;«,f ^^f*^***®' J^awM coofficientia 0 mtu 
integer/) ^ 4(p~l) faerit nLeru, 


invenire infinitos valores integros imus 

siguidem ma sdutio constet. fif« >«» haec f&rmtdu ratiomdu mtdil 


Sit solutio cognita 7i-i 

i<3eo<pie "i^2 et m g Hinr* « J.""*! 2 haliebiwus p - y^gq 4 

ttwic secnadi valoree eruat ^ 
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Oiim igitur in § 19 nit 


liabobiraus HtH{utmte8 8t>rit‘H valorum 
si ^ fuorit nuHioruH par: 

Valort« ipsius x 

tt, 

lUi 4: ‘2/i -I- 

17^1 ” 121 ) * 4 * 4 

99« !• 70*+ 

577a + 408*+ 144/?, 

1 1 

33G3« + 2878* + ---y 

etc. 

Turn vero, cuiia y eosdem retineat valores 
hae solutiones locum liabebuut: 

Valoros ipsius x 
_ (S — ~~l3, 

— 3a + 2*— /3, 

_ 17a + 12*— 4^, 

— 99a + ‘70*— 25)5, 

— 577 a + 408* — 

--.«a + 2378* -841/3 

etc. 

Etiumsi ergo /3 non fuerit nnmerus par, 
valoriun ipsius a; fuerit numeri integri. 


et F-6T~^, 

satisfacientium, et quidem integrorum, 

Yalores ipsius y 
± *> 

4a +; 3* + /3 , 

24a + 17* + 6|d, 

140a + 996 + 35/3, 

816a + 577*+ 204^, 

■4766a + 3363* + 1189/3 
etc. 

si pro X scribatur — a: — y, etiam 

Yalores ipsius y 
± *» 

4a + 36 + /3, 

24a + 176+ 6/3, 

140a + 996 + B5l3, 

816a + 5776+ 204/3, 

4756a + 33636 + 1189/3 
etc. 

tamen in utroque ordine semissis 





Valores 




362a ±2096 + ^^ 
1351a ±7806 + 225)3 


2340 «+. 185 i&«|. 39 o^ 




Praeterea vero 


® pvodibunt: 


im liKHOLUTIONR FOIlMULAttUM 


1 , 18-19 


23. (brmuhf 


KXKMPLUM 2 


y( 3 XiK + fix + y) mm p 


infiwitm mimw miearm i 


ex qmbu» fotm®tar bime eerie, recutwetee eeeunjum ha« walae 


■B->< 0 -P+f. r-. 4 T-S, 


® Valoma ipsius p 

dh 

2 J+ jfi, 

f- . m± 76 + 2 fi, 

I- ^ 2 ei»+ 

^ 1 ® 8 «± 97 &+ 28 / 3 , 



QUAiniATlCAltrM INnKTKHMtNATMlUM PER NUm 


m 1 1 'iwiv.vD 


V© loros 

ipslus 


Valores 

ipsius 3 

V 

„ a 

__ 


1 

g Pi 

± 

5, 


_ ta 

■ 4 ; 

A ■— 

^ B, 

8 ft -f* 

25 4 

2 ^' 

~~ lit 

i- 

4 /*- 

* a, 

gP» 

12 ft ± 

754 

2(3, 

— 2 C>« 

-4 

mb- 

aP* 

45ft ± 

265 4 


- *17 « 

4 

565 — 


168a + 

9754 


— mm 

(4 

2095 — 

131 ^ 

-j-p, 

627 ft 4 

3625 4 

20 a. 

p, 


7805- 

676 ^ 

2840ft 4 : 

18515 4 

890j3 


„„t ergo »u»eru. divisibiliB fuerit per 2 vel 3 vel utremque, bine eo 

lures soltttiones in int^ris ©liciuntur. 

EXEMPLUM 8 

24. iVoiposito 

l/(5a!a? + /?» + ?')"“ I' 

. . hajx' fomda ratimalis evadat, 

mmire infiniton n^ores integros i$mm a;, 3«*&«8 « / 

iguidtfn ufiUH cttHUH fu&rit cogvt'itvs. 

•t .-t r_a et e-j et Ob a -8 qoaerentur numeri 

Fro casu cognito sit » — ® . . 9 et hinc secunda 

, ©t tf. ut sit + Piet ergo . 

jolutio i»rodibit 

• a'_9»±4H-i/3, i,--20«±9S + 2/S- 

Cum ©rgo sit g ,, , 

onuiia Is Clommentationes aritimieticae 







hill:'-: "H:;;:r:r::::tL“":!:;'^ "““'f ^ ““ ^™'..ui..a..„..,. 

-- ; . u,„u. m ;: ■ ^:r '7 ;•■•"“■■■“ 

4 ^ 8 ■ ‘»0 « — fi ttwuiuti vul<jn‘rt enmt 

'•’- a“ ' + »'- “»+. jH- J/< 

u. p,, |,»iic leB„ni .up|«lil.il.u„t„r 




« I b. 


umit* iiiineinciimir him valiinw; 


Valiirt’n iimitM / 

ViUnri'M ipHiuH i/ 

tl, 



,p 

ll 1 

a 

i '* ‘ 

* & i- 

an 

& 

a ** » 


1 

II i 

f ' 

^ bp 

1 

IS , 

•a ** ’t: 


9« * 

lA 

4 

« A 

ao« 


41 

f ** ^ 

’^h.p 
$ ^ 

, it 

}»s 

a ** 'i: 


im 

» * ' 

“‘+ 

lai 

»» 

iia . 
g « t 


liil# 

•'»A "4* 

li’iif 




i»tr, 



ntc. 


Attjw ilUr i«|,l„ piurm MiluUoiimi iiriuiittir. ijiiotum fuwit « \ h un 
pm «*• /I — «i f«| ai 


HtniCiUOK 2 

»»||w |(|urMi AiiIttttonM tn hihiiwto t«ti*grii» r«*jH*rltii»ttir* 
»i ptu |r ,4 ^ frariMiiiwi rum d^nuitiiiiaUtni 2 mwuiiiMHtur; in 

.•r:,.-,. |>r««tittt» pril invmitiKitiiiiP. inwtwi.jun iiijti'w hi fwiMis 

■ • ■■ nm ftit Ifp| ,1^0 V0| foroml* »»} hmmm mthid 

?»i! pini. itraiMMUta fomiub -f j*) y, »nw«M 



I»r tt»C)LtlTl(lIfK fDKMl’UKl'M 


llfll 


/ «4 lum #»«" m^u 

i»t hH j ,.t w«.K/«»» + 4 |. Turn mm m,huu 

rlnt itminilam 

» s 

ul.i .|M.l..m iH.m..ri « M . tun ««ujirn ,mnn»t«« u.i|., 

Dcimiw hia l.iiiw |>riui» invrati. Mninmlai iwr huK ravulun m|«-r.miiur 

tt" i»a‘ — n lit ^ 

fa mUnu quiiltot nmniirtw pro j- witfatoiw amiiiwtiir Imr rt.riiitili, 

+ ‘)(’ V''*)'+ , - ‘r * •)■. 


■X • 


ox tjtia tit, 


(iiK« + 




(4u«tie« iglfeur + prodiorit nnmonti jair ttoipii* tiini«»i, « »t n tliit 
praoceaonte. Ifae v»ro nofatton^j jt^ balwltiint; 




b 

k* 


wi + miii 


* “"a* ' ’ 

i "" ”* 

1 )«» 

, it » 


4 W ^ 

fe«* ,» (**- 8 «»)& + *(•« “ ifa« 

i ‘ 




' ’■ " J* I* ^ f»»+ Urn 0,4 Urn it 

■ . . f 

« 4 e. 


• ' ■ / ^ . tmummo 1 




AI.11ATI,'AIHI.M lNl.m«Ml!(ATAUUM CBU NUMEUOS INTK.il.O.S 


5!>7 

!■ ...nim V.,| ,„m., v„l imp.,™,. .Si „„i,„ „ 

'• - ' »- I ft,,, -It V .ri^ 

... ,.,.p,ri,.,t;„. , . 

...""....I... .1,.,.. mll„l,.,„r U. I.i,ti„™i 

,.p,.rl,l quilm, w q..|| i» im,.,ril„„ ,m, 

» ,1 » mr.p.,n.|i, «.li„i„ri p,.l„.t. i,l q„.„| ,mti,., li.-ri ‘ " 

" "I "tan ln,i,., SA PI. 4m, r„ p,', „ ’„lii 

nnm..n ,...p,u„ ,,„i ,,,,1 q,.pv,. pL, l,i, „ “ 

nihilnw ii»iiiimii« viiltinm fimiuiJmi m - ^ 


r (ttUH f- 4) 


fiii’rif 

ciipiilttir 

orikjut! 

m — f,. 

w- i 

m mm 

B, 

e - 11. 

H — II 

0$ 

11, 

« — ‘il, 

m mm 1 

m » 

B, 

ff — TJ, 

« — 5 

m mm 

27, 

m — 17, 

H •«. — 

• 

n — 4/1, 

n — 1 

m «* 

7, 

n — 

« - 7 

m mm 

m, 

n — IJI , 

« Iflfi 

III •»% 

ifAi. 

m — 119, 

K- 7fi 

III mm 

w, 

n 77, 

H - I 

ill 

9, 

a 

1 

K 9 

m 

m, 

a — !ia. 

w •» m 7 

mm 

H.19. 


mmniuf hir mtin. mr cmm ##,*..17 itmi valonm imjwri'M |»r«» m il 

», Ilif igiiiir Ml Kit ii«»a7, noil iIaH luimwin imimri'N jtrn m f*f n’, 

|fri» r»4i*niiK KHliRin r««ibiiK rtKiiiliiliti KtiiK'iitlit. 

Itii Mi jirii|Miiitttttr faimtilH 

I fSSjFji; -f* “» jf, 

haUtiii Mtotiiw ,1-1 «ft & - 9, tMnili* ob w — 7 *4 w It urii 

HI f «a 

€ 




m at 


^ ail + im 
a" 


4 if# 




H I# 4- a 

h w • $?. 


r It 



WIK 






mm <4iai» 

!»'«« fi 0i 44; 

it jirt» jt «t y, tiunruin imlii ri>I»tioiii* M, 

S, 1, 51, ‘i!m; pU’ . 

V tm, 44, 9, 41S, 


I. 


(iHSKRVATIO *i 

Huftifil »wlt<m rami* avolvima, tjuibna in ftintiub gfnnrali ajrjr | ,1)r | y 
♦M’CUMiluii ti’rniimi* (|u«ttiain Immv ad taiinn funnani waira nuni^mrotn 

wwari pnliiat Vu^rut quitlntii nw^iiii, <»« 
i»cniidlw}» tanniniMi tnlU aolat ptmaiidu # «• y — , hic Icrnin w«|«it. 

nW (i ait nunit«nii p«*r 'i« diaiinbiiti. Vimiiw at msi 'b ,1jt -i / 4vl»wii laiai 
quulmtoin, pMtar 

msM 4- ## + y — f f 

m maltiiiUrntidln |i«r 4m {titidiltit 

4«ttjis# -b 4m/ix 4" 4«y •• Inyy 

4«ff 4- ^|l — 4itf *«* (limt 4" #f|*. 

Qnm*r«ntttr orp tmmn, (|tilbii« forwntn 4«f y 4- - 4i»y fll «|im4mtiiiw, in* 

iiia|uii halwbiintiir taliirwi pro g iubutltttmidi, qiti romttiiiifft mss i- ft s r 
. roiiilanl qnwlmtiiiii; ieilloet ii j^nrit. 


idi<K|t}e 


»rit> tojs + ft -mm i hi!tc«|l||» 


f(4«ff 4- — 4«y) — I, 

f« 


tlwrabi ft fin*rtt niiwerim pm, ptitii 2d, pmiti <i##4-tdjr 4- y 

mm mpp 4 - dd — «y 

ilcpo foromitt ffyy 4 .d.l-»iiy ad ma iv»„. 

int ^ 1 * # f i^t 


Wit 


fw: m 


.J. AMHATIi-Am-M INUmiUllSATAHUM I'm, m,„ KUOS INTK.UUS f«, 

|.r., . intoKri r..|„.riui,tu.-; ..(« fort,. = „„„ 

rm.nt „„„ val.m. . ,i , ,, , 

,n ^ 

r.„li,alu,„. i j. ^ 

I,.,.- u. h„i , . I • 

ill mmw*ri»i nHhlaiitur. * ' 


■ mSKltVATiO 3 

K.. I,.u r„n„„l.ra „„ I ^ 

„nici MU,. ,,nm-. „i,i „ .it ,!u.it|. 

IkiUmiI. 1,1 |.r.. |,r„ j. ,ure„|«f, pumM.it 

I’'" > '‘“ri. ut i.rui.i,„„,. 

^ 

gnitiuii mm^ ai*N*ri% cjiui t|wi} ojtcluii. 

Vurtiiii ibtn « .hiimrtwi* i»!ihilN»ri jmiMiuiil, wx ^mbm tlignonci licflfti 
iitriim nitni^ru* ;• inuMiitixii. «|tit iwlmittiii iiwm A.C priino 

HiiLbin m.htVmmm Uru„, {,»««,. ,a«} y sit 

iimiwnm in lull furiniik U i,«a ronl^ntu*. Hati, «rgu « fnrmultir 

mHm (iinitititti iiiim«’mniin lAtn iHwilitnriiin ^uaj,, ijui «iia,i«tu 

m foroiiib hh- ««« *„,t conteiiy; ac ,,iai y i*, rnpriatiir. rnrki 

l.rf.iniiirwrr hr.-l immn\mm \%ss a ;*) nulb m.ido rati.iiial«m mjili immn 
virnwini isiititui y in |„ii. ijuia itmi mt. 

y^hk «#«. f.„m„b nsM^by fll t|Ma«ll1ltt|iit x • rt aril«iit,. 

I imn i y) 

»««' .giliir ruiiM brminiw gi^nwili^ mi ymim 

It — 11 umttfw <|uaitiiil«}« 

I, 4, u, ir,. ‘ifi rtCi, 

• '-i'lAiJrnlm |if*r miilil|iUcat«N». 

«, ' 4«, " ■ |6« otr. 


■’ ‘ icnm-f'-ri ui ba£ aprid cmitriiii. m 

■ 4!- btitisa j.',-. i:uai Irit 



»>K !lIllOU»TlO!«i 


s-*' 


im 




p » hb n«rt pI ^ — i/«# «rf. 


pq -»» (bd f ««fi* nsfcr » tid * 

®fc i>l> i»igiii hoc priidiiclttm ditplkt mtttlit m% 

bb — ititfi Mijiiim liiitoititr dime MiluticmMi 

X •» iiif 4. «i< ei s be erf. 


OllSEKVATIt) 4 

:«). nine oiaMCtiU mmitt* H«e Tb^iwiiMi fwmd#. 

inrnimn «iipriurum itiliiMtmiitti in m rciftt|ilc«tltitr. 

is fmrif 

mts 4 * |» — >f 

mm » — « el S. twm wm etkm 

«jc* + f f f 

enim wmmc el f ••rf, ^nr fmmdu 


tMii tiipu'Hitb t 


+ Ff-ff 

***^<*i*^ ^ If ^bd mate. 


8 i nnltn rit f — I »i rfrf — «er + 1, |}ni«ti»r«f« vem fonnutiM* mxg rf- 1» ff 

wtiifltt ciinii el «inl Mrf enetm itiimi jiph ee^itn iMMktiffttii\ iniii 

i»Wfi« forttittlae ^i»r«jd#tit fnterii 


sc «. fte ± «rf M — fell 4 

ttiMif* mdPfii nmiiiiiti miiiiMn i»a««ititr, qtwm eihiliiiiiim# ei 

Ij V>4.. » enit IfeiMiMOM 4 m. iMii I7fea «! HmMMvm 

mib. rt tmMtgr P. ||. 9^ 1*18, 

4 » <1;* ■ 

f'/.m >.«>;»•<, vrj.-,- ill 

* 131 ^ km tfeeoniM km tirfsfe |i. •. iti*i i.-s 

r«imstMw u»e*. va» A^krg, Ammm> md Mmmmmrn fkmm dm »# 

^ir4.«4e4. tmmkM hf U Te. OoymMMm, hmdm Itlf. I w 

p.nih^Am, Impnmk e. III. Vhto *ttmi «, Imww.. ov.-.s.. ^ ■ ...-. •-/ . ,- 

.«./ If,, sv:.,, ■;.... j, ^ _ _ 

M, I, 8. km , Uif4$ IW, p. til. f . 8. 



>1 «|•.M..,AT1.■A1.TO lSnWr»M,s*T*HUM PKI, N.'MKWS .KTOlU.m 
l„..p. ..licumm,; .,„ucim> I,,,.. 

»4 rjwiitiii o «» } fuifrnt H(lMtrir>t« Iw... . i .• . 

liiitUw ubi^'juitwiiiim Hu lintvbutiiui Imtmbit. Jwoh 


i'tim Mt 







1 |i ^ 

»*t fill 



|i «• AA - 

nrtl 



n f c 4 y «-» 44 




^*44 -nee; 

hiiic nril 

illl ■ ■ 


«tf). mlnritur mi imne 

liuiMint ttrgit 

ftiiiril 

PH — (Arf f- (Bijirji* 



jr Af 

■f; tf| y « Ini 

»ril pf ** pp 

~ mss 

idmqtin 


M. K l» 



#f jrjr |it| ^ 


ai. 1‘ttiw inititr pm iitiotiM uumtm ft funniilttii + 
y iMmml (»twm M ^ mm. nititinri in hue. foriiift eiiiitnnti 
fftawwiiir* h ((utiniMit, ni intiPr wi* intciirrttMt limnw p i/. winul 

|,rti4'iieiiia pf uecnrril, immiw t, 4, H, 

Hi. r* rtr tt}ulti|»b iwgBitvu «. -4i*, - Jiff. ~ lUi,, 

mitiwi {irtmi in linr funtw runtftfiti iunt *|»<r{ni«U, »*s !|Hi. 

I*ii» dminrmim imr ititilii|iti£»li»tM^ etfMiicMflM mmcttniiir*). 

I ‘»*i n — .» H mmm immt furtnMt 6& - ‘inn nniit 

M. * 1 . f-n. + 23 . +aH. 4 - 41 . P -IJ. i T!. 

13 . 4 - T», +m, + »? 


’ • ' * , -’ 5 'li 'i S S • -ki: ^ t ’ i ! i 

• I - ■* . ■ *4 . ^..A* -J 


r. It 


UK arwiMTioxK r»tatiri i«rii 

.~-i, - ’J. 7. it. ■-.*£1. :i|. il. I.*. , 

-13. -1!». -'I®, W Hr.. 

■, *i *4 -t in hmm ^ i I;- 

11. Sii i4 niminrt primt for«»» H 3«rt mtni 

+1, +13, +31, +fil. +13. |i€« . 

WlPlim .-2, -8. ~ll, -41. ■■ r®. -11. --W. I<»‘; rlr. 

•jui —‘i H —3 wmn«M eanUnwitttr in Vim » l. |»r«i 

m tittn iiuin«*rt {MMittlfi qninii iwitativi aifDinntitr 

ill. Hit « «* ft «t nun^n |»fiini (wnna** !»*$*» «tiiit 

{nn^yft +1, +ft, +11, +151, + 'i», 4 31. » II. » Vi. 

+ 61, +11» +11*. + + 1**1 Hlf. , 

nnptivi —I, —ft, —II, —II*, —a*. 31. -II. .‘4*. 

— «l, -II, — m, -•»». -till 

qui I :• r? --- U tji lOn + I r«MtlitinniNr. 

IV. Sit «^6 i?t t}um«ri priwil furntMt — Mtnt 

IMliillfi +1, +1, +Ii, +43, +111. +13, 4 III wir.. 

n^Ufi — i. — -II, _ftS, -II. im Hr. 

i|iii iir»i+»r — ‘J Ml +8 omilft In nUunttro Inifitni ftittwimni 21* I 1 H 
2-1 w —ft amtitttntiir iutiMtltt pm m nnwwpiii* tnnt 

'• ^ - < >S unmvii j.n„„ I>h 

pmitifi +1, +i, +», +31. .j. VI. 

w^ntni -I, —I, -It, ..31^ 

qni {triwter +3 nt —I ontnw in mn. tomm • i. 

•i»#i i-w./iMM + ift, 





yt y.llATIi-UifM INtiKTRUHIHATARlfll mt SV 


MKHiVH INTKCJHOH (;o.‘5 


OllSEIiVATIO 6 


^.1 Hmr vunmmm atmm nmm^nm pmmm in formulu W. - ««a rontcni- 

”'™‘ 


m hb 


i 2nft -f r 
won tmfi*il ill hme 


Ot (I 


' 2 ( 5 f + s 


■I ««/*!» ! iapr f , , 4«t/»/ - I - ««i,; 

ttlllllllflll » |lf |||| . ■ §1$ mm §§ |%| lift tlfllll III ||g 

ttllll ««*» 4 |ff| ff wMmm 

,.nra. fan., a.. M . „„„ („ 

4.. ( r, aU,«a „l |,i ^ 

o|»ttKt, ul liiminroo rr „„ .il i|«„ primun. 

ninn rrsii •umlo • - o pm i- .iimm,,,,, „mi|,i im|ian« lul 

It tr #1 ir fiiprit iiiam# i|iiiiiii 4^^ ii^4^ 4^ Mm iiititeilmtttr, (Jiotiaa 

Hi^ti Ml rwiitluttiii *»1 minun .{iiittii 4«. «t httr mmh (immi numeri 

rMitltmit. li m ftirmutA 4«« + J |tir« 4 ca||i>e«nttir. IMndli* nimm simili 
mmiii e*.n*ii»«tiir miini»ri ti,rmuli* rr-«. t,«i. ^mUmm mni tliviwi, ml 
ilitM mmimf a4iirij*«i«, N*„„ mUm wit pm 1 . nlum mmmm pni.t^^r 
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:i.V Hu, urKu ,^U , - in ^ ^ 

hu.,.,mu„., i.nnu. „uu.m„ " 

m himiiilm 40 m i I |.t 40ii i «| coiihmi / *• 

1.. .n. .urn. 1UI«|,T.. I>nn.i.. qui .itnt a. .'i ,.t n.liuta u, l,i. ■ ' ™ 

V iiluiift furiiiaJilur. ut huit* luHiuatiMiii nirr i ^ pio 

mtUnn luiii.m j.rimi m formulii, f 3 „t .«L j -i ^ ^ 

lu .nu. U ...a uti .Hiam du„ ^ Manifetiim iiutnn, 

wl m hat.,^nii,r ,|,u, hmumnmii wi 2fW - fn't- norum 

II. 1 •U*I.UM^, ,.r,.luria ,,»i hwi non 

1.. . urn ..,.,.. .. 1 .. . ""'I ‘“"t™. “« 

U... ....1 .. „ ru...|,.Mt,„; ^ y 
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.,1 «...U.11.. . . “- «»«■ y».”l« .irgo in fMrit 

..un».ru. .IU..I..IU. rul immu. ror....u, »4 r„| ' 

nun.uru |.r.»» f..n.u.u fU huiu....o.li fralnrUim «,t. 

Il-hh - *rrl - |>W I ,,rj. _ 

N.m «r».. talu. |.tm. lam i|.i i„ f„n„„ 

Tr 7' ,7"““. " Wnl. nomuri, |.riwi, m..ll«t4,rui„ 

»-™hi ij..,.b,..Im..-Imm. .Inndn nuiiHTi primi wiitwii B.,.tii„.ni,„. („ luron.ii. 
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